ALGEBRAISCHE GEOMETRIE - MISC
Divisoren und Unterschemata

Relative effektive Cartierdivisoren

Definition 0.1. Essei X/ T ein beliebiges Schema und D C X ein abgeschlossenes
Unterschema.
Dann ist D ein effektiver Cartierdivisor, wenn gilt
1. D/T istflach.
2. I(D) C 0Oy ist eine invertierbare Idealgarbe also lokal ein freier Oy -Modul
vom Rang1.

Proposition 0.1. Es seien Dy, D, C X zwei effektive Cartierdivisoren. Dann ist auch
D, + D, € X wohldefiniert und ein effektiver Cartierdivisor.
Es sei nun T ein lokal noethersches Schema und X /T vom endlichen Typ und
flach tiber T.
Proposition 0.2. Essei X /T wie oben und F ein kohdrenter Ox -Modul, flach iiber
T. Dann ist dquivalent

a) Z istflacher Ox -Modul.

b) Fiir jedes t — T, geometrischer Punkt, ist F; ein flacher Ox, -Modul.

Proposition 0.3. Es sei X/T wie oben und D C X, abgeschlossenes Unterschema,
flach iiber T .

Dann ist D genau dann ein effektiver Cartier-Divisor in X iiber T, wenn jedes
D; € X; ein effektiver Cartier-Divisor in X; fiir alle geometrischen Punkte t — T ist.

Weiter seien nun H,, H, C X, abgeschlossene Unterschemata, flach {iber T und
(H;); € X, effektive Divisoren in X,.

Proposition 0.4. Ist(H,), —
existiert ein abgeschlossenes Unterschema K € X mit K /T flach und K, =
(F); -

Beweis. Folgt aus obigen Aussagen.

H,), fiir jedes t € T ein effektiver Divisor in X,, so

(Hy); —

Basiswechsel von Unterschemaschnitten Essei X/S ein S-Schemaund ¥}, Y, € X
zwei abgeschlossene S-Unterschemata. Weiter sei ¥; = ¥; N'Y, der schematheoreti-

sche Schnitt.
Ist dann S’ — S ein Morphismus und W’ =

Y =Y/nY,.

W xg 8§’ fiir ein S-Schema W, so ist

Inbesondere istfiir k(s) — S auch (¥3); =(¥;)s N(Y¥2);. Man hat ja
Y3,
Vixst Y/ g Y, X’
\ }VK \ %
X Xg X X’ Xgr X’

wobei rechts die Anwendung von — x g S’ auf das linke Diagramm steht.
Wir konnen auch die kartesischen Diagramme

YSAYI Y;éyl/

SRR,

Y, —X Yzl — =X
heranziehen.

Konstruktion von Schemata
Tangenten als Grenzlagen der Sekanten Es sei C C P} eine glatte Kurve in einem
projektiven Raum. Betrachte die beiden Inzidenzvarietdten in X = C x C x P":

S={p,q,x)Ip,geC,p#q,xEPqI <X,
die Sekanten und
T={p,p,x)lpeC,undx€T,C}C X,

die Tangenten.
Dann sind T und SU T abgeschlossen in X.

)] S——=SuUT =—T

NN

B—-A——=B<——A
mit B=C x C und A — B, der Diagonale.
Die Menge SUT C X ist in Wirklichkeit sogar eine projektive Varietit Y C X iiber B,
deren Faser Y, ;) gleich der Menge der (p, g, x) mit x € pq und deren Faser Y, ,)
gleich der Menge der (p, p, x) mit x € T, C ist.

Man konstruiert Y folgendermaflen: Man betrachtet die Varietit W = B x C und
darin die UntervarietdtenI; = {(p, g, p)} undI, = {(p, g, q)} die von den Idealgarben
1,4, C Oy erzeugt werden.

Man nehme dann Z = V(.4 .%,) C W, abgeschlossenes Unterschema.

Die Abbildung n : Z — B ist quasiendlich und eigentlich, also endlich und weil
dimy(r,0,), =2 fiir alle b € B, sogar auch flach.

Wir haben das Diagramm

/\

Z+>BXC

\/\/

Dabei ist fiir b = (p, q) die Faser Z, = (p,q,p)U(p,q,q) und fiir b = (p, p) ist

Zp =(p, p,2p), wobei 2p fiir V(m )C C steht.

Ist £ die ample Einbettungsgarbe von C CP", so ist & = m,((p*.£)| ;) ein Vektor-
biindel vom Rang 2 auf B.

Man hat nun eine Abbildung von Vektorbiindeln iiber B mit V = H%(C,.%):

V&g, Oy &

Faserweise kann man diese Abbildung durch s*(¢) definieren als

s (Ve Op)=V L s*(8)=nt*"p*L =%,
wobei s*(¢) =1/, = y durch die Einschrankung der Schnitte i € V auf die abge-
schlossene Teilmenge A;, € C gegeben wird, die durch A, ;)= pUq bzw. A(, ) =2p
gegeben ist.
Dabei entsprechen den i € V die Hyperebenen in P} und die h € V, die unter
', auf Null abgebildet werden, sind genau diejenigen, die p und g enthalten (fiir
p # q) bzw. die die Tangentenlinie T, C enthalten (fiir p = g).
Die Abbildung ¢ ist eine Surjektion, der eine abgeschlossene Immersion

Y=P&)LPl=X
von B-Schemata entspricht. Das Bild der Faser Y, ;) projiziert auf P}, ist fiir p # q

gleich der Geraden durch p und g in P}. Fiir p = q ist es die Tangentengerade T, C
durch p an C in P.

Damit ist Y als unser gesuchtes projektives Unterschema von X nachgewiesen.

Das [m]-Hilbertschema einer projektiven Varietit Essei X C P} eingebettet mit
der amplen Garbe . auf X und dimX =r.

Weiter sei H = Hilb[m](X ) das Hilbertschema der Z C X, abgeschlossenes Unter-
schema mit lenZ = m.
Dann gibt es ein Diagramm

2) W—>H><XPZ—>X—i>]P’Z
b A
P
H

Dabei ist W C H x X die universelle Familie iber H der (Z C X) und g die zugeho-
rige flache, endliche Abbildung vom Grad m.
Die Garbe .# =(p; £ )|w ist ein Linienbiindel auf W und deshalb

év:q*‘//t :q*(PZ*fM)

ein Vektorbiindel von m-dimensionalen Vektorraumen.
Die Abbildung
P:Veoy—&

fiir V = H°(X, %) induziert eine Abbildung von Biindeln

=P(&) — PV
H
liber H. Dabei st fiir [Z]€ H
].(Y[z]): m K

K2z
KCP(V)Hyperebene

Diese Abbildung ¢ wird iiber h =[Z] € H folgendermaRen konstruiert:
Man benutzt dazu die Erweiterung des obigen Diagramms

@3) 7zt W—>HxX s X —15pr
lE lq/
P
Z]—=>H
um ¢ iiber [Z] als
Pz =a’(9):

festzulegen.

a*(Veoy)=V —a*(&)=a*q,M =c,b* M =HZ,¥|,)

Hilbertschemata
Homg(X, Y) als offener Unterfunktor Es seien X, Y zwei projektive S-Schemata
mit X /S flach und H =Hilbg(X xg Y). Dann gibt es eine Abbildung
Homg(X, Y)— Hilbg(X x5 Y)
Wendet man (—)(T) auf diese Abbildung an, so entsteht definitorisch

W /T flach

Dabei wird einem f : X; — Y iiber T der Graph Iy € X x Y7 zugeordnet. Da
p1 :Tf = Xy, ist Ty mit X7 flach tiber T.
Wir betrachten das Diagramm

HomT(XT,YT)o—»{i:W‘—>XT xp Yy

i abgeschlossene Immersion tiber T,}

Wxy H>W > X x5 Y xg H

v

XxgH =X xgH

NN

Dabeiist H' € H = Hilbg(X xg ) Y) das offene Unterschema, das die Eigenschaft ,g
ist flach“ darstellt, es ist also auch g’ flach und H’ universell fiir diese Eigenschaft.
Dies gilt, weil g und a, also auch a o g eigentlich sind.



Es gibt nun eine Abbildung
h:X xg H — Hilbg(Y),

die einem Punkt (x, W) mit W < X xg Y flach iiber S den Punkt W/ = (W), —
Y =(X x5 Y), aus Hilbg(Y') zuordnet. Dabei gilt das Diagramm

w’
\
w (XxgYxsT)y=YxgT
XxgY xgT T
x
XxT
Man beachte, dal W — X x T und damit auch W’ — T flach ist, da wir W aus H’

gezogen hatten.

Das Unterschema U C Hilbg(Y'), das einpunktige Unterschemata ohne Multiplizitit
parametrisiert, ist offen. Es ist also auch V = h~'(U) C X xg H’ offen.

Wegen

X;/XXS{/\ZH’
NS

ist p eigentlich und damit H' — p(X xg H'—V)=H" C H' offen.
Die Menge H” ist nun gerade die Menge der W «— X x5 Y mit p; : W 2 X, also der
Graphen Iy in Hilbg(X x5 Y).
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