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1

Grundlagen

1.1 Algebraische Korpererweiterungen

1.1.1 Allgemeines

Definition 1.1.1. Es sei L/K eine Korpererweiterung, und L sei als Modul
iber K endlich.
Wir nennen L eine endliche Korpererweiterung von K.

Es ist dann auch die Vektorraumdimension dimg L = n endlich, und wir
schreiben [L : K] = n.

Definition 1.1.2. Es sei L/K eine Kérpererweiterung und o € L. Wenn es
ein monisches f(X) € K[X] mit f(a) = 0 gibt, so heifit « algebraisch iiber
K. Ein solches f(X) mit minimalem Grad heifit Minimalpolynom von « iiber
K.

Proposition 1.1.1. Es ist a € L algebraisch tber K genau dann, wenn
K(a)/K endlich ist.

Korollar 1.1.1. Sind a, 8 € L algebraisch tiber K, so auch o+ 8, o — 8 und
af.

Definition 1.1.3. Es sei L/ K eine Kérpererweiterung und jedes « € L alge-
braisch iiber K. Dann heifit L/ K eine algebraische Korpererweiterung.

Fiir spater brauchen wir folgende Bemerkung:

Anmerkung 1.1.1. Es sel A ein Ring, und R, S seien zwei A-Algebren vermoge
Yv:A—> R ¢p: A—S.

Wir fithren dann die explizite Bezeichnung Homy (R, S) fir Homa (R, S)
ein.
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1.1.2 Normen und Spuren

Essei L/ K eine endliche algebraische Korpererweiterung und w also w?, ..., w"

eine K-Basis des Vektorraums L.
Dann gibt es einen Ringhomomorphismus:

L - GL(n,K), a— Alo,w)= (a;‘)ji; aw' = wjaj» (1.1)
Es ist mit der Kurzform aw = w A(«) leicht zu erkennen, dass wirklich
Aa f,w) = A, w) A(B,w) (1.2)
Ala + ,w) = A(a,w) + A(B,w)

fiir a, B € L ist.
Ersetzt man w, also w!,...,w", durch ', also w'’,...,w™, mit w = w'P
fiir ein P € GL(n, K), so ist dann

Ala,w) = P71 A(a, )P (1.4)

Damit ist x(«) in folgender Definition ein wohldefiniertes, nur von o abhéngen-
des Polynom vom Grad n aus K[\]:

Definition 1.1.4. Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen sei
x(@)(A\) = det(AE — A(a,w))
das charakteristische Polynom.
Speziell ist
Definition 1.1.5.
Normp g (o) = det A, w) (1.5)
Trp g (o) = Tr A(o, w)
die Normabbildung von L nach K und die Spurabbildung von L nach K.
Es ist Normp, g (8) € K und Trp g (8) € K und natiirlich

Normp,| g (o ) = Normp, g (o) Normp, g (), (1.7)

Trp g (a+ B) = Try k(o) + Trr g (B) . (1.8)
Proposition 1.1.2. Es sei L/K eine endliche Kéorpererweiterung und v € L.
Dann ist

L:K
Normyp, g (v) = (NormK(,mK(v))[ ol , (1.9)

Trp(v) = [L: KO)] Trg ey x () - (1.10)

Fiir Korpertiirme gilt:
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Proposition 1.1.3. Es sei M/L/K ein Turm von endlichen Kdérpererweite-
rungen mit [M : L] = m und [L : K] =n. Dann gilt

Normp g Normyyz(v) = Norms i (), (1.11)
Trrjx Trarn(v) = Tragx (7) (1.12)

fiir alle v € M.

m—1

Beweis. Es geniigt, dies fiir M = L(7) zu zeigen. Beziiglich der L-Basis 1,7, ...,v
von M ist v dargestellt durch

00 ...0 —am
10

... 0 —Qm—1
A =1.. . , (1.13)

0 O 1 —a1
wobei ¥™ + a1 7™ + .-+ + a,, das Minimalpolynom von ~ iiber L ist. Es ist
Trrc(v) =TrA(y) = —a1

und
Normy, ) (v) = det A(y) = (=1)™ am.

Ist nun wi,...,w, eine K-Basis von L und fiihrt man die K-Basis fyi w; von M ein,
so treten an die Stelle der Einsen in der Matrix A(y) n X n-Einheitsmatrizen und
an die Stelle der a; € L die sie repréisentierenden Matrizen aus Mat(n x n, K).

Nennt man die so erzeugte Matrix B(y), so ist Tr B(y) = Trp(y) k() und
det B(’y) = NormL<7)|K('y).

Andererseits ist aufgrund der Struktur von B(y) auch Tr B(y) = Tr(—a1) und
det B(y) = (=1)" =Y det(—am), wobei fiir a1, am die entsprechenden Matrizen
stehen sollen. Nun ist aber

Tr(—a1) = Try g (—a1) = Trp g Trpeyy ()
und entsprechend auch
(—1)"<m71) det(—am) = NormL‘K((—l)m*1 (—am)) = Normy, x Normp, ). (7v) -

Fasst man alle genannten Gleichheiten zusammen, ergibt sich die Behauptung. O

1.1.3 Klassen von Korpererweiterungen

Es seien K, L, M drei Korper.
Es sei M/L/K ein Turm von Kérpererweiterungen. Das entsprechende
Diagramm sei:
M (1.14)

|
K
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Definition 1.1.6. Eine Klasse K von Kdérpererweiterungen

1. habe die Eigenschaft P1, wenn aus ,L/K ist in K* und ,M/L ist in K“
auch ,M/K ist in K“ folgt,

2. habe die Figenschaft Po, wenn aus ,M/K ist in K auch ,L/K ist in K*
und ,M/L ist in K* folgt.

Sei jetzt ein Erweiterungsdiagramm

N (1.15)

\
L/ \M
N

von Kérpern N, M, L, K gegeben.

Definition 1.1.7. Eine Klasse K von Koérpererweiterungen habe die Eigen-
schaft P3, wenn aus ,L/K ist in K* auch ,LM/M ist in K* folgt.

Definition 1.1.8. Eine Klasse K von Korpererweiterungen habe die Figen-
schaft P, wenn sie Py, Py und P3 hat. Die Klasse K ist dann eine ausgezeich-
nete Klasse.

1.1.4 Algebraischer Abschluss

Anmerkung 1.1.2. Es sei ¢ : K — L ein Kérperhomomorphismus und f(X) =
S a; X' € K[X]. Dann schreiben wir f¢(X) =3 af X".

Proposition 1.1.4. Es sei g(X) € K[X] irreduzibel und

K[X]/(9(X)) ——E (1.16)

K—*% [
ein Diagramm von Koérpern. Dann entsprechen sich
¥ € Homp (K[X]/(9(X)),E) ¢ {BeE|g*(B)=0}.  (1.17)

Proposition 1.1.5. Es sei K ein gegebener Korper und g(X) € K[X] ein
irreduzibles Polynom. Dann gibt es eine Kérpererweiterung L/K und o € L
mit g(a) = 0.

Beweis. Man setze nimlich L = K[X]/(g(X)) und o = X das Bild von X in L. O
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Proposition 1.1.6. Es sei nun eine endliche Familie (g;(X)) von Polynomen
aus K[X] gegeben. Dann existiert ein Zerfallungskorper L/K, so dass jedes
9i(X) eingebettet in L[X] in Linearfaktoren zerfillt.

Beweis. Man zerlege zunichst alle ¢g;(X) in Faktoren iiber K[X] und scheide Linear-
faktoren aus. Ohne Einschrénkung bestehe also g;(X) nur aus in K[X] irreduziblen
Polynomen mit degy gi(X) > 1. Es sei A =3 degy gi(X).

Man wihle nun eines der A(X) = ¢;(X) und konstruiere wie oben L; = K(a) =
K[X]/((h(X)), so dass h(a) = 0 wird. Anschliefiend bette man alle g;(X) in K (a)[X]
ein, faktorisiere in K («)[X] und scheide Linearfaktoren aus. Es entstehe so eine neue
Familie in L;[X] irreduzibler Polynome g;j(X) € L1[X].

Dabei wird insbesondere X — a aus h(X) = ¢;(X) ausgeschieden, und fiir
die verbleibenden h,(X)|h(X) mit h,(X) € Li[X] und degy hp(X) > 1 ist
>, degy hp(X) < degx h(X). Eine analoge Uberlegung fiir die iibrigen g;(X) zeigt,
dass die Grofe A beim Ubergang zu (gj (X)) echt abnimmt.

Man gelangt also nach endlich vielen Schritten zu einem Kérper L'/K, in dem
jedes g;(X) in Linearfaktoren zerfallen ist. O

Proposition 1.1.7. Es sei K ein gegebener Korper. Dann existiert ein Kérper
K/K, so dass jedes Polynom f(X) € K[X] eine Nullstelle in K hat.
Wir nennen K einen algebraischen Abschluss von K.

Beweis. Fiihre fiir jedes irreduzible f(X) € K[X] eine Variable X¢ ein und nenne
© die Menge dieser Polynome.

Essei A = K[X¢]rco und m = (f(Xy))rco. Dann ist m # (1). Andernfalls wére
fiir eine endliche Menge (Xo) C (Xy)

lzzai(Xa)fi(Xfi) (1.18)

in K[X,]. Es sei nun fi(a;) = 0 mit a; € L'/K, wobei L' /K der Zerfillungskorper
der Familie (f;(X)) ist. Bettet man nun (1.18) in L'[X,] ein und setzt X, = a;, so
entsteht der Widerspruch 1 = 0.

Da m # (1), gibt es ein maximales Ideal n O m, und es ist K1 = A/n ein Kérper
Ki/K.

In K; hat jedes irreduzible, also auch jedes Polynom f(X) € K[X] wenigstens
eine Nullstelle.

Konstruiere nun analog zur Konstruktion von K7 /K auch K3/K; und dann eine
unendliche Kette K = Ko C K; C Ko C --- von Korpererweiterungen.

Die Menge K = Ui>0 K; ist offensichtlich ein Koérper mit K C K.

Ist irgendein Polynom f(X) € K[X] vorgelegt, so ist dieses schon in einem
K,[X]. Also hat es eine Nullstelle in K11, also auch in K. Damit hat jedes Polynom
in K[X] eine Nullstelle in K und zerfallt mithin in K[X] in Linearfaktoren. O

Proposition 1.1.8. Es sei K/K der eben konstruierte algebraische Abschluss
von K. Weiter sei E/K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Dann gibt es
wenigstens eine Kéorpereinbettung ¢ : K — E mit ¢ € Homg (K, E).

Es sei nun K ein Korper und f(X) € K[X]. Weiter sei E/K ein algebraisch
abgeschlossener Korper.
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Das Polynom f(X) faktorisiere in K[X] als f(X) = JT;_, (X —X;)“". Es ist
dann K[X]/(f(X))®x K = K[X]/[[(X —X;)%, und man hat das Diagramm:

K[X]/TI(X = Ai)e

N

KX]/(f(X)) K

N

Aus ihm liest man ab (denn Tensorprodukt in der Kategorie der K-Algebren
ist Fasersumme):

E (1.19)

K

Hom (K[X]/ (X = X)*, E) =
= Homg (K[X]/(f(X)), E) x Homg (K, E) (1.20)

Wihlt man ein ¢ € Homg (K, E) fest, so ergibt sich eine 1 — 1-Beziehung:

Homg (K[X]/(f(X)), E) <«
Homy (K[X]/[[(X =), E) < {Af,....A¢} (1.21)

Man erkennt daraus, dass unabhéngig von ¢ und E immer
# Homg (K[X]/(f(X)), E) =7 (1.22)

ist.

1.1.5 Separabilitit

Proposition 1.1.9. Fiir ein irreduzibles Polynom f(X) € K[X] ist dquiva-
lent:

a) Bs ist (£(X), /(X)) = K[X].
b) f(X) hat dber K[X] keine mehrfachen Nullstellen, zerfillt also in lauter
verschiedene Linearfaktoren.

Definition 1.1.9. Ein irreduzibles Polynom f(X) € K[X] heifit separabel,
falls es die Bedingungen der vorangehenden Proposition erfillt.

Definition 1.1.10. Es sei L/K eine Korpererweiterung, « € L und f(X) =
fa(z) € K[X] sein Minimalpolynom.
Dann heif$st o separabel iiber K, falls f(X) separabel iber K ist.
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Lemma 1.1.1. Es sei K ein Kérper und f(X) € K[X] ein irreduzibles Poly-
nom. Dann gibt es zwei Moglichkeiten:

1. char K = 0 und f(X) ist separabel.
2. char K = p und f(X) = g(XP") mit g(X) € K[X], separabel.

Im zweiten Fall ist f(X) genau dann separabel, falls m =0 ist.

Proposition 1.1.10. Es sei L/K mit [L : K] = n eine endliche algebraische
Korpererweiterung. Weiter sei ¢ : K — E eine Finbettung in einen algebra-
isch abgeschlossenen Korper.

Dann ist ng = #Homy (L, E) unabhingig von E, und es gilt ns | n. Die
Grifle ng = [L : K], heifit Separabilititsgrad von L iiber K.

Beweis. Dies folgt aus den beiden nachstehenden Lemmata und der nachstehenden
Proposition. O

Lemma 1.1.2. Es seien die Bezeichnungen wie in voriger Proposition und
L = K(a). Dann gilt wie in der Proposition ns|n mit Homy(K (o), E) = n,
und mit n = [K(a) : K.

Lemma 1.1.3. Es sei M/L/K ein Turm aus endlichen algebraischen Korperer-
weiterungen. Dann gibt es eine Abbildung

¢ € Homg (L, E) — (Homy (M, E) — Homg (M, E)) . (1.23)
Umgekehrt entsteht ein Isomorphismus von Mengen:
¢ € Homg (M, E) — (¢ = ¢|r € Homg (L, E), x € Homy (M, E)) (1.24)

Daraus folgt:

Proposition 1.1.11. Es sei M/L/K eine Folge von Korpererweiterungen mit
[M:Ll=m und [L: K] =n.
Dann ist

[M:L;[L:K]s=[M:K]s. (1.25)
Der Separabilitdtsgrad ist also multiplikativ in einem Erweiterungsturm.

Definition 1.1.11. Es sei L/K eine Korpererweiterung. Dann ist dquivalent:

a) Alle « € L sind separabel iiber K.

b) Es ist [K(«) : K]s = [K(a) : K] fiir alle « € L.

¢) BEs ist [L' : K|; = [ : K] fiir alle endlichen Erweiterungen L'/K mit
L'CL.

Definition 1.1.12. Es sei L/K eine Korpererweiterung. Dann heifit L sepa-
rabel iiber K, falls es die Bedingungen der vorangehenden Proposition erfillt.

Lemma 1.1.4. Es sei K(«)/K eine separable Korpererweiterung und M /K
eine beliebige Kérpererweiterung. Dann ist auch M(«a)/M eine separable
Korpererweiterung.
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Beweis. Es sei f(X) € K[X] das Minimalpolynom von ¢. Dann ist das Minimalpo-
lynom ¢(X) € M[X] von « iiber M ein Teiler von f(X). Da f(X) keine doppelten
Nullstellen hat, gilt dies auch fiir g(X), und M («) ist separabel iiber M. O

Lemma 1.1.5. Es sei L/K eine Kérpererweiterung und «, 8 € L, separabel,
algebraisch iber K. Dann ist auch K(a, B)/K separabel.

Beweis. Es ist K(«, 8)/K(a)/K ein Turm von separablen Korpererweiterungen. O

Proposition 1.1.12. Die Klasse der separablen, algebraischen Kérpererwei-
terungen L/K ist eine ausgezeichnete Klasse.

Beweis. Die Eigenschaften P; und P2 folgen aus Proposition 1.1.11. Es sei nun
L/K eine separable, algebraische Erweiterung und M /K eine beliebige Korperer-

weiterung. LM = |J, o, M(c), also auch separabel iiber M. O

Proposition 1.1.13. Es sei L/K eine endliche, separable Kérpererweite-
rung. Dann existiert stets ein « € L mit K(a) = L.

Proposition 1.1.14. Fs sei F/K eine endliche separable Kiorpererweiterung
und E/K eine beliebige Kirpererweiterung. Weiter sei F' = K («) mit irredu-
ziblem Polynom f € K[X] und f(a) = 0.

In E[X] gilt dann f(X) = g1(X) - -+ - g-(X) mit irreduziblen Polyno-
men g;(X) € E[X]. Es sei L; = E[X]/(9;(X)) = E(a;). Dann ezistiert ein
Isomorphismus (von E- oder K-Algebren):

FgE=L1®---®L, (1.26)

und man hat kanonische Injektionen E — L; und F' — L;, wobei letztere
durch o «j gegeben ist.

Beweis. Da wegen Separabilitédt von F' das Polynom f(X) keine mehrfachen Null-
stellen hat, ist die allgemeine Form der Zerlegung f(X) = ¢g1(X) - --- - g-(X) ohne
doppelte irreduzible Faktoren klar.

Nun ist F @k FE = K[X]/(f(X)) ®x E = E[X]/(f(X)). Damit folgt die obige
Gleichung (1.26) nach dem chinesischen Restsatz.

Die Injektionen F — E[X]/(g;(X)) sind selbstverstdndlich. Man betrachte nun
die exakte Sequenz 0 — I — K[X] — E[X]/(g;(X)) — 0. Da E[X]/(g;(X)) ein
Korper, also Integritédtsring, ist, muss I ein Primideal sein. Das Ideal I enthélt
auf jeden Fall f(X), ein Primelement von K[X] und ist offensichtlich nicht gleich
K[X]. Also ist I = (f(X)), und man hat die Injektion F' = K[X]/(f(X)) —
BIX]/(g5(X)) = Ly. 0

Proposition 1.1.15. Es sei die Situation der vorigen Proposition fir F/K,
E/K und den Isomorphismus

FopE=L,®---®L,

sowie den Abbildungen u; : F — L; mit u;(a) = o gegeben.
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Es sei nun f € F ein beliebiges Element und u;(8) = B;. Weiter sei
f(X) € K[X] das charakteristische Polynom von 8 fiir die Erweiterung F/K.
Fiir ein 8; sei g;(X) € E[X] das charakteristische Polynom von B; fir L;/E.

Dann ist f(X) = gu(X) - go(X).

Beweis. Es sei w1, ...,w, eine K-Basis von F', und es sei 8- w; = Zj aij. Dann
ist f(X) = det((Xd? —a’)) das charakteristische Polynom des E-linearen Operators
z + (B z auf dem n-dimensionalen E-Vektorraum F Q@ FE.

Dieser E-Vektorraum ist gleich L1 @ --- @ L, auf der rechten Seite von (1.26).
Wihlt man eine E-Basis 1;; mit (n;;); einer E-Basis von L, so ist 81:; = Bini; =
>, aFimik. Es ist dann g;(X) = det((X6¥ —a¥;)) das charakteristische Polynom von
Bi in L;/E. In der Basis (7;;) zerfillt die Matrixdarstellung des Operators z — Sz
also in die direkte Summe von Matrizen (afj), und damit ist das charakteristische
Polynom, auf diese Weise berechnet, gleich g1(X) - -+ - ¢g-(X). Also, im Vergleich
mit der linken Seite, f(X) = gi1(X)------- gr(X). O

Es folgt also auch:

Korollar 1.1.2. Fir F/K und E/K wie oben mit F @ x E =L, ®---® L,
und B € F sowie u; : F'— L; und u;(8) = B, gilt:

Normp g (8) = HNOTij\E(ﬁj) (1.27)
Tre g (B) = ZTTLj\E(ﬁj) (1.28)

Ist F/K endlich und separabel, mit Einbettungen o1, ...,0, : L — K, so
gilt:

Proposition 1.1.16. Fir F'/K separabel und o € F ist:
Normp(a) = [[ oi(a), (1.29)

Try ik (a) = ZUi(Q) (1.30)

Beweis. Man betrachte die Zerlegung F @ x K = K @ --- @ K mit n Summanden
rechts. (]

1.1.6 Normale Erweiterungen

Proposition 1.1.17. Es sei L/K eine algebraische Korpererweiterung und
L C K fest eingebettet. Dann ist dquivalent:

a) Fiir jede Einbettung o : L — K iiber K ist o(L) C L.
b) Fiir jedes o € L mit Minimalpolynom f(X) € K[X] zerfillt f(X) in L[X]
in Linearfaktoren.
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c) Jedes irreduzible Polynom f(X) € K[X] mit einer Nullstelle o € L zerfillt
in L[X] in Linearfaktoren.

Definition 1.1.13. Erfillt L/K die Bedingungen der vorstehenden Proposi-
tion, so heifft die Erweiterung L/K normal.

Proposition 1.1.18. Es gilt:

1. Es sei M/L/K ein Turm von algebraischen Kiorpererweiterungen und M /K
normal. Dann ist auch M/L normal.

2. Es sei L/K eine normale, algebraische Kdrpererweiterung und M/K eine
beliebige Kirpererweiterung. Dann ist auch LM /M eine normale Kérperer-
weiterung.

Anmerkung 1.1.3. Die normalen Koérpererweiterungen sind keine ausgezeich-
nete Klasse. Insbesondere ist fiir M/L/K mit M/K normal die Erweiterung
L/K offensichtlich nicht notwendig normal. Aulerdem folgt aus M /L normal
und L/K normal nicht, dass M /K normal ist.

1.1.7 Duale Basen

Es sei L/ K eine endliche separable Kérpererweiterung und o1, ...,0, : L — K
die verschiedenen Einbettungen. Wir kénnen nach Obigem annehmen, dass
L = K (o) mit einem « € L dessen Minimalpolynom f(X) € K[X] sei.

Definieren wir (o, 8) = Trpx(a ) fir a,8 € L, so haben wir eine K-
Bilinearform (,) : L — K definiert.

Lemma 1.1.6. Es seien 01,...,0, : G — E* paarweise verschiedene Homo-
morphismen einer Gruppe G in einen Kérper E. Dann sind die o1,...,0,
linear unabhdingig iber E: Es gebe a; € E mit Y a;0:(x) =0 fir alle x € G.
Dann ist a; = 0 fiir alle a;.

Beweis. Es sei (x) S(z) = as,04,(2) + -+ + a4,04,.(2) = 0 mit allen a;, # 0 und
r minimal. Wahle y € G mit s, (y) # 04,(y). Betrachte S(yz) — o, (v)S(z)
ai, 00y (x)+- - -+ aj 05, (z) mit aj, # 0. Dies ist eine Abhéingigkeitsgleichung wie (x

~—

)

aber mit kleinerem r. Der Widerspruch ergibt den Beweis. O
Proposition 1.1.19. Die Bilinearform (,) von oben ist nicht ausgeartet.
Beweis. Fiir eine K-Basis w',...,w" von L kénnen wir ausrechnen:
(Trojx (@' w’)) = (orw")in - (0w )y (1.31)
Dadie oy, ...,0, nach dem Lemma linear unabhiingig iiber K sind, ist det(opw?)pq #
0 und damit auch det(Trp |k (w' w’))i; = det(opw?)n, # 0. O
Es gibt deshalb zu jeder K-Basis w',...,w” von L eine duale Basis

wh* o w™ € Lmit (w',w?*) = §;;.

Wie sieht nun die duale Basis von 1, ..., a™

—1 aus?
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Proposition 1.1.20. Mit den obigen Bezeichnungen sei

X
M2ﬂ0+ﬂ1X+---+ﬁn_1X”71. (1.32)
X -«
Dann st 3
T P ) =5y 1.33
e (o 75) = 0 139
Beweis. Man betrachte das folgende Polynom aus K (X)(z):
_ X 2
Seine moglichen Pole in der Variablen z liegen an den Stellen X und ai,...,an €
K(X), wobei wir f(X)=(X —a1)----- (X — an) setzen. Wir rechnen aus:
g(z) — f(X) (Z —ap + ap)i —
X —aptap—2[[;(z—ap+ap—a)
f(X) ap + (2 — ap)h(z — ap)

(X —ap) (14 £55) (=) [ (a0 — ) T, (522 +1)

Damit ist also:

Fiir z = X formen wir um
(2) = — fX) -X+X) _ f(X) X'+(-X)h(z—-X)

und lesen unmittelbar ’
res,=x g(z)dz = — X"

ab. Mit der Transformation w = 1/z ist

gy LX) Qe o fX) e

9/ = = X =L )™ T Twx 1w f )

Daw” f(1/w) =14+ caw+---+cow™, ist g(1/w) d(1/w) bei w = 0 holomorph, also
res;=—oo g(2) dz = 0.

Da die Summe der Residuen einer rationalen Funktion in K (X)(z) gleich Null
ist, folgt res:—x g(2) dz + > res.—q, g(2) dz =0, also

i - f(X) a; _ f(X) i
X = 2 Xl lay iR (Zorme): o

Damit ist die {a*, 8;) = &;; nachgewiesen. O
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1.1.8 Galoistheorie

Es sei K/k eine endliche, normale und separable Korpererweiterung. Dann
faktorisiert jeder k-Homomorphismus o : K — k, also ein Homomorphismus
mit o)y = idg, durch K.

Es ist also 0 : K — K ein Kérperhomomorphismus {iber k, also sogar ein
Isomorphismus, denn er ist ein injektiver Homomorphismus von Ringen und
endlichdimensionalen k-Vektorrdumen.

Definition 1.1.14. In der Situation des vorigen Abschnitts ist
G ={o: K = K | 0 Ringhomomorphismus mit ol = idy}
eine Gruppe, die Galoisgruppe von K/k. Wir schreiben auch G = Galgy,.

Definition 1.1.15. Eine Korpererweiterung K/k, die normal und separabel
ist, heifit galoissch.

Proposition 1.1.21. Es sei K ein Korper, auf dem eine endliche Gruppe G
von Korperautomorphismen o : K — K operiert. Weiter sei

K¢ ={s e K|x=2a° firaleoccGY},

wobei 17 = o(x) sein soll. Dann ist K/KS normal und separabel, und es ist

GalK|KG = G

Es sei K/k eine endliche galoissche Kérpererweiterung und G = Galg;, die
Galoisgruppe. Dann ist |G|= dimy, K = [K : k]. Weiterhin ist

$:Hw— K¥ = {2 € K|2° =z fiir alle 0 € H}

eine Abbildung von den Untergruppen H < G in die Unterkorper von K, die
k umfassen.

Umgekehrt ist fiir jeden Zwischenkorper K O F D k die Erweiterung K/F
endlich und galoissch, und die Abbildung

VU F— GalK/F
ist eine Abbildung von den Zwischenkérpern F' in die Untergruppen H < G.

Theorem 1.1.1 (Hauptsatz der Galoistheorie). Die Abbildung @ ist eine
inklusionsumkehrende Bijektion vom Verband der Untergruppen H < G in den
Verband der Zwischenkérper K O F DO k. Ihr Inverses ist die Abbildung ¥ .

Es ist dabei ®(H) = K genau dann galoissch diber k, wenn H <G ein
Normalteiler von G ist, und es ist dann Galgn), = G/H.
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1.2 Ganze Ringerweiterungen
Proposition 1.2.1. Es sei B eine A-Algebra und © € B. Dann ist fir x
dquivalent:

a) Die Gleichung
"ta " a1z +a, =0 (1.36)

gilt fiir irgendwelche ay, ... ,a, € A.

b) Die Unteralgebra Alz] C B ist ein endlich erzeugter A-Modul.

¢) Es gibt eine Unteralgebra C C B mit x € C und 1 € C sowie C ist endlich
erzeugter A-Modul.

d) Es gibt einen endlich erzeugten A-Modul M sowie einen A-linearen Homo-
morphismus

¢ : Alx] — Enda (M),
und ¢(Alx]) operiert treu auf M.

Beweis. Die Implikationen a) = b) = ¢) = d) sind direkt einzusehen. Bleibt d) =
a). Es sei also M = Amq + ---+ Am,, und

$(z) mi =Y aijm;.
Also gilt fiir die Matrix

A" = (ai; — 61 ¢(2))
mit Eintriigen in Enda (M), dass

A" (ma,...,m;)" =(0,...,0)".
Multipliziert man von links mit (A”),, und nennt
x(T)=T" + aT" P4 den  T4cen = det(ai; — ;)

das charakteristische Polynom von (as;), das die Beziehung

A%aq A" = x(6(2)) E

erfiillt, so folgt x(¢(x))m; = 0 fiir alle 4, also x(¢(z))M = 0. Weiter ist aber
x(¢(x)) = ¢(x(z)), und da ¢(A[z]) treu auf M operiert, ist x(z) = 0. Damit ist
aber a) gezeigt. O

Definition 1.2.1. Es sei B eine A-Algebra, und x € B erfiille eine der Be-
dingungen der vorangehenden Proposition. Dann heifit x ganz iiber A.
Sind alle x € B ganz tiber A, so heifit B ganz iiber A.

Proposition 1.2.2. Es sei B eine A-Algebra und x,y € B ganz iiber A. Dann
ist auch x+vy, r —y, vy € B ganz tiber A.
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Beweis. Es ist A[y] ein endlich erzeugter A-Modul mit 1 € Afy]. Also ist Az, y] ein
endlich erzeugter Alz]-Modul mit 1 € A[z,y]. Da A[z] ein endlich erzeugter A-Modul
ist, ist A[x,y] sogar ein endlich erzeugter A-Modul. Da (z + y) A[z,y] C Az, y], ist
x + y ganz iiber A (nach Proposition 1.2.1 ¢)). Ebenso x — y und zy. O

Proposition 1.2.3. Fs sei C' eine B-Algebra und B eine A-Algebra sowie C
ganz iber B und B ganz iber A. Dann ist auch C ganz tiber A.

Beweis. Es sei ¢ € C. Dann ist 2" +bi2™" 1 +---+b, = 0 mit irgendwelchen b; € B.
Der Ring C' = A[b1,...,bn,z] ist ein endlich erzeugter A-Modul mit 1 € C’ und
xzC' C C'. Also ist & ganz iiber A. O

Definition 1.2.2. Fs sei B eine A-Algebra. Dann heifle die Gesamtheit der
x € B, die ganz iiber A sind, der ganze Abschluss von A in B. Wir schreiben
auch A fiir diesen Ring.

Anmerkung 1.2.1. Nach voriger Proposition ist A eine Ringerweiterung von
A esist ACACB.

Proposition 1.2.4. Es sei B eine A-Algebra, x € B und a ein Ideal von A.

Gegeben seien die Behauptungen:

a) Die Gleichung
"ta " a1z +a, =0 (1.37)

gilt fiir irgendwelche aq, ..., a, € a.
b) Es gibt einen endlich erzeugten A-Modul M, einen Homomorphismus

¢ Alz™] — End s (M),
es operiere ¢p(A[z™]) treu auf M, und es gelte
™M CalM .

¢) Es ist
€ vabB.

Dann gilt b) & a) und a) = c). Ist iberdies B ganz iber A, so gilt auch c)
= a).

Beweis. Um a) = b) einzusehen, setze M = Alz]. Es ist dann 2" - M C
(al,...,q‘n) M. Da 1 € M, operiert A[z"] treu auf M. Fiir b) = a) erkennt man
aus den Uberlegungen von Proposition 1.2.1, dass z™ eine Ganzheitsgleichung mit
Koeffizienten aus a erfiillt. Also gilt dies auch fiir z.

Im Fall ¢) = a) betrachte man z" = a1 b1 + -+ + ar b, und setze M =
Albi,...,b]. Es ist dann 2" M C (ai,...,a,)M, und z" operiert wegen 1 € M
treu auf M. Also ist wegen b) auch a) erfiillt. O

Definition 1.2.3. Erfillt in den Bezeichnungen der vorangehenden Proposi-
tion x die Bedingung a), so heifit © ganz iiber a.
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Proposition 1.2.5. Es sei B eine A-Algebra und x,y € B ganz iber a. Dann
ist auch x +vy, x —y, xy € B ganz tber a.

Beweis. Der Ring B’ = Az, y] ist ganz iiber A, und es ist x™ € aB’ sowie y" € aB’.
Also ist (z +y)™*+™ € aB’ bzw. (zy)™>(™") € aB’. Also ist = + y bzw. xy nach
Proposition 1.2.4 ¢) ganz iiber a. ]

Proposition 1.2.6. Fs sei A C B eine ganze Ringerweiterung von Inte-
gritdtsringen. Dann ist dquivalent:

a) A ist ein Kérper.

b) B ist ein Korper.

Beweis. Es sei A ein Korper und b € B mit minimaler Ganzheitsgleichung
b+ ar b o am_i bt am =0,

wobei a,, # 0 ist. Damit ist dann aber auch
—a;t (bm_1 +a b+ am_l) b=1
und also b in B invertierbar.
Umgekehrt sei B ein Korper, a € A und ab = 1. Wieder erfiille b die obige
Ganzheitsgleichung. Multiplizieren wir diese mit a™ ! durch, so folgt direkt b € A,
und A ist als Koérper nachgewiesen. O

Proposition 1.2.7. Es sei ¢ : A — B eine ganze Ringerweiterung. Weiter
sei S C A multiplikativ abgeschlossen. Dann ist auch S~(¢) : ST'A — S™'B
eine ganze Ringerweiterung.

Insbesondere ist A, — By eine ganze Ringerweiterung fir allep C A prim.

Proposition 1.2.8. Es sei B eine A-Algebra und A der ganze Abschluss von
A in B. Weiter sei S C A multiplikativ abgeschlossen. Dann ist

(S7'A)y =85"tAC S 'B,
wobei links der ganze Abschluss von S™1A in S™1B steht.

Beweis. Ist b" +a1b" '+ -+ a, =0 in B, so ist auch
n n—1
(é) +E(9> +...+a%:0
s s \s s
in S7!'B.

Umgekehrt ist fiir b/s ganz iiber S~ A immer eine Ganzheitsgleichung der obigen
Form in S~!B hinschreibbar, indem man in der urspriinglichen Ganzheitsgleichung
alle a;/s; und b/s’ zum gemeinsamen Nenner erweitert.

Es ist dann also (0" +a1b™ '+ - -4a,)/s™ = 0, also 8" (0" +a1b" " 4+ - -+an) =0
und damit (s"™b) ganz iiber A, also b/s = (s""b)/(s""™s) aus S™*A. O

Proposition 1.2.9. Es sei ¢ : A — B eine ganze Ringerweiterung und C
eine A-Algebra. Dann ist auch C — B ® 4 C' eine ganze Ringerweiterung.
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Beweis. Esseiz = Y ;_, bi®ac; € B®aC. Dannist Clz] C Afby,...,bs]@aC = C".
Da Albi,...,bs] ein endlich erzeugter A-Modul ist, ist C’ ein endlich erzeugter C-
Modul und damit = ganz iiber C. O

Proposition 1.2.10. Es sei ¢ : A — B eine ganze Ringerweiterung und
a C A ein Ideal von A sowie b C B ein Ideal von B. Dann ist auch

1. A/a — B/aB eine ganze Ringerweiterung,
2. A/¢~1(b) — B/b eine ganze Ringerweiterung.

Proposition 1.2.11. Es sei i : A C B eine ganze Ringerweiterung. Dann
gilt:

1. (Lying-Owver) Fiir jedes Primideal p C A existiert ein Primideal ¢ C B mit
qgNA=yp. Man sagt, q liegt iiber p.
2. (Unvergleichbarkeit) Sind q1 C q2 C B prim mit ¢; N A = p, so ist 41 = qz.

Beweis. Lying-Over: Da B, O A, ganz, kann man p maximal annehmen. Es geniigt
zu zeigen, dass 1 ¢ pB. Andernfalls wire 1 ganz iiber p, also 1" +a;1" "' +- - -+a, = 0
mit a; € p, also 1 € p Widerspruch.

Unvergleichbarkeit: Wieder ist B, O A, ganz. Man kann also p maximal anneh-
men. Betrachte dann B/q1 O A/p, ganz. Rechts steht ein Kérper, also auch links.
Also ist q2/q1 = 0, also q2 = ¢1. O

Mit anderen Worten: Im vorliegenden Fall ist Spec (B) — Spec (A) sur-
jektiv.

Korollar 1.2.1. Es sei A C B eine ganze Ringerweiterung. Weiter sei po D
p1, mit p; € Spec (A4), und q; € Spec (B), so dass q1 N A = p; ist.
Dann existiert ein Primideal q2 O q1 von B mit go N A = ps.

Korollar 1.2.2 (Going-Up). FEs sei A C B eine ganze Ringerweiterunyg,
und es sei p1 C -+ C P, eine echt aufsteigende Primidealkette in A. Weiter
sei q1 € Spec (B) mit q1 N A= p;.

Dann existiert eine echt aufsteigende Primidealkette q1 C -+ C qq in B,
fir die q; N A = p; ist.

Definition 1.2.4. Es sei A ein kommutativer Ring. Dann heiffit A normal,
falls fir alle p C A, prim, der Ring A, integer und ganzabgeschlossen in

Q(A,) ist.

Lemma 1.2.1. Es sei A ein Integrititsring. Dann ist A genau dann normal,
wenn A in Q(A) ganzabgeschlossen ist.

Proposition 1.2.12. Es sei A ein integrer, faktorieller Ring. Dann ist A
normal.
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Beweis. Es sei a/s € Q(A), mit a, s teilerfremd, ganz iiber A, also
a\mn a\n—1
(*) +U;1(*) +---4+a,=0.
s s

Multiplizieren mit s™ ergibt a” +a15a" ! + - -+ a,s™ = 0. Wegen dieser Beziehung
ist offensichtlich jeder Primteiler p von s auch einer von a. Es muss also s € A eine
Einheit und a/s € A sein. O

Lemma 1.2.2. Es sei A ein normaler, noetherscher Ring. Dann ist A =
Ay X -+ x A, mit normalen Integritdtsringen A;.

Beweis. Es seien pi, ..., p, die minimalen Primideale von A. Dann ist p; +p; =1,
denn fiir ein maximales Ideal m D p;, p; wire Ay, nicht integer.

AuBerdem ist p1 N---Np, = (0). Sei ndmlich = € p; fiir alle ¢, und es sei Az C A
ein von Null verschiedener A-Modul. Dann muss Aq 2 (Ax)q # 0 fiir ein Primideal
x €p; € qC Asein. Da (p;)q = 0, folgt /1 = 0 in A4 im Widerspruch zu (Az)q # 0.
Also z = 0.

Aus dem Chinesischen Restsatz folgt nun A = A/py x -+ X A/p,. O

Proposition 1.2.13. Es sei A ein noetherscher Integrititsring, A ganz abge-
schlossen in K = Q(A), seinem Quotientenkdrper. Dann ist

A= (] 4.

pPCA

ht p=1
Beweis. Es sei f in allen A, mit htp = 1 enthalten. Betrachte den A-Modul M =
(A+A f)/A. Ist f nicht von vornherein in A, so gibt es ein h € A mit Anna(h f) =g
fiir ein Primideal q C A. Dies folgt aus der Theorie der assoziierten Primideale zum
Modul M. Das Ideal q ist ungleich (0), enthilt also ein Primideal p’ C q der Hoéhe
1. Es gilt also

p’hfCA.

Nun ist aber fiir € p’ wegen vy (f) = 0 auch vy (zh f) > 0, also zh f € p’. Damit
hat man

phfCy
und also h f ganz iiber A, also hf € A, weil A normal. Daraus folgte aber
Anny(h f) = A # q, so dass doch f von vornherein in A gelegen haben muss.
O

Proposition 1.2.14. Es sei A C B ganz abgeschlossen und A noethersch.
Dann ist auch Alx] C Blz]| ganz abgeschlossen.

Beweis. Es sei f =bsz° + - -+ + by ganz iiber A[z]. Es gibt also eine Gleichung
4 ai(z) ey am(z) =0.

Also ist jeder Koeffizient b; . von z7 eines beliebigen f” als Linearkombination iiber

" < m — 1 darstellbar. Insbesondere ist

A von den endlich vielen b;,, mit 1 < r
Albs] ein endlich erzeugter A-Modul. Damit ist dann b, ganz iiber A, also in A. Nun
betrachte man f — b, 2°, das ebenfalls ganz iiber A[z] ist. Induktiv folgt, dass alle

b; € A sind. O



18 1 Grundlagen

Lemma 1.2.3. Es sei A C K = Q(A) normal und B/A eine Ringerweiterung
mit B integer und L = Q(B). Es sei b € B ganz tber einem Ideal a C A, also
f(b) =0 mit

fO)=0"+a b™ - ta, =0,

wobei alle a; € a sind. Es sei nun
gb) =b" +w b 4w, =0
das Minimalpolynom von b iiber K. Dann sind alle w; € \/a.

Beweis. Wir fithren den algebraischen Abschluss L O L D B von L iiber K ein.
Dann zerfallt f(T) = (T —A1)----- (T — A\p) in Linearfaktoren iiber L. Alle \; sind
ganz iiber a. Nun gilt g(T") | f(T') in K[T], weil g(T') ein Minimalpolynom fiir b ist.
Also sind die w; Polynome in einer Teilmenge der A\; mit ganzzahligen Koeffizienten.
Also sind die w; ganz iiber a. Da A normal, ist dann auch w; € A, und jedes w;
erfiillt eine Gleichung w;® + a; 1 wfﬁl + -+ ain; = 0 mit a;; € a. Also auch
w; € \/H O

Lemma 1.2.4. Es sei A ein normaler Ring, B ein Integrititsring und B O A
ganz. Weiter seip C A ein Primideal, und q1, ..., q, seien die Primideale von

B diber p. Dann ist
VPB=ain---Na,

Beweis. Setzt man A’ = A, und B’ = By, so ist v/pB' = q: B ' N---Nq,B'.
Ist also € B mit £ € q1 N -+ N gy, so ist /1 € B’ auch in /pB’. Also ist x/1
ganz iiber pA’, also besteht eine Gleichung

T

(I)m‘F

mit a; € p und s ¢ p. Multiplikation mit s™ liefert

air  T\m—1 am
il e 2™ —p
3(1) + +sm

(sx)™ + al(sx)m_l 4+ 4am=0.

Also ist sz ganz iiber p, und nach vorigem Lemma ist das Minimalpolynom von sz
gleich
(sz)" 4+ wi(sz) '+ +w, =0

mit w; € p. Das Minimalpolynom von z sei
4oz 40, =0

mit v;, iiber die zunichst nur v; € A bekannt ist. Multiplikation mit s" liefert die
Gleichung s‘v; = w;, also auch v; € p. Damit ist « ganz iiber p, also z € \/pB. O

Proposition 1.2.15 (Going-Down-Theorem). Es sei A ein normaler Ring,
B ein Integrititsring und B 2 A ganz. Weiter seien p1 C po zwei Primideale
von A und qga N A = po ein Primideal von B idber ps.

Dann existiert ein Primideal q1 C q2 mit g1 N A =p;.
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Beweis. Wir kénnen annehmen, dass zwischen p; und p2 keine weiteren Primideale
liegen. Es sei B’ = By,. Wir zeigen p1 B’ N A = p1. Es ist dann fiir ein f € p2 & p1
das Ideal (p1B’); ungleich dem Einsideal B’. Ein Primideal von (B’/p1B’) liefert
das gesuchte q;.

Es seinun z € p1 B’ N A. Also z = b/s mit b € p1 B und s ¢ qo.

Das Minimalpolynom von b iiber K ist nach vorigem Lemma 1.2.3.

b +a b 4 ta.=0

mit Koeffizienten a; € pi1, denn b ist als Element von p1 B ganz iiber p;.
Nun ist s = b/x. Sein Minimalpolynom entsteht durch Multiplikation des Poly-

noms fiir b mit = ":

(b/x)" + (ar/x) (b/z) '+ +a./z" =0, bl/x=s

Da s ganz iiber A ist, kann man sein Minimalpolynom auch als

ly4d=0

s"+als

mit a} € A schreiben. Es ist damit a} = a;/2", also a} ' = a; € p1. Wiire jetzt x ¢ p1,
so wire a; € py fiir alle . Damit wire s ganz iiber p1, also s € v/p1B C v/p2B C q2
im Widerspruch zur Voraussetzung.

Beweis. Einen zweiten, kiirzeren Beweis konnen wir mit Lemma 1.2.4 fiithren:

Es seien qi1,...,q1n die Primideale von B iiber p;. Wenn q1; Z q2, so gibt es
ein z; € qi; mit x; ¢ q2. Dann ist b = x1 - -+ - z, ein Element von B — g2 mit
b€ qi1N---Nqin, also nach dem erwéhnten Lemma auch b € v/p1 B C /p2B C q2.

Ein solches b kann also nicht existieren, und mithin ist q1; C g2 fiir ein geeignetes
i. O

Wir geben im Folgenden noch einen dritten Beweis fiir das Going-Down-
Theorem, der einem anderen Gedankengang folgt.

Lemma 1.2.5. Es sei B O A eine ganze Ringerweiterung. Die Ringe A, B
seien integer mit Q(A) = K und Q(B) = L. Weiter sei A normal und L/K
endlich, galoissch mit Galoisgruppe G = Gal(L : K).

Es sei b C B ein Ideal mit b C b fiir alle 0 € G.

Dann ist
bC+(bNAB.

Beweis. Essei z € bund G = {01,...,0,}. Dann ist f(z) = (x —z7)----- (z—2°")
ein monisches Polynom, dessen Koeffizienten a; in - - -+ a;x’ + -+ unter G invariant
sind. Also sind sie aus K N b, also, weil A normal, aus A N b. Damit ist die Aussage
gezeigt. O

Proposition 1.2.16. Fs sei B 2 A, L O K und G = Gal(L : K) wie im
vorigen Lemma. Insbesondere sei A normal.
Es seip C A prim, und qq, ..., qs seien die Primideale von B tber p, also
Dann operiert G transitiv auf den q;.
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Beweis. Dass B® C B und dass q° prim in B fiir ¢ C B prim und o € G, ist klar.

Betrachte b = g7 ---q7” mit den o; wie im vorigen Beweis. Dann ist nach
vorigem Lemma b C /(bN A)B C /pB C g, fiir jedes j > 2. Also ist mindestens
ein q7* C q;, also wegen Unvergleichbarkeit diesem gleich. Damit ist alles gezeigt. O

Proposition 1.2.17 (Going-Down-Galois). Fs sei B O A, L O K wund
G = Gal(L : K) wie im vorigen Lemma. Insbesondere sei A normal.

Es seien p’ C p zwei Primideale von A, und q C B sei ein Primideal mit
gNA=p.

Dann ezistiert ein Primideal ' C q von B mit ¢ N A=1p’.

Beweis. Mit Ubergang zu B, und Ap kann man, wie iiblich, p maximal anneh-

men. Es seien q, ..., q, die Primideale von B iiber p’. Dann sei b = [, . (q1)7 =
(97 ---q5)" mit k = r/s. Weiter ist b C /(6N A)B C v/p’B C v/pB C q. Also muss
wenigstens ein q7” C q sein. Damit ist alles gezeigt. O

Proposition 1.2.18 (Going-Down-Inseparabel). Es sei B 2O A eine gan-
ze Erweiterung von Integrititsringen. Die Erweiterung der Quotientenkérper
L/K sei rein inseparabel, char K = p und A normal in K.

Dann gilt:

1. Uber jedem Primideal p C A ezistiert genau ein Primideal ¢ C B mit
qnA=np.

2. Es seien p' C p zwei Primideale von A und q', q die dariber liegenden
Primideale von B. Dann gilt ' C q.

Beweis. Es sei # € L. Dann ist 27 — 2z = 0 fiir ein z € K. Ist z € B, so ist
z€BNK=A.Istxeb,dannist z€ebNANK =bnNA.

Es seien nun qi1, g2 zwei verschiedene Primideale mit A N g; = p. Da sie nicht
vergleichbar sind, gibt es x € g1 — q2 und y € q2 — q1.

Nun ist fiir m geeignet #*" € q1 N A = p und ebenso y? € g2 N A = p. Also
2" 4" = (x4 y)”" € p C qi. Damit ist dann z 4y € q; fiir i = 1,2, also zum
Beispiel auch z € g2 im Widerspruch zur Voraussetzung.

Damit ist 1. gezeigt.

Um 2. einzusehen, wihlen wir ein x € ¢’ mit " e gNA=p CpCaq. Also

auch z € q, was zu beweisen war. O

Proposition 1.2.19 (Going-Down). Es sei B 2 A ganz, B, A integer und
A normal. Auflerdem sei [Q(B) : Q(A)] = n endlich.

Es seien p’ Cp C A zwei Primideale und q C B ein Primideal mit qNA =
p. Dann existiert ein Primideal ' C q von B mit ¢ N A =1p’. Also

q'—q

p'—1p
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Beweis. Es sei L = Q(B) und K = Q(A). Weiter sei L1/L/K der kleinste Korper
der normal iiber K ist. Ist G = Autx(L1), so gilt mit L; = LS.

i) Li/L; ist galoissch.
il) L;/K ist rein inseparabel.

Weiter sei B; der ganze Abschluss von A in L; und B; der ganze Abschluss von A

in L. Es ist dann

B

gal

wobei die Striche fiir Ganzheitserweiterungen von Ringen stehen.

Es sei nun q1 € B; prim mit q: NB = q. Weiter sei q; C B; prim mit 1N B; = q;.

Esistdann ;NA=qgNBiNA=q1NA=qNBNA=qNA=p. Also existiert
nach Proposition 1.2.18 ein q; C q; € B; mit q; N A =p’.

Weiter existiert nach Proposition 1.2.17 ein q7 C q1 C B1 mit ¢} N B; = q;. Fiir
diesesist i NA=p'und ¢ =q1 NBCqiNB=q.

Also ist wegen @ NA=q¢iNBNA=4q;NA=p’ das gesuchte q¢' C q C B iiber
p’ gefunden.

O

1.3 Transzendente Korpererweiterungen

Im Folgenden spezialisieren wir den Begriff der Ringerweiterung auf den Fall,
dass die beteiligten Ringe Korper sind.

Definition 1.3.1. Es sei K/k eine Ringerweiterung, und K, k seien zwei
Korper. Dann heifst k Unterkorper und K Oberkorper der Erweiterung und
die Erweiterung selbst eine Korpererweiterung.

Ist K ganz iiber k, so heifst K algebraisch dber k.

Der im Folgenden eingefiihrte Begriff der algebraischen Unabhéingigkeit ist
in manchen seiner Eigenschaften analog zum Begriff der linearen Unabhéingig-
keit von Elementen eines Vektorraums.

Definition 1.3.2. Es sei K/k eine Kiorpererweiterung und (b;); eine Familie
von Elementen von K. Dann heiffen die (b;); algebraisch unabhéngig diber k,
wenn fir alle Y(b;,, ..., b;,) =0 mit ¢ € k[T, ..., Ts] gilt, dass ¢ = 0.

Die folgenden Lemmata sind Analoga zum Basisaustauschsatz der linearen
Algebra:
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Lemma 1.3.1. Es sei K/k eine Korpererweiterung und by,...,b, € K al-
gebraisch unabhdngig iber k. Weiter erfille y € K eine Polynomgleichung
fly,b1,...,b,) =0 mit f € k[S,T1,...,T,], in der by wirklich vorkommdt.

Dann ist by algebraisch iber k(y,ba, ..., b,), und y,ba, ..., b, sind algebra-
isch unabhdngig tber k. Es ist sogar

(b, ... ba)” = k(y,ba, ... bn) "

Lemma 1.3.2. Es sei K/k eine Korpererweiterung, by, ...,b, € K algebra-
isch unabhdngig tiber k. Weiter seien y1,...,ym € K algebraisch unabhingig
dber k und algebraisch iber k((b;);), und es sei m < n. Dann lassen sich die
b; so numerieren, dass

y17'~-;ymabm+17-~~abn

tber k algebraisch unabhdngig ist und

k’(bh. . >bn)7 = k(y17~ .. 7ymabm+17~ .. >bn)7
gilt.

Eine Transzendenzbasis ist in diesem Sinne analog zur Basis eines Vektor-
raums.

Definition 1.3.3. Es sei K/k eine Kirpererweiterung und (b;); eine Familie
von Elementen aus K, algebraisch unabhingig iber k, fir die K algebraisch
iber k((b;)) ist.

Dann heifst (b;); Transzendenzbasis von K dber k.

Proposition 1.3.1. Es sei K/k eine Kérpererweiterung und K/k((b;);) al-
gebraisch fiir eine endliche Transzendenzbasis (b;); mit n Elementen.

Dann hat jede Transzendenzbasis (a;); mit K/k((a;);) algebraisch auch
genau n Elemente.

Man sagt, tr.deg;, K = n, der Transzendenzgrad von K dber k, ist n.

FEine separierende Transzendenzbasis erlaubt eine Darstellung einer Kérper-
erweiterung ohne Inkaufnahme eines inseparablen algebraischen Anteils:

Definition 1.3.4. Es sei K/k eine Kiorpererweiterung. Weiter existiere eine
Transzendenzbasis B = (b;); mit b; € K diber k.

Ist dann K/k((b;))) eine separable und algebraische Kdrpererweiterung,
so heiffit B eine separierende Transzendenzbasis fir K dber k. Der Korper K
heif$t dann separabel erzeugt dber k.

Vor dem Beweis der beiden folgenden Theoreme brauchen wir einige Hilfsbe-
griffe. Wir betrachten das Diagramm



1.3 Transzendente Korpererweiterungen 23

K/Kl\l
N

von Korpererweiterungen. In diesem soll [/k algebraisch sein und deshalb Kl
wohldefiniert als Teil von K, dem algebraischen Abschluss von K.

(1.38)

Definition 1.3.5. In der Situation des vorigen Diagramms heiflen K und [
linear disjunkt, wenn K Nl =k und die kanonische Abbildung

K®pl— Kl (1.39)
ein Isomorphismus ist.

Anmerkung 1.3.1. Ist [l : k] = n < o0, so sind K und ! genau dann linear
disjunkt, wenn [K! : K| = n ist.

Definition 1.3.6. Fir einen Kdrper k mit chark = p bezeichnen wir mit
kP C Ek den von den Lisungen aller Gleichungen XP' — 2 =0 mitr >0,
ganz, und z € k erzeugten Unterkorper von k

Lemma 1.3.3. In den Bezeichnungen der Definition ist l/k rein inseparabel
algebraisch fir alle 1 C kY™

Lemma 1.3.4. Es sei K = k((a;))/k mit einer Transzendenzbasis (a;) von
K iiber k. Weiter sei k C 1 C kY/P~,
Dann sind K und | linear disjunkt tber k.

Beweis. Der Beweis ist eine einfache algebraische Uberlegung, die nachweist, dass

fiir
> gal(@))wa =0

in k((a;))! mit go € k((a;)) und wq € I auch schon

Zga Rk W = 0
in k((a;)) ®x 1 ist. O

Definition 1.3.7. Es sei K/k eine endlich erzeugte Korpererweiterung. Enthdlt
jedes Erzeugendensystem (b;) mit k((b;)) = K eine separierende Transzen-
denzbasis, so sagen wir, K/k hat die Eigenschaft G.

Anmerkung 1.3.2. Ist fir K/k die Charakteristik chark = p, so kann das
folgende Theorem auf die Erweiterung Kk'/?™ /k'/P™ des perfekten Koérpers
k'/P™ angewandt werden:
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Theorem 1.3.1. Es sei K/k eine endlich erzeugte Kirpererweiterung und k
ein perfekter Korper. Dann enthilt jedes Erzeugendensystem B = (b;); eine
separierende Transzendenzbasis fir K/k.

Die Erweiterung K/k hat also die Eigenschaft G.

Beweis. Es sei B = (b;) ein endliches Erzeugendensystem von K/k. Dann ist
K /k(B’) endlich algebraisch fiir jede aus B ausgewihlte Transzendenzbasis B’ C B.

Wihle B’ so, dass k(B’)*P maximal unter den méglichen B’ wird. Dann ist K
separabel algebraisch iiber k(B’). Sei ndmlich ein z = b; € B\ B’ nicht separabel
iiber k(B’) und ¢(z,b;y,...,b;,) = 0 das irreduzible Minimalpolynom von z {iber
k(B').

Alle Potenzen von z in ¢ sind Potenzen von 2. Wiirde dies auch fiir alle b;,
gelten, so wire ¢ = ¢, weil k perfekt, und damit ¢ nicht mehr irreduzibel.

Sei also b;; nicht nur als Potenz von bfl in ¢ enthalten. Es ist dann notwendi-
gerweise:

o¢

0b;,
Dies gilt aufgrund der folgenden Uberlegung: Ist

=Y(2,biy,...,bi,) #0 (1.40)

po(bi,)z™ +p1(bi,)2" 4 4 pm(bi,) =0

das irreduzible Minimalpolynom von z iiber k(b;, ) und auferdem

Qo(bi,)2™ + qu(bi)z™ 14+ g (b)) = 0

ein weiteres Polynom, das auf z, b;, verschwindet mit m’ < m, so muss m = m’ und
¢; = pig, mit einem Quotient von Polynomen g(b;,) = R/S, sein. Da R,S teilerfremd
sind, teilt S jedes p;, ist also gleich 1. Damit kann g(b;, ) immer als Polynom gewé&hlt
werden. Insbesondere kann der Grad in b;, in den g; nicht abnehmen.

Schreibt man ¢(T;z,biy,...,0i) = f(T) € k(z,biy,...,b:;,)[T], so ist also
f(bll) =0 und 8f/aT( 21) # 0'

Also ist b, keine mehrfache Nullstelle von f(T") und umso mehr keine mehrfache
Nullstelle seines Minimalpolynoms gy, (T') iiber k(2, bi,, ..., bi,).

Mit anderen Worten: b;, ist separabel algebraisch iiber der Transzendenzbasis
z,B" \ {bi; }. Damit ist ein Element y € K, das separabel iiber k(B’) ist, auch
separabel iiber k(z, B'\ {b;, }). Betrachte dazu die Kette von Kérpererweiterungen:

(2,B',y)

/\

B',y) k(z,B"\ {bi, },bi;) = k(2,B")

\/\

(2, B\ {bir })
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Jeder einzelne markierte Erweiterungsschritt ist rein separabel algebraisch, also auch
die ganze Erweiterung.

Damit ist B” = z,B’\ {bi;} aber eine Transzendenzbasis, deren separabler

Abschluss echt grofer als der von B’ ist, da er zusitzlich z enthélt. Also ist schon
k(B')*P = K. O

Lemma 1.3.5. Es sei K/k eine endlich erzeugte Korpererweiterung und (b;)
ein endliches Erzeugendensystem mit K = k((b;)). Dann existiert eine endli-
che, rein inseparable Erweiterung l/k, so dass im Diagramm

/Kl\/}
\ / \
\/

fiir eine Teilmenge B C ((b;)) die Abbildung 1) rein separabel algebraisch ist.

(1.41)

Beweis. Uber dem Grundkérper /cl/poc7 der alle p"-ten Wurzeln aus k enthilt, ldsst
sich nach dem vorangehenden Theorem 1.3.1 eine Auswahl B C (b;) finden, die fiir
KKk'?™ eine separierende Transzendenzbasis iiber k'/?" darstellt:

KEYP™ (1.42)
V
k(B)k'/P
/P>

Die Korpererweiterung [ ist separabel, so dass jedes b; separabel iiber k(B)kl/ p
ist. Da in den Abhéngigkeitsgleichungen der b; nur endlich viele Koeffizienten aus
k'/P™ auftauchen, kann man eine Untererweiterung k C I C k7™ mit [I : k] < oo
finden, in der alle diese Koeffizienten vorkommen.

Die b; sind dann also separabel iiber k(B)l, und es ist Kl = k((b;))! separabel
iiber k(B)! fiir diesen iiber k endlichen Korper . O

Proposition 1.3.2. Es sei K/k eine iber k endlich erzeugte Korpererweite-
rung.
Dann ist dquivalent:

a) Es gibt eine separierende Transzendenzbasis (a;) fir K iber k.
b) Fiir jede endliche Erweiterung 1/k mit 1 C kP~ sind die Korper K und
linear disjunkt tiber k.
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Beweis. a) nach b): Es sei (a;) die separierende Transzendenzbasis: Man betrachte
das untenstehende Diagramm. Es ist [l : k] = [l : k]s = d und [k((a:))l : k((a:))] =
[k((a:))l : k((a:))]: = d wegen Lemma 1.3.4.

Da [K : k((as))]: = 1 sowie [KI : k((a;))l]; = 1 und wegen der Multiplikativitét
des Inseparabilitidtsgrads in Erweiterungstiirmen folgt, dass [K1: K] = [Kl: K]; =d
und mithin nach Bemerkung 1.3.1 K und [ linear disjunkt sind:

Kl

AN
K k((a:))
NN
k((ai)) !
A

b) nach a): Nach vorigem Lemma kann man eine rein inseparable Erweiterung I/k

(1.43)

mit [{ : k] = d so wiihlen, dass in dem Diagramm (1.41) die Inklusion § rein insepa-
rabel vom Grad < d und die Inklusion v wegen der linearen Disjunktheit von K und
[ rein inseparabel vom Grad d ist. Also ist wegen der Multiplikativitit von Separa-
bilitdts- und Inseparabilitdtsgrad in Korpertiirmen auch ¢ separabel vom gleichen
Separabilitdtsgrad wie . O

Proposition 1.3.3. Es sei K/k eine endlich erzeugte und separabel erzeug-
te Korpererweiterung. Dann enthdlt jedes Erzeugendensystem (b;) mit K =
k((b;)) eine separierende Transzendenzbasis fiir K /k.

Beweis. Wihle nach dem vorigem Lemma 1.3.5 ein passendes [/k, endlich und rein
inseparabel, und betrachte das Diagramm (1.41) aus dem Lemma.

Hier ist die Erweiterung a rein inseparabel vom endlichen Grad d. Ebenso ist ~
rein inseparabel vom Grad d nach Proposition 1.3.2; da es ja nach Voraussetzung eine
separierende Transzendenzbasis fiir K/k gibt. Die Erweiterung 1 ist rein separabel,
die Erweiterung § rein inseparabel vom Grad < d. Also ist ¢ rein separabel vom
selben Separabilitdtsgrad wie . O

1.4 Gebrochene Ideale

Es sei A ein Integrititsring, K = Q(A) sein Quotientenkérper. Wir wollen im
Folgenden A-Untermoduln I C K betrachten. Es seien zwei solche I,J C K
gegeben.

Dann sind auch I N J sowie

I'+J={z+y|lzeclyecJ}, (1.44)
IJ:{ZaiIz'yi|ai€A,l’i€I,yi€J}, (1.45)
(I:J)={zeK|zJCI} (1.46)



1.4 Gebrochene Ideale 27

wohldefinierte A-Untermoduln von K. Fiir diese gilt neben [ +J = J+ I und
1J = JI auch

I+ D) =TJ+1J,. (1.47)

Auflerdem besteht Vertréiglichkeit mit der Lokalisierung:

Proposition 1.4.1. Es sei A, I, J wie oben und S C A eine multiplikativ
abgeschlossene Teilmenge von A. Dann ist:

InJ)y=8"1tInstJ, (1.48)
(I+J) 11+51J (1.49)
)= (ST (ST, (1.50)
u'J) (S71:S7h) (1.51)

Die untenstehende Inklusion ist eine Gleichheit, falls J endlich erzeugter A-
Modul ist.

Insbesondere ist
I+ J)p =1, + Jp, Iy =1, Jyp, (I:J)p CIp:dp). (1.52)

Als Spezialisierung der oben allgemein eingefiihrten A-Untermoduln von K
definieren wir:

Definition 1.4.1. Fin A-Modul I C K heif$t gebrochenes Ideal, wenn ein
x € K existiert, so dass x I C A gilt.

Offensichtlich kann man « € A annehmen. Es gilt dann:

Proposition 1.4.2. Es seien I und J gebrochene Ideale. Dann sind auch
InJ, I+, 1J, (I:J) (1.53)

selbst wieder gebrochene Ideale. Insbesondere ist (A : I) ein gebrochenes Ideal.
Noch spezieller sind die sogenannten invertierbaren Ideale:

Definition 1.4.2. Es sei fiir einen A-Untermodul I von K die Beziehung
(A:DHI=A
erfillt. Dann heifst I invertierbares Ideal.

Offensichtlich sind invertierbare Ideale auch gebrochene Ideale.

Proposition 1.4.3. Es sei A noethersch. Dann ist fir einen A-Untermodul
I von K dquivalent:

a) Der Untermodul I ist endlich erzeugt.
b) Der Untermodul I ist ein gebrochenes Ideal.
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Proposition 1.4.4. FEs sei A ein noetherscher Integrititsring und I ein A-
Untermodul von K. Dann ist dquivalent:

a) I ist ein invertierbares Ideal.
b) I ist ein lokal freier, also projektiver A-Modul vom Rang 1.

Beweis. a) nach b): Durch Lokalisieren und Multiplizieren mit geeignetem a € A
kénnen wir annehmen, dass (A, m) ein lokaler Ring und I = a C A ist. Es sei dann
1=>3"7_, ®ia;, mit 2; € (A: a) und a; € a, eine Darstellung der 1. In ihr kénnen
nicht alle z;a; € m sein. Also ist o0BdA z1a1 € A™, und wir haben die Darstellung
1 = miua; = z1a] mit u € A*. Es ist also z1a = (1/a})a = A, also a = aj A = A.
Damit ist a als freier A-Modul vom Rang 1 nachgewiesen.

Die umgekehrte Implikation ist trivial. O

1.5 Bewertungsringe

1.5.1 Bewertungen und Normen

Definition 1.5.1. Es sei K ein Kdrper. Eine Abbildung |-|: K — Rxo mit

i) Es gibt eine Konstante C mit |1 + x| < C fir alle x aus K mit |z| < 1,
i) |z y|= |z| |y| fir alle z, y aus K,
iit) |z|= 0 genau dann, wenn x =0

heifit (Absolut-)Bewertung auf K. Ist |z|=1 fiir alle x # 0, so heifit |-| trivial.

Proposition 1.5.1. Ist in der Definition von |-| die Konstante C gleich 2, so
gilt die Dreiecksungleichung

|z + y| < |z|+]y] (1.54)

firz,y e K.
Ist C' gleich 1, so gilt sogar die ultrametrische Ungleichung

|+ y[ < max(|z], [y]) . (1.55)

Beweis. Es sei C' = 2. Dann gelten fiir z,y € K die Beziehungen:

|z +y| < 2max(|z],|y]), (1.56)
lz 4yl < 2(|z|+[y]) (1.57)

Aus der ersten Beziehung leitet man |n|< 4n fiir alle n € Z ab. Man betrachte dazu
fiir ein n > 0 die Summenzerlegung n = ni + n2 mit n1 = ny oder n2 = ni + 1.
Dann ist |n|< 2max(|n1|, |n2|) Dieselbe Zerlegung wende man rekursiv auf n; und
n2 an und gelange somit nach maximal m = [log(n)/log(2)] + 1 Unterteilungen zu
n; < 1. Die Beziehung fiir m erkennt man aus der Folge ro = n und ;41 = %(n +1),
wobei r; > n’ fiir jeden Teil n’ nach der i-ten Unterteilung von n gilt. Es ist explizit
r, = n—1 + 1.

21
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Also ist |n|< 2™ < cin fiir ein geeignetes ¢ < 22, also |n|< 4n.

Es ist nun fiir N =2™
i N—1 m+1
Az, y, N) = [z + y| —|Z< ) |<2+Z|< >|$|
Die Ungleichung folgt, indem man rekursiv 2™, 2™~ 2™~2 . 2-lange Teilsummen

mit der Beziehung (1.57) auswertet.

Weiter ist v
B(z,y, N) = (|z|+[y)"™ Z( )lfvll 1N

i=0

Es ist wegen |(7)|< 4(%) dann
A(:L‘, Y, N) < 2m+3 )
B(z,y,N)

Also folgt durch Anwendung von z — z'/V.

|z + < 9mHB)/N |
lz[+lyl

Geht m, also N = 2™, gegen unendlich, so folgt

|z + yl
|z ]+y]

also die Behauptung.
d

Proposition 1.5.2. Es sei K ein Kéorper mit zwei Bewertungen |-|1 und |-|2.
Dann st dquivalent:

a) Die Bewertungen |-|1 und |-|2 erzeugen dieselbe Topologie auf K.
b) Es gibt ein A > 0 mit |z|,= |x|3 fir allexz € K.

Beweis. Es mogen beide Bewertungen dieselbe Topologie erzeugen. Da x™ in bei-
den Topologien entweder gegen 0 konvergiert oder nicht und wegen |z|?= |z"|; ist
dquivalent |z|1< 1 und |z|2< 1. Also auch |z|1> 1 und |z|2> 1 und damit |z|:1=1
und |z|2= 1.

Es sei nun fiir ein @ mit |a|< 1 ein A > 0 mit |a|1= |a|3 gewihlt. Fiir ein beliebiges
z € K mit |z|;< 1 gibt es dann eine Ungleichung;:

< e 1< fal?

|afy
Damit gilt auch |a|31' < [2™|2< |a|3, also:
a2 < 2™ 3 < Jal3"

Ganz links und ganz rechts stehen dieselben Ausdriicke, mithin ist

lalt*t 2™ alt -1
lali= a7 < |z 3 < la ‘n-&-l = laly

Es ist also ¢ < (|z]1/|z[2)™ < 1/c. Wendet man z +— 2™ an und liisst m gegen
Unendlich gehen, so folgt |z|1= |z|3.
Wegen |z~ !|= |z|;! gilt der Beweis dann auch fiir alle . O
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Definition 1.5.2. Es sei K ein Kérper. Dann heiflen zwei Bewertungen |-|q
und |-|2, die die Bedingungen der vorigen Proposition erfiillen, dquivalent.

Korollar 1.5.1. Jede Bewertung |-| von K ist dquivalent zu einer Bewertung
|"|1, fiir die C gleich 2 in der Definition der Bewertung ist. Also gilt fiir |-|1
die Dreiecksungleichung.

Definition 1.5.3. Fine Klasse dquivalenter Bewertungen auf K heifit auch
Stelle von K. Die Menge der Stellen von K werde mit X' abgekiirzt.

Der folgende Satz ist von grofler Bedeutung:

Theorem 1.5.1 (Approximationssatz). Fs sei K ein Korper und |-|1,...,|"|n
paarweise nichtiquivalente Bewertungen von K. Weiter sei x1,...,2, € K
und € > 0 vorgegeben. Dann gibt es ein x € K mit

|z — x|, <e
fir allej =1,...,n.

Beweis. Wir fithren eine Induktion iiber n durch. Der Satz sei fiir n — 1 schon
bewiesen. Es seil w € K mit |w|1> 1 und |w|;< 1 fiir j = 2,...,n — 1. Weiter sei
z € K mit |z]1> 1 und |2].< 1.

Nenne dann b1, = w2z mit einem sehr grofen geeigneten N. Dann ist |bip]1> 1
sowie |bin|n< 1, dies gilt fiir jedes N > Ny. Weiterhin ist fir j = 2,...,n — 1
immer entweder |bin|;< 1 oder |bin|;> 1. Fiir |z];> 1 werde N so grof gewihlt,
dass |wz™|;> 1 ist, fiir |z|;< 1 ist umso mehr |wz™|;< 1, und fiir |z|;= 1 ist
lwzN];= |w|;< 1.

Nenne nun ¢y, = b%/(l + b%) Dann ist |cin — 1J1< 6 und |cin|n< § und
|cin — 75];< 0 mit v; entweder gleich 1 oder gleich 0 fiir j = 2,...,n — 1. Dabei
werde 0 > 0 vorgegeben und M > 0 passend gewéhlt.

Definiere nun analog zu ci1, beliebige ¢;;, die bei |-|; nahe bei 1 und bei |-|; nahe
bei Null sind und bei ||k, mit k # 4, j, entweder nahe bei 0 oder nahe bei 1 sind.

Nenne dann z; = [[,; ca. Dann ist x =}, @i z; die gesuchte Approximation.

O

Fiir die Bewertungen auf Q gilt folgender Satz:

Proposition 1.5.3. Es sei |-| eine nichitriviale Bewertung auf Q. Dann ist
|| dquivalent zu

i) dem gewdhnlichen Betrag |-|auf Q oder zu
it) der p-adischen Bewertung |-|,, definiert durch |p™ r/s|,=1/p" fir p prim
und r, s aus Z teilerfremd untereinander und teilerfremd zu p.

Beweis. Vorbemerkungen: 1. Nach Proposition 1.5.1 kann man durch Ubergang
zum dquivalenten |-|” erreichen, dass fiir |-| die Dreiecksungleichung gilt. Wir nehmen
an, dass dies geschehen ist. 2. Wir nennen den normalen, archimedischen Betrag auf
R jetzt auch ||, und rufen die Beziehung ||z|—|y||«< |z — y| in Erinnerung.

Es gebe nun zunichst ein kleinstes p € N mit |p|= o < 1. Dann ist p notwen-
digerweise prim. Andernfalls wire p = mn mit m,n < p, also |m/|, |n|> 1, also
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|p|= |mn|= |m||n|> 1. Es sei nun |2|,...,|p — 1|< C fiir eine Konstante C. Dann
ist

lao + arp+ azp’® + -+ axp®| < C(1+a+a’+--+aF) <
<C/(1—-a)=C".

Daraus folgt aber sogar |z|< 1 fiir alle z € Z. Da |z"|= |z|"< C’ ist notwendig
|z|< 1.

Es sei nun x = ¢p + 7 mit 0 < r < p. Dann ist sogar |z|= 1. Fiir ¢ = 0 ist dies
ja schon gezeigt. Schreibt man nun z™ = ¢’p+r' mit 0 < 7’ < p, so ist ||z|"—|r'||«<
|z — r'|=|¢' p|< a. Da |r'|= 1, heifit dies nichts anderes als ||z|"—1|,< « fiir alle
ganzen n > 0, also |z|= 1.

Zusammengefasst erhalten wir

Ip" r/s|=|p|"

fiir r, s ganz und teilerfremd zu p. Damit ist |-| zur oben eingefiihrten p-adischen
Bewertung ||, dquivalent.

Es bleibt der Fall |z|> 1 fiir alle € Z. Es sei L das kleinste ganze L > 0 mit
|L|=a > 1.

Wir zeigen, dass dann L = 2 sein muss. Ist L > 2, so schreibe

L™ =ap(L -1+ - +ao

und folgere
P

Q™ =LY Jan||L = 1)< (p+ 1)

v=0

Dies ist aber wegen (L — 1) ~! > L™ fiir alle m > 0 unmdoglich.

Wir kénnen also nun |2|= « > 1 annehmen. Als néchstes zeigen wir |K +1|> |K|
fir alle K > 1 per Induktion. Der Fall K = 1 wurde eben bewiesen.

Man schreibe an:

P
K" =Y a,(K +1)"
v=0
Essei $=|K+ 1| und a = |K|> 1. Aus 8 = |K + 1|= 1 wiirde jetzt wie oben
a"<alp+1)

folgen, was einen Widerspruch ergibt. Es ist also jedenfalls 5 > 1.
Folgere nun aus der Dreiecksungleichung

+1
a’ < Oz% < COBP < O’ﬁ(ngK+1(K))".

Da logy ,,(K) =0 < 1, muss 8 > « sein.
Ziehe nun zwei beliebige ganze L, K > 1 mit |K|= « und |L|= $ heran und

schreibe .
K"=> a,L".
v=0

Es ist dann
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P+1_1
a® </B% < Cﬁp < C/B(logLK)n'

Es folgt |K |8 X< |L|™*8 % also, da K, L > 1 beliebig waren,

|K|log L: |LllogK
fir alle L, K > 1.

Es ist also insbesondere (mit |2|= «)

|K|log2: ‘2|logK

also
|K|loga 2: ‘2‘loga K: K,

also |K|= K7 fiir alle K > 0, ganz. Damit ist auch |z|= |z|] fiir alle z € Q. O
Definition 1.5.4. Es sei E ein Vektorraum iber einem bewerteten Korper k

mit Bewertunyg |-|.
Dann heifst eine Abbildung ||-||: E — R mit

i) ||z||= 0 genau dann, wenn x =0,
it) |Ax||= |A ||| fir z € E und X € k,
i) |z + yll< el +yll firz,y € E

etne Norm auf E.

Definition 1.5.5. Es sei E ein Vektorraum iber K mit den Normen ||-||1 und
|-Il2. Dann heifen ||-||1 und ||-||2 dquivalent, falls sie dieselbe Topologie auf E
induzieren.

Lemma 1.5.1. Zwei Normen ||-||1 und ||-||2 auf E sind genau dann dquivalent,
falls es zwei reelle Konstanten Cq,Co > 0 gibt, mit

C1 [zl < [lela< Cz llzls (1.58)
fiir alle x € E.

Anmerkqu 1.5.1. Man iiberlegt sich, dass die so definierte Aquivalenz wirk-
lich eine Aquivalenzrelation unter den Normen auf E definiert.

Theorem 1.5.2. Es sei E ein endlichdimensionaler Vektorraum dber dem
bewerteten Korper k. Der Korper k sei beziiglich seiner Bewertung vollstindig.

Dann sind alle Normen auf E dquivalent, und E ist beziiglich jeder Norm
vollstindig.

Beweis Wir zeigen, dass eine beliebige Norm ||-|| auf E zu einer beliebigen Norm
||lz||so dquivalent ist, wobei ||z||oc nach Wahl einer Basis ey, ..., e, durch

|laier + -+ + anenlloo= max(|ai], ..., |axn])

definiert ist.
Zunichst einmal ist
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[zll=llarer + -+ anenll< feal fler]l+ - - + an] [[en]l<
Lmax(|aa],...,|an]) = L||z|lec . (1.59)

Dabei héngt die Konstante L nur von den e, ..., e, und von n ab.

Es bleibt zu zeigen, dass auch eine Konstante C existiert, mit C||z||co < ||z||. Fiir
eindimensionale Vektorrdume ist dies wegen ||a z||= |«|||z|| klar.

Es sei nun wieder ey, ..., e, eine Basis von F und fiir Dimensionen kleiner n die
Aussage iiber die Aquivalenz aller Normen bereits gezeigt.

Betrachte nun alle x = a1 e1 + - - - + an e,. Wenn wenigstens ein «; gleich Null
ist, so gehort = den n verschiedenen (n — 1)-dimensionalen Vektorrdumen o; = 0
an, die wir ab jetzt auch mit E; abkiirzen.

In jedem gibt es ein C; mit C;||z|o< ||z]|, also auch ein universales C' mit
C'||z||co < ||z|| fiir alle =, die der Vereinigung dieser n Teilrdiume angehoéren.

Konnen wir fiir die verbleibenden z auch ein K mit K ||z||co< ||z| finden, ist
natiirlich auch ein C’ vorhanden mit C” ||z||o< ||z|| fiir alle z € E.

Es sei also z = aje1 + - -+ + an e, und alle «; # 0.

Wir rechnen

n n
Y ciel=1) aiei+ > arBiei— > arfiel=
=2 =2

[l e1+25ze1 +Z ai —aafi)eil|. (1.60)

Dabei sind die B; zunéchst freie Parameter, die wir jetzt als 8; = «;/a1 wihlen.
Damit setzt sich die Rechnung fort als

[|evn ( e1+Zﬁzez + Z i —a1fi)ei||=

lar (ex + Y Bies)ll= laulll(er + D Bies)ll. (1.61)
i=2 i=2

Wir miissen jetzt noch zeigen, dass fiir ein ¢ > 0 und beliebige §; stets ||(e1 +
>, Biei)||> c1 bleibt. Andernfalls géibe es ja eine Folge z, im Untervektorraum
a1 = 0 mit |ler + zn||— 0. Diese 2z, wiren dann eine Cauchy-Folge in E; beziiglich
der eingeschrénkten ||-||.

Kraft Induktion ist auf £, die eingeschrinkte Norm ||-|| mit der Norm ||| dqui-
valent und damit auch, wie man sich leicht tiberlegt, E; ein vollsténdiger Vektorraum
beziiglich beider Normen. Also wiirde die Folge z, gegen ein z € F; konvergieren,
und es miisste dann |le; + z||= 0, also e; + z = 0 sein. Das widerspriiche aber der
linearen Unabhéngigkeit der e;.

Also existiert das gewiinschte ¢; und man hat

HZ% €i||> ‘041|Cl. (1.62)

Stellt man dieselben Uberlegungen mit o, ..., a, anstelle von o an und be-
nennt die entstehenden Konstanten ca, ..., ¢,, so folgt aus der Vereinigung der ent-
sprechenden Ungleichungen (1.62) die gewiinschte Aussage:

IS s ell> max(enl, .. Jan DK = 3 o eifloo K

Damit ist der Beweis dann erbracht. O



34 1 Grundlagen
1.5.2 Bewertungen

Definition 1.5.6. Es sei R ein Integrititsring und v : R — I' U {oo} eine
Abbildung in eine angeordnete abelsche Gruppe (I',<) wvereinigt mit einem
Symbol co. Dann heifit v (Exponential-)Bewertung, falls

i) fir 0 € R die Beziechung v(0) = co gilt,
ii) fir x,y € R\{0} die Bezichungen

v(zy) = v(x) +v(y) (1.63)
v(z +y) = min(v(z),v(y)) (1.64)

gelten.

Anmerkung 1.5.2. In einem Ring R mit Bewertung v : R — I ist die Menge
R' ={x € R| v(z) = 0} ein Unterring mit maximalem Ideal mp = {2 € R |
v(z) > 0}.

Definition 1.5.7. Ist in den Bezeichnungen der vorangehenden Bemerkung
R =R/, so0 ist R ein Bewertungsring mit Bewertungsgruppe I.

Anmerkung 1.5.3. Die Bewertung v : R — I' dehnt sich vermoge v(z/y) =
v(x) —v(y) eindeutig auf K = Q(R) aus.

Proposition 1.5.4. Fin Integrititsring R ist genau dann Bewertungsring mit
Quotientenkirper K, falls fiir v € K* gilt, dass fiir v ¢ R immer =1 € R ist.

Beweis. Es sei entweder « oder 2" in R. Die Wertegruppe I ist dann{z R | € K}
mit tR+yR=a2yRundzR>yRfirzRCyR.

Die Umkehrung folgt aus R = {z € K | v(x) > 0} und v(z)+v(z™') = v(1) = 0.
g

Proposition 1.5.5. Es sei R ein Bewertungsring, und a,a’ C R seien zwei
Ideale von R. Dann ist stets entweder a C o’ oder a' C a.

Korollar 1.5.2. Ein Bewertungsring R ist ein lokaler Ring (R, m).

Proposition 1.5.6. Es sei R C K ein Bewertungsring mit Quotientenkorper
K. Dann ist R in K ganz abgeschlossen.

Beweis. Es sei z € K — R ganz iiber R, also z" +arz" '+ -+a, =0mit a; € R.
Da z~! € R, folgt nach Multiplikation mit z~ (™Y € Rauch z € R im Widerspruch
zur Annahme. O

Definition 1.5.8. Es sei K ein Korper, und es seien (R,mpg) und (S, mg)
zwei lokale Teilringe, die in K liegen. Dann sei S > R, falls S O R und
mg N R=mg.

Wir sagen: S dominiert R und schreiben S > R.
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Lemma 1.5.2. Es sei K ein Kdrper und (A,m) ein lokaler Unterring sowie
z, 27t € K. Dann ist niemals gleichzeitig mA[z] = (1) und mA[z~1] = (1).

Beweis. Es folgt aus mA[x] = (1), dass ™' ganz iiber m ist, und aus mA[z '] = (1),

dass = ganz iiber m ist. Also wire bei Nichteintreten der Folgerung  und ' ganz

iiber m. Damit auch 1 = z 2! ganz iiber m. Also 1 +my1 +---+m, = u =0, was

unmoglich ist, da u € A*. O
Aus diesem Lemma ergibt sich mit einer einfachen Uberlegung

Theorem 1.5.3. Es sei K ein Kérper und (L(K),<) die Menge seiner
lokalen Unterringe geordnet mit < beziiglich der Dominierungseigenschaft.

Dann sind die mazimalen Elemente von L(K) genau die Bewertungsringe
(R,m) C K.

Theorem 1.5.4. Es sei K ein Korper und A C K ein Unterring. Dann ist
der ganze Abschluss A von A in K gleich dem Schnitt aller Bewertungsringe
RC K mit R 2 A.

1.5.3 Diskrete Bewertungsringe

Definition 1.5.9. FEin Bewertungsring R, der zugleich Hauptidealring ist,
heifit diskreter Bewertungsring.

Ein solcher Ring ist also ein lokaler Integritiitsring (R, mpg) mit mg = (z).
Fiir seinen Quotientenkdrper K = Q(R) gilt, dass jedes y € K sich ein-
deutig als y = ux® mit u € R* und e € Z schreiben lésst. Die Bewertung

v:R—=Z
ist dann v(ua®) =e.

Proposition 1.5.7. Es sei R ein noetherscher, lokaler Integrititsring, eindi-
mensional und ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkérper. Dann ist R
ein diskreter Bewertungsring.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass fiir z,y € m — (0) entweder (z) C (y) oder
(y) C (=) gilt. Seien also zwei z,y gegeben, fiir die (z) € (y) und (y) € () ist.

Wir betrachten (z,y) 2 (y). Da Ass R/(y) = m, gibt es ein a € R, so dass
Anny ) (ax) = m. Dieses ax ist damit nicht in (y), da sonst 1 € m wire. Weiter
ist fiir alle m € m niemals maz = wy mit v € R*, da dies y = a’x nach sich zdge.
Also azm C my, also (ax)/ym C m.

Da m endlich erzeugter R-Modul, R ganzabgeschlossen in Q(R) und integer
ist, folgt axz/y € R. Das bedeutet aber az € (y) im Widerspruch zu der oben

festgestellten Unmoglichkeit. O
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Grundbegriffe

2.1 Diskrete Bewertungsringe

Es sei im folgenden stets A ein diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal
p, Quotientenkorper K = Q(A) und Restkorper k = A/p.

Definition 2.1.1. Es sei A ein diskreter Bewertungsring mit Bewertung v :
A — Z U {oo}. Weiter sei I ein gebrochenes Ideal von A. Dann sei

() = ;relt;v(x) (2.1)

Proposition 2.1.1. Fiir einen diskreten Bewertungsring (A,p) ist
I =p"D (2.2)
fiir jedes gebrochene Ideal I von A.
Lemma 2.1.1. Es sei (A, p) ein diskreter Bewertungsring mit k = A/p. Dann
gilt
p"/pn Tl 2k (2.3)

Proposition 2.1.2. Es sei v : A — Z die Bewertung eines diskreten Bewer-
tungsrings mit Q(A) = K. Dann ist die Sequenz

0-U—=K"5%7Z—0 (2.4)

exakt fiir U = A*, die Einheiten von A.

Definition 2.1.2. Es sei (A,p) ein diskreter Bewertungsring. Dann sei fiir
n>1
U,=1+p" (2.5)

Anmerkung 2.1.1. Es ist U,,41 C U,, und ﬂn U,, = 1. Die U,, bilden eine Basis
fiir die von der Bewertung v : A — Z erzeugte Topologie auf A und K.
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Proposition 2.1.3. 1. Die Restklassenabbildung A — k induziert einen Iso-
morphismus

U/U, =k (2.6)

mit der multiplikativen Gruppe k*.
2. Fiir n > 1 induziert die Abbildung u +— u — 1 einen Isomorphismus

Un/Un+1 = pn/anrl- (2-7)

Proposition 2.1.4. FEs sei A ein diskreter Bewertungsring mit Bewertung
v: A —= ZU{oo}. Weiter sei A die Komplettierung von A beziiglich der
Bewertung v, beziehungsweise beziiglich der Filtrierung (p™)y,.

Dann kann man v eindeutig zu einer diskreten Bewertung v : A — ZU{o0}
ausdehnen, so daf insbesondere pA = {x € A | 5(x) > 0} ist.

2.2 Dedekindringe

Im folgenden sei der Quotientenkorper eines Integritatsringes A immer K =

Q(A).

Proposition 2.2.1. Fiir einen Integrititsring A mit Quotientenkorper K ist
dquivalent:

a) Es ist dim A = 1 und A ist noethersch und abgeschlossen in K.
b) A ist noethersch und alle Lokalisierungen A, an mazimalen Idealen p C A
sind diskrete Bewertungsringe.

c¢) Alle gebrochenen Ideale I C K won A sind invertierbar, es ist also
I(A:T)=A

Definition 2.2.1. Ein Ring A, der die Bedingungen der vorigen Proposition
erfillt, heifit Dedekindring.

Anmerkung 2.2.1. Ein diskreter Bewertungsring und ein Hauptidealring ist
ein Dedekindring.

Definition 2.2.2. Es sei A ein Dedekindring. Dann sei 14 die Menge seiner
gebrochenen Ideale.

Die gebrochenen Ideale I4 sind eine abelsche Gruppe unter der (multiplikati-
ven) Verkniipfung (I, J) +— IJ fiw I,J € I4.
Man hat eine kanonische exakte Sequenz

0-U— K" 514 (2.8)

mit a(z) = zA.
Das Bild von « sind die Hauptideale von A, eine Untergruppe von [ 4, die
wir mit P4 bezeichnen. Der Kern U von « sind die Einheiten von A.
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Wir haben also auch eine exakte Sequenz
0—=Py—I4—Cly—0 (2.9)

die eine Quotientengruppe von I, definiert, die Idealklassengruppe von A. Es
wird sich spéter herausstellen, daf es sich dabei stets um eine endliche Gruppe
handelt.

Definition 2.2.3. Es sei A ein Dedekindring mit K = Q(A) und p C A ein
mazximales Ideal. Dann heifle

v K> 7 (2.10)

die von p auf K induzierte diskrete Bewertung. Sie entsteht durch die Finbet-
tung A — A, in den diskreten Bewertungsrig Ap.

Proposition 2.2.2. Es sei A ein Dedekindring und ||,: K — R eine multi-
plikative diskrete Bewertung von K mit |A| < 1. Dann ist |z|,= p*»®) fir ein
0 < p <1 und ein maximales Ideal p C A.

Beweis. Das Ideal p ist {z € K | |z| < 1}.

Definition 2.2.4. Es sei A ein Dedekindring, K sein Quotientenkdrper und
p C A ein maximales Ideal. Es sei weiter I C K eine nichtleere Teilmenge
von K.

Dann sei

vp(I) = glcléfl vp(x) (2.11)

Lemma 2.2.1. Es sei A ein Dedekindring, p ein mazximales Ideal und I C K
ein gebrochenes Ideal. Dann ist

IA, = (pA,)»D) 2.12
p p

Theorem 2.2.1. Es sei A ein Dedekindring. Dann ist jedes I € I4 als

I=]]p>»" (2.13)
p

darstellbar. Die gebrochenen Ideale 14 bilden also eine abelsche Gruppe unter
Multiplikation, die von den maximalen p € Spec (A) frei erzeugt wird.

Lemma 2.2.2. Es sei A ein Dedekindring, a € T4 und p € Spec (A).
Dann ist isomorph

a/pa=A/p (2.14)

Proposition 2.2.3. Es sei A ein Dedekindring und a € K*. Dann ist vy(a) =
0 fiir fast alle maximalen Ideale p C A.
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Proposition 2.2.4. Es seien 1,1, Is gebrochene Ideale eines Dedekindrings
A und p C A ein maximales Ideal. Dann gilt:

vp(I112) = vy (I1) + vy (I2) (2.15)
op(I1) = —uy (1) (2.16)
vp(I1 + I2) = minwy (I1), vy (I2) (2.17)
vp(Ih N 1) = max vy (I2), vp(12) (2.18)

Proposition 2.2.5. Es sei A ein Dedekindring, p C A ein mazimales Ideal
und I ein gebrochenes Ideal von A.

Die Abbildung I — I, A, induziert einen surjektiven Gruppenhomomor-
phismus

Iy —)IAP = 7. (2.19)

Proposition 2.2.6. Es sei A ein Dedekindring. Dann existiert ein Isomor-
phismus

= HIAF (2.20)
p

Proposition 2.2.7. Es sei A ein Dedekindring und p C A ein mazimales
Ideal.
Dann st
Iy :IAAp:Z (2.21)

p

Korollar 2.2.1. Es ist fiir einen Dedekindring A

Ipn HIAAP (2.22)
p

2.3 Moduln und Bilinearformen

Es sei im folgenden A ein Dedekindring mit Quotientenkorper K = Q(A) und
U = K™ ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K. Es sei T' C U ein beliebiger
A-Modul.

Weiter seien L, M, N C U endlich erzeugte A-Moduln mit

LIS K=MpPpK=Nxaq K=U

Dies ist dquivalent zu der Tatsache, dafl L, M, N jeweils eine K—Basis von U
enthalten.
Wir betrachten 7}, C U als kanonisch in U eingebettet.

Lemma 2.3.1. Es ist T = ﬂp T, wobei p C A durch die mazimalen Ideale
von A lduft.

Lemma 2.3.2. Fiir M, N wie oben existiert ein a € K* mit aM C N.
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Lemma 2.3.3. Fir fast alle p C A, mazimal, ist My, = Ny.

Es seien jetzt M, N freie A—-Moduln. Dann existiert eine A-lineare, also
K-lineare Abbildung ! : U — U mit I((M) = N. Ist M = Az + -+ + Az,
und N = Ay; + --- + Ay, mit freien A-Erzeugern x;,y;, so sind die z; und
y; auch K-Basen von U und es kann [(z;) = y; gesetzt werden.

Wir definieren jetzt

Definition 2.3.1. Es seien M, N freie A-Moduln und l : U — U, eine A-
lineare Abbildung, mit (M) = N. Dann sei

[M:N]Ja:=[M:N]:=(det)A (2.23)

Begriindung. Wir haben hier die Wohldefiniertheit von [M : N] zu zeigen:

Es seien x; und x; zwei A-Basen von M und y; sowie y; zwei A-Basen von
N. Weiter seien [ : U — U durch I(z;) = y; = >.aijz; und I’ : U — U durch
U(z}) = yi = > aj;x; definiert.

Es ist dann det! = det|as;| und detl’ = det|aj;|. Weiter ist (z}) = P(z;) mit
P € GL(n, A) und (y;) = Q(y;) mit Q € GL(n, A).

Setzt man W = |aij|€ GL(n, K) und W' = |aj;|€ GL(n, K) so ist QW (z;) =
W'P(z;), also QW = W'P.

Wegen det P,det Q € A* ist det W = udet W’ mit u € A*, also (det W)A =
(det W')A =: [M : N] A wohldefiniert.

Es ist nun im allgemeinen Fall fiir beliebigen Dedekindring A und p C A,
maximal, immer M, und N, ein freier A,—Modul.

Wir konnen daher definieren

Definition 2.3.2. Es sei das gebrochene Ideal [M : N]4 := [M : N| definiert
durch
[M : NJA, = [My : Ny|a, (2.24)

Proposition 2.3.1. Es gilt fiir M, N, L wie oben

1.[M:N|[N:L=[M:L]

2.[M:M]=A

3. Ist M D N, soist[M : N] C A ein gewohnliches Ideal und aus [M : N] = A
folgt M = N.

Proposition 2.3.2. Es seit : U — U ein K-linearer Isomorphismus. Dann
15t
[tM :tN] = [M : N| (2.25)

Esseinun B : UxU — K eine nichtausgeartete symmetrische Bilinearform
auf U. Dann definiert B einen Isomorphismus U — U* in den Dualraum von
U.

Fiir eine K—Basis von U aus x; existiert daher eine duale Basis x; von U
mit der Eigenschaft

B(l’i,l’;‘) = 0ij (2:26)

mit dem Kroneckerschen d;;.
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Definition 2.3.3. Es sei B eine Bilinearform auf U und T C U ein A-Modul
wie oben eingefiihrt. Dann ist

Du(T) = D(T) :={x € U | B(z,T) C A} (2.27)

ein A—Untermodul von U, der duale Modul von T'.
Es stehe Dy(—) fiir Da, (—).

Lemma 2.3.4. Es sei M C U ein freier A-Modul mit den freien Erzeugern
T1y...,2n €U.

Dann ist die duale Basis @', ...,r, € U mit B(z;,z}) = d;; ein System
freier Erzeuger von D(M) und es gilt

D(D(M)) = M (2.28)

Proposition 2.3.3. Fir M, N C U mit den anfangs genannten Eigenschaf-
ten gilt:

1. D(M) ist ein endlich erzeugter A—Modul mit D(M)®4 K =U.
- D(M)y = Dy (Mp).
D(M) =, Dy(My).
D(D(M)) = M.
[D(M): D(N)] =[N : M].

Definition 2.3.4. Fir ein M wie oben definieren wir d(M) = d(M/A) =
[DaA(M) : M) 4, die Diskriminante von M (beziiglich A).

Proposition 2.3.4. Es seien M, N wie oben. Dann gilt
1.d(N)=d(M)[M : N)2.

2. d(My/Ay) = d(M/A)A,

8. Ist M = Axy + - - - + Ax,, von den x; frei erzeugt, so ist

d(M/A) = det|B(x;, ;)| A (2.29)
als gebrochenes Ideal von A.

Korollar 2.3.1. Es sei M O N. Dann ist d(M) | d(N) und aus d(M) = d(N)
folgt M = N.

Es sei jetzt U = Uy @ Uy die direkte Summe zweier K—Vektorrdume.
Ebenso sei M = M1 & My und N = N1 @ Ny mit M;, N; CU; und M; @, K =
N; ®4 K = U;. Fiir die bilineare Form B gelte B(Uy, Us) = 0.

Dann gilt

Proposition 2.3.5. 1. [M : N| = [M; : N1][M> : Na].

2. D(M) = D(My) + D(Ms).
3. d(M) = d(My)d(My).
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Es sei jetzt A/A eine Erweiterung von Dedekindringen und K = Q(A).
Wir betrachten U = U @ K als K—Vektorraum und U C U als in U einge-
bettet. Die Bilinearform B : U x U — K kann dann zu einer ebenfalls nicht
ausgearteten symmetrischen Bilinearform B : U x U — K fortgesetzt werden.

Weiterhin ist M = MA ein lokal freier A~Modul mit M R4 K =10.
Entsprechend sei N = N A definiert.

Es gilt dann

Proposition 2.3.6. 1. [MA: NA]; = [M : N]4A.
2.Di(MA)=Da(M)A.
3. d(MAJA) =d(M/A)A.

2.4 Erweiterungen

Theorem 2.4.1. FEs sei A ein Dedekindring mit Quotientenkdérper K und
L/K eine separable endliche Kérpererweiterung. Dann ist der ganze Abschlufl
B von A in L auch ein Dedekindring.

Beweis. Es ist (z,y) — Trpjx(2y) eine nichtausgeartete K—-Bilinearform tiber L.
Es ist damit L = U im Sinne des vorigen Abschnitts und fiir geeeignetes N C L ist
D(N) definiert.

Es sei nun N = Aby + -+ + Ab, mit n = [L : K] und b; € B sowie N ®4 K = L.
Dann ist N C B und damit D(B) C D(N). Weiter ist aber auch B C D(B), da
Trp x (b1bs) € A fiir by € B. Also B C D(N) und D(N) ist ein freier A-Modul
isomorph zu A™. Damit ist B ein endlich erzeugter A—Modul, also noethersch. Da B
ganz iiber A ist dim A = dim B = 1 und wegen B C L ist B auch ein Integritéitsring.
Damit ist B als Dedekindring erwiesen.

Proposition 2.4.1. Es sei A, B, L, K wie im vorigen Theorem. Dann ist
I — IB ein Gruppenhomomorphismus I, — Ig.

Proposition 2.4.2. Es sei A ein diskreter Bewertungsring mit Quotien-
tenkorper K und der Bewertung ||, auf K. Weiter sei L/K eine endliche
separable Erweiterung. Dann existiert (mindestens) eine Fortsetzung ||, von
|'|o auf L und diese ist auch eine diskrete Bewertung.

Beweis. Es sei B der ganze Abschlufl von A in L und ¥ C B ein Primideal mit
PNA=mund m C A, dem maximalen Ideal. Dann ist v : L — Z U {oo} eine
Fortsetzung der Bewertung v : K — Z U {co}.

Proposition 2.4.3. Es sei K ein beziiglich der diskreten Bewertung ||,
vollstindiger Korper und A sein diskreter Bewertungsring. Weiter sei L/K
eine endliche separable Erweiterung von K.

Dann existiert eine eindeutige Fortsetzung |-|w: L — R wvon |-|,. Diese ist
eine diskrete Bewertung und ihr Bewertungsring B ist der ganze Abschluf$ von
Ain L.
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Beweis. Es sei wieder B der ganze Abschlufl von (A, m) in L. Jedem Primideal 3 C
B entspricht eine Fortsetzung von vy nach L. Diese Fortsetzung ist aber eindeutig,
da K vollstandig und dimg L = n < oo ist. Also ist B ein Dedekindring mit nur
einem Primideal, also ein diskreter Bewertungsring. Da die fortgesetzte Bewertung
eindeutig ist, fillt sie mit wy zusammen und B ist daher auch der Bewertungsring
von ||uw.

Es sei fiir die folgende Proposition K ein durch |-|, diskret bewerteter
Korper mit Bewertungsring A und L/K eine separable endliche Erweiterung.
Weiter sei B der ganze Abschlufl von A in L.

Bs sei dann K die Vervollstindigung von K beziiglich ||, und es sei A
der topologische Abschluff von A in K. Dann ist A auch der diskrete Be-
wertungsring beziiglich der kanonischen Bewertung |-|,» von K, die aus ||,
hervorgeht.

Es seien |-|,, mit i = 1,...,r, die Fortsetzungen von |-|, auf L und L;
die Komplettierungen beziiglich dieser Fortsetzungen. Weiter seien B; die
zugehorigen diskreten Bewertungsringe. Diese sind gleich den ganzen Ab-
schliissen von A in L;.

Proposition 2.4.4. Es gilt mit den hier eingefihrten Bezeichnungen und
dem im Beweis benannten BA

BA=DB;x---x B, (2.30)
als algebraische und topologische Isomorphie.

Beweis. Esist L&x K = L1 X - - - X L, mit einer Abbildung v von links nach rechts.
Esist B=A" mit n=[L: K].
Weiter existiert eine injektive Abbildung ¢ : B4 A — L®g K. Das Bild 1(B®a
A) sei BA und dessen Bild unter u ist, das ist zu zeigen, gleich B’ = By x --- x B,.
Zunéchst ist nun B ganz iiber A, also das Bild

wb®a a) = (by,...,b)
fiir ein beliebiges b € B auch ganz iiber A. Damit ist jedes b; ganz iiber A, also
b; € B; und BAC B'.

Des weiteren ist B; gleich dem topologischen AbschluB von B C L; unter der
Topologie, die von ||, ausgeht.

Es seien also jetzt z; € B; vorgegeben. Wihle dann b; € B mit |z; — bs|w, < €.
Da die ||w; unabhingige Bewertungen auf B induzieren, gibt es ein b € B mit
|b—b;|w; < €. Damit ist |z; — blw; < 2¢ und BA C B’ ist dicht in B’. Andererseits ist
BA = A™ vollstiandig, also abgeschlossen in B’. Damit ist BA = B’, was zu zeigen
war.

Theorem 2.4.2 (EFG-Theorem). Es sei A ein Dedekindring mit Quo-
tientenkérper K und einer separablen algebraischen Erweiterung L/K mit
[L: K] =n. Es sei B der ganze Abschluf8 von A in L. Es sei schliefilich p ein
Primideal von A.

Dann ist
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pB:q?.....q;g (231)
mit Primdealen q; aus Spec (B). Nennt man f; = [B/q; : A/p], so gilt

g
n=> e fi (2.32)
i=1

Beweis Wir konnen lokalisieren, also B und A durch B, und A, ersetzen. Dann ist
A ein diskreter Bewertungsring und B 2 A", also B/pB = BRak(p) = k(p)" = k™.
Es ist also [B/pB : k] = n. Diese Dimension zdhlen wir nun durch eine Filtrierung
ab

BQ"'QHq?i’S ;Hq?'s“ 2.--DpB (2.33)

Dabei sei 1 > a4,s+1 — ai,s = 0, wobei nur eine von Null verschiedene Differenz
auftrete. Wir kénnen die Exponenten also Schritt fiir Schritt, zum Beispiel lexiko-
graphisch, heraufzihlen.

Offensichtlich ist []q;"*/[Ta;"""" = B/q;s. Dabei tritt jedes q; genau e;—mal
als Quotient zweier Schritte in der Filtration auf. Da [B/q; : k] = f; per Definition
ist folgt also n = >_ e; f;. Der im folgenden eingefiithrte Begriff der Verzweigung

ist ein Schliisselkonzept:

Definition 2.4.1. Fiir B/A und mit den Bezeichnungen des EFG-Theorems
heifst p verzweigt in B, falls wenigstens ein e; > 1 ist.

Das folgende Theorem ist ein wichtiger Schliissel zur , praktischen“ Ana-
lyse des Zerlegungs- und Verzweigungsverhaltens:

Theorem 2.4.3. Es sei B/A eine ganze Ringerweiterung und p C A ein
mazximales Ideal. Weiter sei o € B mit fo(a) =0 fiir ein monisches fo(X) €
A[X] und es gelte

B/pB = (A/p)la+pB| = (A/p)[a]. (2.34)

sowie

dimy,py B/pB = deg fo(X) =n (2.35)

mit k(p) = A/p.
Weiter seien g1(X),...,g-(X) € A[X] und es sei

fa(X) = g1 (X)) oo o - g (X)* mod pA[X]

eine Primfaktorzerlegung im Hauptidealring k(p)[X].
Dann sind die B; = (p, g:()) C B mazimale Ideale und es gilt

pB = P -l (2.36)
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Beweis. Man betrachte die Sequenz
0—1— (A/p)X] L B/pB —0

wobei 1(X) = a ist. Es ist I’ = (fa(X)) C I. Weil n = deg fo(X) = dimy,) B/pB
ist, gilt sogar I = I’ aus Dimensionsgriinden. Also ist

B/pB = (A/p)[X]/(Ja(X))

Nach dem chinesischen Restsatz ist dann also

B/pB = A/p[X]/(g:(X)™) x -+ x A/p[X]/(g-(X)")

Die Ideale links entsprechen den Idealen rechts und somit das Primideal (g;(X))
rechts dem Primideal 8; = (p, gi(«)) links. Da rechts gilt

0= (gu(X) -+ (g-(X))*"

gilt eben auch links
pB:fp‘;‘l i"'

Es sei A ein Dedekindring mit Quotientenkérper K und L eine endliche,
separable Erweiterung von K. Weiter sei B der ganze Abschlufl von A in L
und es seien p C A und q C B Primideale mit g N A = p. SchlieBlich seien v
bzw. w die von p bzw. ¢ erzeugten Bewertungen von K bzw. L.

Dann hat man das kommutative Diagramm

L Ly (2.37)

/ /!

B Bq%BAq

/ |

A s A, —> A,

K,

wobei K, und L,, die Komplettierungen von K und L beziiglich v und w sind.

2.5 Idealnormen

Es sei im folgenden B/A eine endliche Erweiterung von Dedekindringen und
L/K die zugehorige Erweiterung der Quotientenkérper.

Definition 2.5.1. Es sei J ein gebrochenes Ideal von B. Dann ist
Nmpa(J) = [B: J]a (2.38)

die Idealnorm von J, ein gebrochenes Ideal von A.
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Proposition 2.5.1. Es sei L/K wie oben mit K = Q und A = Z. Weiter sei
b C B ein ganzes Ideal von B.
Dann ist
|(B/6)Z = Nz (6) (2.39)

Vergleicht man die Normy, g (x) und Nmp|4(zB) so ergibt sich
Proposition 2.5.2. Fir xz € L gilt
Nmp|4(2B) = Normp, g (z)A (2.40)
Ist A ein diskreter Bewertungsring, K der Quotientenkorper und B, L, A, K, B;
wie in Proposition (2.4.4) so gilt
Proposition 2.5.3. Es sei J ein gebrochenes Ideal von B. Dann gilt

Nmpa(J)A = [[Nmg, 4(JB:) (2.41)
i=1
Beweis. Folgt aus Proposition 2.3.5 und Proposition 2.3.6.

Es sei nun A ein Dedekindring mit Quotientenkérper K und L/K eine
endliche separable Erweiterung, B der ganze Abschlu8 von A in L. Uber dem
Primideal p C A mogen die Ideale 93; C B, mit ¢ = 1,...,r, liegen. Es seien
A, und By, die Lokalisierungen und AP und qui die Komplettierungen.

Dann folgt aus der vorigen Proposition das

Korollar 2.5.1. Es sei J ein gebrochenes Ideal von B. Dann gilt

Nmp 4 (J)Ap = [[ Nmg, 4, (JBy,) (2.42)
i=1
Proposition 2.5.4. Es sei A ein Dedekindring mit Quotientenkérper K und
L/K eine endliche separable Erweiterung mit Dedekindring B als ganzem
Abschlufl von A.
Dann ist J — Nmp|a(J) ein Gruppenhomomorphismus

NmB|A : IB —)IA (243)
der jeweiligen Gruppen gebrochener Ideale.

Proposition 2.5.5. Es sei A ein Dedekindring mit Quotientenkorper K und
L/K eine separable Erweiterung mit [L : K] = n und mit Dedekindring B als
ganzem Abschlufl von A.

Es sei I ein gebrochenes Ideal von A. Dann gilt

Proposition 2.5.6. Es sei A ein Dedekindring mit Quotientenkorper K und
separablen Erweiterungen F/L/K die zu Erweiterungen C'/B/A von Dede-
kindringen fiihren.

Es sei nun J ein gebrochenes Ideal von C'. Dann gilt

NmB‘A NmC‘B(J) = NmC‘A(J) (245)
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2.6 Differente

Es sei A ein Dedekindring mit Quotientenkérper K und L/K eine separable,
endliche Korpererweiterung, sowie B der ganze Abschlufl von A in L.

Da Trpx (b1b2) € A fiir b; € B, ist D(B) 2 B. Damit ist D(B)~" C B ein
ganzes Ideal von B und wir kénnen definieren
Definition 2.6.1. Es sei B/A und L/ K wie oben. Dann ist Dg|4 = D(B)™" C
B ein ganzes Ideal von B, die Differente von B {iber A.
Es gilt
Proposition 2.6.1. Mit B/A und L/K wie oben gilt Nmp|o(Dpja) = d(B/A).
Die Diskriminante ist also die Norm der Differente.

Beweis.

Nmp 4(Dpja) = Nmpa(D(B)™') = (Nmpa(D(B)) ™" =

= [B:D(B)] " = [D(B): Bl = d(B/A) (2.46)

Die zweite Gleichheit folgt, weil J — [B : J]a ein Gruppenhomomorphismus von I
nach 1,4 ist.

Es sei nun A ein Dedekindring mit Quotientenkérper K und L/K eine
endliche separable Erweiterung, B der ganze AbschluB von A in L. Uber dem
Primideal p C A mogen die Ideale B; C B, mit i = 1,...,r, liegen. Es seien
A, und By, die Lokalisierungen und A, und By, sowie K, und Lg, die
Komplettierungen.

Dann gilt

Proposition 2.6.2.
Dpla qui = ZDB‘BJAP (2.47)
d(B/A)Ap = Hd(B‘Bi/Ap) (2.48)

Beweis. Wir benutzen Proposition 2.3.5. Es ist
U=L®xk Ky =Ly, & @ Ly, =U1®--- U,
Es ist BA, = By, @ --- ® By,.. Daraus folgt
Da(B)Ay = D, (BAy) = D, (By,) ®--- ® D, (By,)
Die erste Gleichheit folgt aus Proposition 2.3.6. -

Damit ist Da(B)Ap By, = Da(B)By, = D4, (By,) indem wir die vorige Glei-
chung mit B‘ﬁi 20fp---P qui @ - -+ @ 0 multiplizieren. Durch Ubergang zu den
Inversen folgt die Beziehung fiir die Differente.

Die Gleichung fiir die Differenten folgt direkt aus Proposition 2.3.5 3.

Es sei weiter B/A und L/K wie oben und = € B, so daf§ Alx] C B mit
Alzx] ®4 K = L ist. Weiter sei g(x) = 0 mit g(7T') € A[T], monisch, das
irreduzible Polynom von x beziiglich L/K.
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Proposition 2.6.3. Mit den obigen Bezeichnungen ist:
1. D(Alz]) = ﬁA[m]
2. d(Alz]/A) = Norm e (¢/(x)) A
3. Es ist B = Alx] genau dann, wenn Dpj4 = ¢'(x)B
Beweis. 1. Ist g(T) =T" + an—1T""" + - + ao und
g(T) = (T —2)(bo + 1T + -+ b, 1 T" )

so ist (%)izo,,nq die duale Basis zu 1,1z, ...,2" "', der Basis des freien A-Moduls
A[w] Weiterhin ist b,—1 = 1 und b;—1 — xb; = a;, also, per Induktion, b; monisch in
x vom Grad n — 1 — 3.

Also ist

und damit D(A[z]) = —7— Alz].
2. Es ist

d(Alz]/A) = [D(A[z]) : Alz]] = [Al] : D(A[JCDT1 = [Alz] : Afa]] ™ =

b
g'(x)

:NormL|K( )" A = Normy x(¢'(z))A  (2.49)

—~

T

~

3. Ist B = Alz], so ist D(B) = D(A[z]) = (x) Alz] = (w)B und da-
mit Dga = ¢'(z)B. Sei umgekehrt Dpja = ¢'(z )B so ist NmB‘A(fDBM) =
[B : ¢'(x)B] = Normpx(¢'(z))A = d(A[z]/A). Nun ist nach Proposition 2.3.4
d(A[z]/A) = d(B/A)[B : Alz]]?. Da d(A[z]/A) = d(B/A) ist [B : Alz]] = A und
damit B = A[x].

Proposition 2.6.4 (Differententiirme). Es sei A ein Dedekindring mit
Quotientenkdrper K und separablen Erweiterungen F/L/K die zu Erweite-
rungen C'/B/A von Dedekindringen fiihren.

Dann gilt
Deja = Deip Dpja (2.50)
d(C/A) = d(B/A)" NmB|A d(C/B) (2.51)
mitn = [F : L].
Beweis. Zunichst die erste Formel. Es sei Boja = @g,llA, Bop = 'Dg,llB und
Bpja= DE\A
Nun ist

Trp g (CBeoipBprja) = Trojx TrpL(CBeopBpja) =
= TI‘L\K(TTF|L(C%C|B) %B|A) = TTL\K(B/%BVA) CA

mit B’ C B. Also ist
BeopBpja € Beja
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nach Definition von B¢|4.
Umgekehrt ist Trpx (Trp)(C Beja)) € A. Somit ist

TrL\K(TrF|L(C%C|A)) = TI‘L|K(B TrF|L(C%C|A)) g A

und damit
Trp L (CBcja) = Bpjaas
mit einem ganzen Ideal ag C B.
Weiter ist dann also

TrpiL(CBeiaBplaa5') € B
also nach Definition von B¢|p
%C‘A%ngagl = %C|Bac

mit einem ganzen Ideal ac C C.
Stellt man um, so folgt

Boja = BpaBco|pasac
Es ist also Boja € Bpja Beojp. Zusammen mit der ganz am Anfang bewiesenen
umgekehrten Inklusion folgt also
Beoja = BcBBrja

und durch Inversion die entsprechende Beziehung fiir die Differenten. Anwendung
von NmF|K(—) ergibt die zweite Formel fiir die Diskriminanten.
Wir konnen die zweite Formel auch direkt beweisen: Es sei

C =Bc1+ ...+ Ben

und
B = Abi + -+ Abm,
eine Basisdarstellung.
Die bE”) seien die Einbettungen von b; in den algebraischen Abschluff K mit

uw=1,...,m. Ebenso seien c;.’” die Einbettungen von ¢; in K mit v =1,...,n und
p=1...,m.
Dann ist d(C|A) = (det M)? mit
b} By el el BB o BB bl eleh o cltol
2P ClfE . ol o o3 . o%E o 2P CfE . cizb

BT TR e T kT TS e AT e BT TR e ek
R S S N . -
2272 2212 2212 2272 2272 2272 2272 2212 2212
c1 b1 C1 b2 e C1 bm Co bl Co b2 e Co bm crr Cpy b1 Cp, b2 R b

O L R L L R L L R

171 11 121 171 171 171 171 121 121
ci by by -or by 3 b 3 by ccr 3 by or b cpby oo by,

PP IR o lPbh, B GBR03 o B o P CRE e R

CETH RS < P BT TS e BT < AT RS - T



Das ist aber gleich

Q)
I

multipliziert mit

wobei B die Matrix

ist.

&)
12
C2
cim
3
22
Ca
cam
1
3
n2
Co
cilm
B
B
by b3
~ b% b%
B =
m o
by by -

2.7 Verzweigung I

Cn
12
cn
ctm
2
2
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1
cn
2
ey
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Nun ist det B> = d(B/A) und det C? = Nmp4(d(C|B)). Letztere Gleichung
folgt durch Umsortieren der obigen Darstellung von C in eine andere Blockstruktur.

2.7 Verzweigung 1

Es seien C O B 2 A Dedekindringe mit Quotientenkérpern F/L/K und

maximalen Idealen p3 C C', po C B sowie p; C A.

Weiter sei po N A = py und p3 N B = po.

Definition 2.7.1. Mit den oben eingefiihrten Bezeichungen sei

e(pa/p1) = e mit evy, (2) = vy, (2) fir alle z € K*
f(p2/p1) = [B/p2 : A/pi]

Anmerkung 2.7.1. Wir konnen e auch finden als p1 B = pSb, wobei b zu ps

teilerfremd ist.
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Proposition 2.7.1. Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen gilt:

e(p3/p1) = e(p3/p2)e(p2/p1) (2.54)
f(p3/p1) = f(p3/p2)f(p2/p1) (2.55)

Es sei nun K = K, die Komplettierung von K an einem maximalen Ideal
p C A. Die Komplettierung von A D psei A D p. Es gilt pN A = p.

Proposition 2.7.2. Es gilt mit den eben eingefiihrten Bezeichnungen

e(p/p) =1 (2.56)
fb/p) =1 (2.57)

Beweis. Es ist pA =p, alsoe =1 und A/p = A/p, also f = 1.
Betrachte nun die Diagramme von Erweiterungen und Komplettierungen

B I (2.58)
B A L K
A K
Auf dem obigen Vorgehen entsprechende Weise sei I = Ly,, B, p, C B
definiert. Es gilt dann:
Proposition 2.7.3. Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen gilt:
e(p2/p1) = e(p2/p1) (2.59)
f(p2/P1) = f(p2/p1) (2.60)

Es sei nun L/K separabel und K vollstéindig beziiglich der diskreten Be-
wertung v = v, fiir p C A, maximales Ideal des DBR A. Dann ist B C L
diskreter Bewertungsring mit Bewertung vy, = vy fiir ‘B C B, maximales
Ideal des DBR B.

Damit haben wir die Diagramme (mit Ux = A* und U = B*):

VK

0 Uk K* z 0 (2.61)
-

0 UL L* -7 0

0 UL L7 0 (2.62)
l iwm”l.f

0 Uk K*Xs7 0
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Das untere Diagramm folgt aus (Normy x 0j)(2) = 2B fiir alle 2 € K* und aus
ef =[L: K] sowie Normx(Ur) C Uk.
Es ergibt sich daraus auch die Beziehung

Nmp4(B) = p/ (2.63)

2.8 Verzweigung 11

Definition 2.8.1. Es sei S eine endlichdimensionale k—Algebra und z € S.
Weiter sei e; eine k—Basis von S und M, = |a;;| die Darstellungsmatriz von
w i zw, also ze; =Y aje;.

Dann sei

Trgp(z) = Tr M, (2.64)

Lemma 2.8.1. Es sei S eine endlichdimensionale k—Algebra mit Nilradikal
N = Ng C S. Weiter sei

SONDN?*D -2 N2 N®=(0)

und S/N = R sowie N'/N*T' =2 §/N = R.
Es gilt dann
Trg/k(2) = e Trg/i(2) (2.65)

mit z — Z aus S — S/N = R.
Es sei im folgenden wieder K vollstindig beziiglich vix und L/ K separabel,
sowie vy, die eindeutige Bewertung auf L, die von vk induziert wird. Weiter

seien (A,p,k) C (B,%, k) die Bewertungsringe in K C L, ihre maximalen
Ideale und ihre Restkorper.

Lemma 2.8.2. Firb e B gilt
TI'L‘K(b) =€ TrkL‘k(E) (266)
Normyp, x (b) = Normy,, |, (b)° (2.67)
mit b b gegeben durch B +— B/B.

Proposition 2.8.1. Es sei mit den obigen Bezeichnungen D = Dpg|4. Dann
gilt
v (D) 2e—1 (2.68)

Definition 2.8.2. Wir nennen, mit den obigen Bezeichnungen, L/K unver-
zweigt, falls

i) e(L/K) = e(B/p) = 1.
it) kr,/k separabel.
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Proposition 2.8.2. Es ist dquivalent

a) L/K ist unverzweigt.
b) Fir die Differente gilt: Dpja = B.
¢) Fiir die Diskriminante gilt: d(B/A) = A

Definition 2.8.3. Wir nennen, mit den obigen Bezeichnungen, L/K zahm
verzweigt, falls

i) chark te.
ii) kr/k separabel.
Proposition 2.8.3. Es ist dquivalent

a) L/K ist zahm verzweigt.
b) Trp x(B) = A
C) UL(®B|A) =e—1.

2.9 Komplettierungen

Lemma 2.9.1 (Henselsches Lemma). FEs sei K ein mit |-| nichtarchime-
disch bewerteter Korper. Dieser sei beziiglich || vollstindig.
Es sei
A={ze K| |z|< 1}

der zugehirige Bewertungsring. Weiter sei f(X) € A[X] ein Polynom.
Es sei ag € A und es gelte

f(ao)
f/(ao)Q

Dann ezistiert ein o € A mit | — a|< 1 und f(a) = 0.

<1 (2.69)

Beweis. Es sei 70 = sup,en , |2]-
Man definiert die Folge

(2.70)

Induktiv weist man nach
i) Es ist |an|< 1.
ii) Esist [(an — an—1)/f (an-1)|< 1

Beide Aussagen sind fiir n = 1 richtig, wie man sich mit Hilfe der Voraussetzungen
kurz iiberlegt. Um ii) induktiv zu zeigen rechnen wir aus
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Qnp4+1 — QGn f(an)

Flan)  — flan)?
Flan—1) + f'(an—1)(an — an—1) + n(an — an—1)?

(f'(an—1) + 7' (an — an—1))?
n(an — an-1)*

fan-1)2 (17 ((an — an-1)/f'(an-1)))?

Da |(an — an—1)/f (an—1)|< 1, nach Induktionsannahme, ist damit der Beweis von
ii) erbracht. Es gilt sogar

(2.71)

2
Onil — Qn Qn — Qp—1
< 2.72
a1 () | &7
also
Ap41 — On 2m
< 2.
et o (2.73)
mit ¢ = (a1 — ao)/f'(a0)|< 1. Wir rechnen weiter aus
flan)
An41 — Op = _f,(an) =

_ flam—) + flan—1)(an — an—1) + n(an — an-1)*

J(an—1) + 7' (an — an-1)

= — n(an — an71)2
T ) A+ (an — an_1)/f (an-1)) (2.74)

Also ist offenbar |an+1 —an|< 2 |t — Qn—1| mit dem ¢ < 1 von oben. Also ist ay,
eine Cauchy-Folge mit Grenzwert  und |a — ag|< 1. Es gilt dann auch f(a) = 0.
Man beachte die durch den Faktor ¢®" erzwungene besonders schnelle Konvergenz

der gewdhlten Iteration.

Proposition 2.9.1 (Krasners Lemma). Es sei K ein beziiglich |-| vollstindi-
ger, nichtarchimedisch bewerteter Korper. Weiter seien «a, B zwei Elemente
aus dem algebraischen Abschlufi K und o separabel iber K(B). Ist dann

|8 —al<|o(a) —qf (2.75)
fiir alle Einbettungen o : K(a) — K und o # id, so ist K(a) C K(f).

Beweis. Fiir jeden Automorphismus 7 € Autx(K) gilt |7z|= |z| fiir alle z € K,
denn sowohl z — |z| als auch x — |7z| sind Fortsetzungen von ||k und stimmen
daher {iberein, da K ein vollstandiger Korper iiber K ist.

Ist nun K(a) € K(B), so gibt es einen Automorphismus 7 von K(«, ), der
festléBt und fiir den 7(«) # « ist. Es ist dann 7(8 — a) = 8 — 0(«) und somit

() [B—al=[m(B-a)|l=|8—0o(a)|
Andererseits ist
la — o(a)|< max(|f — af, |8 — o(a)])
Wegen |8 — a|< |o(a) — a] ist dann |8 — a|< |a —o(a)|< |8 —o(a)] im Widerspruch

zu (*).
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Zyklotomische Korpererweiterungen

3.1 Kreisteilungskorper

Die Menge {¢ € Q | ¢(" = 1} ist mit der Multiplikation als Verkniipfung
eine Gruppe und als endliche Untergruppe eines Korpers zyklisch. Einer ihrer
Erzeuger sei ausgewéihlt und mit (,, bezeichnet.

Der Korper Q(¢,) ist dann eine separable und normale Korpererweiterung
von Q, also galoissch. Normal ist er ndmlich, weil fiir jede Einbettung o :

Q(¢n) — Q die Beziehung
¢7 = (% mit a = a, und (a,n) =1 (3.1)
gilt. Damit faktorisiert o also durch Q(¢,,) und Q(¢,) ist normal iiber Q.
Weiterhin ist offensichtlich die Zuordnung
Gal(Q(¢n) : Q) = (Z/nZ)", o+ aq

ein Monomorphismus. Wir werden zeigen, daf} sie auch ein Isomorphismus ist.

3.2 Kummertheorie

Die Kummertheorie beschreibt die abelschen Erweiterungen vom Exponent m
von Korpern k, die die m—ten Einheitswurzeln enthalten.

Sei k ein Korper, der die m-ten Einheitswurzeln p, enthélt und B* eine
Untergruppe von k* mit (k*)™ C B*. Der Koérper k((B*)Y/™) sei mit Ip-
abgekiirzt. Es sei G = Gal(lp~/k). Dann existiert eine Paarung

¥ :G % B* = fim

die folgendermassen gegeben ist: Wahle fiir ein b € B* ein a € [g+ mit "™ = b
und setze

Y(o,b) =a’/a
Das ist wohldefiniert, da fiir ein alternatives a’ mit '™ = b gelten wiirde, daf3
a' = Camit € € fiy,.
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Lemma 3.2.1. Die Abbildung 1 ist links injektiv und hat rechts den Kern
(k).

Proposition 3.2.1. Die Abbildung
B* — k(B*'™)

ist eine Bijektion von den multiplikativen Untergruppen B* C k* mit (k*)™ C
B* in die abelschen Erweiterungen l/k mit Galoisgruppen Gal(l/k), die von
m annulliert werden.

Die Umkehrabbildung st

=)™ Nk
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Endlichkeitssitze

4.1 Die Produktformel

Definition 4.1.1. Es sei K ein Korper und X die Menge seiner Stellen.
Ist dann fiir jedes x € K die Anzahl der v € X mit ||z|,# 1 endlich und

aufSerdem
L=1T l=ll. (4.1)

vEX K

so sagen wir, daf in K die Produktformel gilt.

Proposition 4.1.1. In Q mit den Bewertungen v, = ||, und ve = |-| gilt
die Produktformel.

Proposition 4.1.2. Es sei K/Q ein Zahlkorper und o € K. Dann ist ||| ,=
1 fiir fast alle w € Y.

Beweis. Es sei a € K gegeben. Dann ist

—1

a” +an10" 4+ +a=0

mit a; € Q. Fiir fast alle w € X'k ist ||a;||w= 1 fiir alle ¢ und ||-||, nicht—archimedisch.
Wir zeigen, dal dann auch ||a||= ||a||w> 1 sein mul. Wire nidmlich ||a||< 1, so
ware

1 = [laol|= [lalllar + a(az + a(as + -+ + a(an-1 + a) -+ ))[|=

= [lel[max ([|as ], [|ed]| (max([|az[, - - -, max([|an 1], [[e]]) - - ) < [lef|< 1

Durch Betrachtung von 1/« erhilt man durch dieselbe Uberlegung ||1/al|w> 1 fiir
fast alle w € Yk. Also schlieBlich ||a|w= 1 fiir fast alle w € Xk.

Lemma 4.1.1. Es sei L/K/Q ein Turm von endlichen Erweiterungen von
Zahlkirpern. Weiter sei w € X, und v € X sowie vg € Xg mit w|v|vg.
Dann ist fiir o € Ly,

[Normy,, i, (@) [lo= [lat[|.s (4.2)
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Beweis. Es gilt

2:Qy,
[Normy,, ., (@) |o= |Normy,, s, ()]0 =
Loy :Ky][Ky:Qy Lyw:Qy
= Jafty 0l g @l a1, (4.3)

Theorem 4.1.1. Es sei L O K ein Zahlkorper mit der Menge seiner Stellen
X, Weiter sei a € L und K ein Korper in dem die Produktformel gilt. Dann

1st
=11 ledlw (4.4)
weXr,

Beweis. Es ist

1= H ||NOI‘IIlL|K(Oé)||U

veEX K
und wegen
Normy, k(o) = H Normy,, |k, (@)

w|v

sowie |[Normp, |k, (@)|lv= ||| auch

1= T Ilelle=TT llal

veEX g wl|v weXy,

Korollar 4.1.1. In jedem Zahlkérper K/Q gilt die Produktformel.

4.2 Die Endlichkeit der Klassenzahl

Es sei K/Q ein algebraischer Zahlkorper und Og = A sein Ganzheitsring. Es
sei, wie oben eingefiihrt, 14 die multiplikative Gruppe der gebrochenen Ideale
mit der kanonischen Einbettung K* < I4, und der exakten Sequenz:

1 K*"—=14—Cly—1

Es gilt dann
Theorem 4.2.1 (Dirichlet). Die Idealklassengruppe Cly ist endlich.

Beweis. Es sei a C A ein ganzes Ideal mit Norm Nm(a) = N. Weiter sei A =
Zwi + - -+ + Zwy, mit einer Z-Basis (w;).
Betrachte die Teilmenge

L=ajw; +-+ anwn
mit 1 < a; < 2(Nm(a))*’™ + 1 und die Abbildung
¢:L—Ala

Die Miéchtigkeit links ist groBer 2™ Nm(a), die Méchtigkeit rechts ist Nm(a). Also
gibt es z,y € L mit ¢(z) = ¢(y) und  # y, also 0 # = —y € a. Nenne £ =z — y.
Da ¢ € a folgt éa™' =b C A.
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Weiter ist

[Normp,o(§)|= H|(b1w1 + o bpwn) <

i=1

<[Teallwf 4+ - + lballwi|< € Nm(a)  (4.5)
i=1

da ja b; < 2(Nm(a))1/” +1< C'(Nm a)l/" ist.
Also ist

INm(éa™")|= [Normpg(€)||Nma™"|< C|Nma||[Nma™'|< C (4.6)

Jedes Tdeal T = a™! ist also #quivalent zu einem ganzen Ideal b mit Nm(b) < C.
Davon gibt es aber nur endlich viele.

Sei nun J ein beliebiges gebrochenes Ideal. Dann ist dJ = a mit einem ganzen
Ideal a und d € A. Also ist J~' = da™'. Also ist J~' auch dquivalent zu a=* und
damit dquivalent zu einem von hochstens endlich vielen ganzen Idealen. Da jedes
gebrochene Ideal als J~! geschrieben werden kann, ist der Satz damit gezeigt.

Weiter unten wird ein alternativer Beweis mit Hilfe des folgenden Lemmas
gegeben.

Lemma 4.2.1 (Minkowski). Es sei I’ C R" ein Gitter mit Kovolumen d
und X C R"™ konver und punktsymmetrisch zu 0 € X und vol(X) > 2"d.
Dann ezxistiert ein x € X N I" mit x # 0.

Es sei X(§) die Menge der z = (z1,...,7,) € R™ mit ||z||< § fiir eine
bestimmte Norm ||-|| auf R™.
Weiter sei F,, = vol(X (1)) und somit vol(X(d)) = d™ F,.

Lemma 4.2.2. Der Ausdruck

|- stl(wiﬂ + x§+2) T (w§+2H + $§+2t)
nimmt auf X () das Mazimum C,0™ mil einer geeigneten Konstante C,, an.

Beweis. (), ist das Maximum des obigen stetigen Ausdrucks auf dem Kompaktum
X(1).
Man betrachte nun fiir K die Einbettung @ : K — R™ mit

&(z) = (01(x),...,05(x), R (x), ST1(2), ..., R (2), ST ()

wobei die o; die rellen Einbettungen und die 7; die wesentlich verschiedenen
komplexen Einbettungen sind. Da

Norme.q(z)|= [o1(2)]- - |os (@)1 (2)[* - |7 (2) 7,

gilt

Korollar 4.2.1. Es sei X(§) wie oben und ein ¢ wie oben gegeben. Dann ist
Normpg.g(x) < Cn0™ fiir alle z € X(§) N P(K).
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Weiter haben wir

Lemma 4.2.3. Es sei a C A ein ganzes Ideal und Norm(a) = [A : a] seine
Norm.
Dann ist

vol(R" /®(a)) = Norm(a) vol(R"/P(A)) (4.7
Es gilt sogar fiir jedes gebrochene Ideal I C K :

vol(R" /®(I)) = Norm(I) vol(R" /®(A)) (4.8)

Beweis. Die erste Gleichung gilt, weil im Fundamentalparellotop von a dasjenige von
A genau [A : a]-mal aufgeht. Fiir I existiert ein a € A mit al = a mit einem ganzen
Ideal a. Daraus folgt die zweite Gleichung wegen vol(R"/I")a™ = vol(R" /(a I)).

Wiihle nun ein beliebiges ganzes Ideal a C A und betrachte a~!. Dann ist
das Kovolumen

vol(R" /®(a™ 1)) = Norm(a™1) 27"y /|dx.q| = 3 (4.9)

Um dies einzusehen beachte man, daf3

wobei A = Zay + -+ Za, mit a; € A. Die Matrix M ist eine n X n—-Matrix die
aus s Einsen auf der Hauptdiagonalen und ¢ Blécken der Form (1 ,11) entlang der

Hauptdiagonalen besteht. Es ist also |det M|= 2 und damit jedenfalls

vol(R"/®(A)) = 27" \/|dk -

Damit und wegen vorigem Lemma ist die Behauptung nachgewiesen.

Man wéhlt nun ¢ so, daf vol(X (§)) = F,, ™ = 2™ 8. Damit enthélt X (0)
in seinem Inneren einen Punkt 2 € a=! und x # 0.

Fiir diesen ist dann auch

|[Norm(z)|< Cn0" = C, 2" Fﬁ =
Cn oo _
=522 ! Norm(a™') y/|dx.q

n

Da Az Ca 'ist za C A ein ganzes Ideal mit

|Norm(z)|Norm(a) < % 2" 27" []dr.ql-
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Es gibt also eine absolute Konstante Ck, so dafl jedes ganze Ideal a zu
einem ganzen Ideal o’ = xza in Cly dquivalent ist, fiir das Norm(a') < Ck
gilt. Von diesen a’ kann es aber nur endlich viele geben.

Wir wihlen nun eine konkrete Norm ||-||; auf R™, némlich

(@1, zn) 1=

|z1]+ - + |os|+2 \/ x§+1 + x§+2 +--+2 $§+2t71 + x§+2t~ (4.10)

Unter der obigen Abbildung @ : K — R" ist dann
[@()[li=
lo1(@) [+ + |os(a)[+[m1 (@) [+ Tr(e) [+ - - + |Te(a)[+[7e ()] (4.11)
Der oben beschriebene Wert C,, ist dann das Maximum von
[Normg.q()|= |or(a)|-- - los()[[r1 () - 72 ()|?

auf | P(a)|1< 1.
‘Wir suchen also das Maximum von wy - - - - - wy, auf wy + - +w, <1 fiir
w; = 0. Dabel ist

wy = |o(a)],...,ws = |os(@)],

W1 = |7'1(a)\,w5+2 = |?1(a) e

ooy Weyot—1 = |Tt(0l)|, Ws2t = |ft(a)| (412)

Dieses Maximum ist
C,=— (4.13)

Dies folgt aus dem Lemma

Lemma 4.2.4. Fs ist der arithmetische Mittelwert niemals kleiner als der
geometrische Mittelwert fiir w; > 0:

(4.14)

Es bleibt, noch F),, also das Volumen von ||z]|;< 1 mit € R™, zu bestimmen.
Wir nennen

Fo_i =volgn—i({z € 0" x R"™ | ||lz[|1< 1}) (4.15)
Es ist dann fiir 7 > s immer

1
Fj =2 / (1—u)yrduFj_q =2/7Fj—y (4.16)
0

Also ist schon einmal



64 4 Endlichkeitssitze
28 28

F, = F, = F, s (417
nn—1)-----(n—s+1) nn—1)-----(2t+1) ( )
Wir nennen nun
Gat—2j = volgzi—2; ({x € 0% x 0% x R*™%7 | 1/2||z||;< 1}) (4.18)
Es ist dann
G =2 /1(1 2w Gy = — @ (4.19)
E=2m ; u U kiz_k(k*l) k—2 .
Damit ist Ga; = 2'7t/((2t)!)
Nun ist aber
po o Gn_ ™
e g2t 2t(2f)”
Also ist gort et
=T _2 7 (4.20)

2tn! — pl

Wir erinnern uns an die Ungleichung

Cn
Norm(a') < T 2" 27" []dr.ql-

Setzt man ein, so folgt

125+t n! [4\'
’ n
Norm(o) < o = \/ldral = = (W) \dx:ql (4.21)

Der Ausdruck .
1 /4
Cx =" () , (4.22)

n" \m

der die vorige Ungleichung regiert, ist die berithmte Minkowskische Konstante.

4.3 Divisoren und Parallelotope

4.3.1 Definition

Es sei K/Q ein algebraischer Zahlkérper und X'x die Menge seiner Stellen.
Wir definieren
Definition 4.3.1. Es sei c: X — R eine Abbildung mit

i) ¢y, = c(v) > 0 fiir alle v € Y.
i) ¢, = 1 fiir fast alle v € Xk
i11) ¢y = |ay|y fiir alle nicht—archimedischen v mit einem geeigneten a, € K.

Dann nennen wir ¢ einen Divisor oder Y —Divisor von K.
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Wir schreiben auch ¢, fiir ¢(v) und definieren

llello = ci (4.23)
llelh =TT llello (4.24)
veEX K

Dabei stehe n, fur [K, : Q,] wobel w € Xg die durch v auf Q induzierte
Bewertung ist.
Fiir ein @ € K* sel ac durch (ac)(v) = |a|yc, definiert. Es ist dann

Jaell= flell wegen T, lal= [T, lafz*= 1.
Definition 4.3.2. Es sei ¢ ein X —Divisor. Dann heifle die Menge
L) ={z € K | |z]s< ¢} (4.25)
ein c—Parallelotop oder einfach Parallelotop.
Es ist dann auch ||z||,< |||, fiir alle z € L(c).

Lemma 4.3.1. Fir ein oo € K* definiert x — ax eine Bijektion von L(c) —
L(ac).

Lemma 4.3.2. Es sei x € L(c). Dann ist |z|,> C(c) mit einer Konstanten
C(c) die nur von ¢ abhdngt.

Beweis. Es ist

1 1 Cllv
bell= [T * oo~ 20
und Jafo= (||z]l.)"".
Proposition 4.3.1. Die Kardinalitit |L(c)| ist endlich.
Beweis. Es seien vy, . .., v, { 0o die nicht—archimedischen Stellen mit ¢,, > 1. Wihle

dann ein o € Ok mit o =0 mod py;? mit geeigneten m; > 0, so daf |ay;co; <1
ist. Ersetze dann ¢ durch ac, was wegen L(c) = L(ac) erlaubt ist.

Wir nehmen also an, daf§ ¢, < 1 fiir alle v f co. Damit ist jedes x € L(c) auch in
Ok . Weiter ist |z|,< ¢, fiir alle v | co. Da die z € Ok ein Gitter in [],,__ K, bilden,
ist die Endlichkeit von L(c) klar.

v|oco

Anmerkung 4.8.1. Wir schreiben auch A(c) fiir die Kardinalitdt |L(c)].

4.3.2 Parallelotopungleichungen

Es sei im folgenden K/Q ein Zahlkérper mit [K : Q] = n mit Ganzheitsring
A= 0g.

Definition 4.3.3. Es sei ¢ ein X —Divisor und L(c) ein Parallelotop. Dann
gilt
Cillell< Ale) < Comax(1, [e]]) (4.27)

mit Konstanten Cy,Co > 0, die nur von K abhdngen.
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Beweis. Wir beginnen mit der linken Ungleichung.
Wir withlen ein A € K, so daf fiir ¢’ = Ac die Beziehungen

2nco < ¢, < 4neo (4.28)

fiir alle v | oo gilt, mit einem unten festgestzten cg > 0, das nur von K abhéngt. Dies
ist aufgrund des Approximationssatzes fiir die Bewertungen v | co immer mdoglich.

Ebenso ist es aufgrund des Approximationssatzes bzw. schon des chinesischen
Restsatzes méglich, ein a € Z zu wihlen, so daf§ (ac’), < 1 fiir alle v { co wird. Wir
nennen ¢’ = ac’ und bemerken

2ncolaly< ¢y < 4ncolals (4.29)
fiir alle v | co.
Es sei nun a =[], por () wobei ord, (¢) = ord,(a) mit einem a € K, mit
|a|o= ¢ ist. Es ist dann
L e emar = T (4.30)
Nm(a) ’ :
Wihle nun eine Q-Basis w1, ...,w, von K aus Ox und betrachte

W(C) ={x € Ok |z =wiw1 + -+ + Wnwn,0 < w; < C,w; € Z}
mit einer Konstanten C' > 0, die noch festzulegen ist. Setze

Co = maX|UJi‘v-
v|oo

3

Betrachte die Abbildung
@:W(C)— O0k/a, w—w+a
Es gibt dann immer ein 6 € Ok /a mit

1 C7l
(0 > ——.
Nenne Wy = 43*1(9). Dann ist fiir z,y € Wo auch z — y € a, also |z — y|,< ¢ fiir
v { oo.
Fiir v | oo ist
|z — ylo< 2ncoC.

Wir beachten |a|, = a fiir alle v | co, weil a € Z, und setzen
C=a (4.31)

Wegen 2ncolal,< ¢y ist dann auch |z — y|,< ¢y fiir v | co.
Kurzum haben wir dann fiir ein festes y € Wy eine Injektion

Wo = L(¢"), z—xz—y

und es ist damit
[L(c)| = |L(<")] = [Wo| = C" /|Nmal.
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Nun ist

C”l
gl = | LI | 1 enan > { TTeE™ /(meo)™) ) e enar =
v]oo v|oco

_ I [looll€” |lenar. _ <"l =Cille| (4.32)
(4nco)™ (4nco)™ ‘

Damit ist die linke Seite der Ungleichung mit C = m gezeigt.

Fiir die rechte Seite der Ungleichung sei angenommen, dafl wenigstens ein kom-
plexes vy | 0o existiert und da A(c) > 1 sei. Man wiihle zunéichst ein ganzes m > 0
mit

m< M) <m+1
In C = K,, wéhle ein Quadrat um den Nullpunkt mit Kantenlénge 2c,, und teile
es in m? gleiche, kleine Quadrate auf. Da m? < A(c) und alle 2 € L(c) bei vo in das
grofle Quadrat fallen, gibt es ein kleines Quadrat ) mit Elementen x,y € @, so daf
z,y € L(c) sind. Wir haben dann fiir z — y folgende Beziehungen

[z — yllw< lleflw
fiir alle nichtarchimedischen w € X',. Weiter ist
lz = yllo< 2llefo

fiir alle v | co und v # wvo. Schliefllich ist aufgrund unserer Quadratunterteilung

2
2¢y 8llcl|

||xfy||v0<2( 0) _ 8lleflv
m

m2

Nun ist aber [] |z — y|lw= 1, und andererseits aufgrund unserer obigen drei

weX
Ungleichungen
1
1= T le=sllw< & [Tl TT el =
weX g wtoo w|oo

¢ c

we X

mit einer geeigneten Konstante C, die sich aus den angeschriebenen Potenzen von
2 ergibt. Also ist m? < C|lc|| und A(c) < (m + 1)? < 4m? < 4C||c||, was die rechte
Seite der Ungleichung ergibt.

Sollte kein komplexes vg | 0o existieren, so betrachte man analog ein in m Teil-
intervalle unterteiltes Intervall in R um die Null herum mit Lénge 2c,,. Die ausge-
schlossenen Fille A(c) < 1 sind unproblematisch fiir die Ungleichung.

4.4 Der Satz von Hermite-Minkowski

Es stehe im folgenden stets K/Q fiir einen algebraischen Zahlkérper mit [K :
Q] =ng =n.
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Definition 4.4.1. Es sei K/Q ein algebraischer Zahlkérper mit s reellen Ein-

bettungen o1,...,0s : K — R und t wesentlich verschiedenen komplexen Ein-
bettungen 11, ...,17 : K — C.
Dann sei

¢: K —=>R" ¢la)=(01(a),...,05(a), R (), S (), ..., Rn(a), STt ()

1/) K — (Cn7 1/J(04) = (0'1(04)7 R Us(a)77—1(a)ﬂ 77_1(04)7 B 7Tt(a)77it(a))
Lemma 4.4.1. Es ist dann ¢(Og) = I'x = I' ein Gitter im R™.
Lemma 4.4.2. Fiir eine Z-Basis b1, ..., By von O gilt

(B(B1) - D(Bn))' M = ($(B1) ... (Bn))" (4.34)
wobei
10...00
01...00
M=1........... (4.35)
00...11
00...2 —1

mit t Blocken (1 }l) ist.

Es ist |det M|= 2¢. Insgesamt folgt aus Gleichung (4.34)

Lemma 4.4.3. Mit den schon eingefiihrten Bezeichnungen gilt:

|det(d(51) - .- ¢(Bn))|= covol I'k (4.36)
|det(¥(B1) - .- (Bn))|= Vi (4.37)
covol(I') = 27" \/dk g (4.38)

Dabei stehe covol(I'x) natiirlich fir das Volumen eines Fundamentalparalle-
logramms aus einer Z-Basis von Iy, respektive von O .

Wir wollen nun {(¢(aq), ¢(az)) und Tr(ag ag) fiir a; € O miteinander
vergleichen. Dabei sei (-, ) das euklidische Skalarprodukt in R™
Es sei 0j(a;) = o% und Ry () = yj, sowie S7p(a’) = 2.

Dann ist
(d(an), dla2)) =D ajal + > (kv + 2 22) (4.39)
j k
und weiter
Tr(ag az) = Zaj(oq as) + Z(Tk:(al ag) + Tr(og ag)) =
J k

= oj(ar) oj(a2) + Y 2R(7(on) () =
j k

J

=D ala?+ > 2kl —2i2f) (4.40)
J k
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Setzt man a; = ax = a, also z; = x]l = x? und y, = yp = yi sowie

2k = z} = 2} so folgt:

(B(a), b)) =D (2> + D> ((e)” + (21)?) (4.41)
j k
Tr(a) = (2;)° + Y 2(()® — (2
k

J

)?) (4.42)

Es gilt also
Lemma 4.4.4. Mit den oben verwendeten Bezeichnungen ist
2)6(a)3 > Tr(a?) (4.43)
Da fiir o € O immer Tr(a?) € Z ist, gilt auf jeden Fall folgendes:

Lemma 4.4.5 (Abstandslemma). Setzt man B(p) = {z € R™ | ||z|]2< p},
50 st

{0} = B(p) N I'k (4.44)

fiir jedes in Frage kommende K und p > 0 geniigend klein und unabhdngig
von K (zum Beispiel p = 1//2).

Theorem 4.4.1 (Hermite-Minkowski). Fs sei K/Q eine algebraische Korperer-
weiterung mit Grad [K : Q] = n. Es sei K/Q, also Og/Z nur in den Prim-
stellen p1, ..., pr verzweigt.

Dann gibt es nur endlich viele verschiedene K, die diese beiden Bedingun-
gen erfiillen.

Dieser Satz ergibt sich aus folgendem Lemma und der danachstehenden Pro-
position:

Lemma 4.4.6. Es sei K/Q eine algebraische Kérpererweiterung mit [K : Q] <
n. Weiter sei K/Q nur in den fest gewdhlten Primstellen p1, ..., p, verzweigt.

Dann ezistiert esn D > 0, abhdngig von n und den p;, so dafl dx.q < D
15t.

Proposition 4.4.1. Es sei K/Q algebraisch, [K : Q] = n und Diskriminante
dK:Q fest.

Dann ¢ibt es nur endlich viele verschiedene K, die diese Bedingungen
erfiillen.

Beweis. Es sei n = s 4 2t, es gebe also s reelle Einbettungen o1,...,05 : K -+ R
von K und t wesentlich verschiedene komplexe m,...,7 : K — C.

Es ist dann wie oben bemerkt ¢(Ox) = I'x = I ein Gitter im R"™.

Nenne e; € R™ nun den Vektor ¢(1) = (1,...) mit ||e1]]2= v/s + t. Fiihre dann
zu e; beziiglich des euklidischen Skalarproduktes (-, -) senkrechte Vektoren es, ..., e,
(der Liange 1 oBdA) ein, so dafl insgesamt e; L e; fiir ¢ # j ist.

Nun kommt die eigentliche Uberlegung: ' ist ein Gitter mit
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covol(I'x) = 27 "/dk.o (4.45)

Wihle nun fiir jeden der Vektoren es, .. ., e, einen sehr langgestreckten (notwen-
dig konvexen) extrem schmalen Kreiszylinder F; mit Achse R e; dessen Deckelflichen
senkrecht auf der Achse stehen. Dieser erstrecke sich in beiden Achsenrichtungen
gleichweit von der Null als dem Mittelpunkt seiner Achse und ist so beziiglich 0
auch punktsymmetrisch.

Es ist offensichtlich, daB man diese Zylinder so einrichten kann, dafl

i) Fiir das Volumen vol(E;) > 2" covol(I'x) = 2" 27" | /dx, gilt.
ii) Es ist fiir alle i stets E; N B(p) = {0}.

Nach dem Fundamentalsatz von Minkowski {iber Gitter und konvexe Polyeder
gibt es dann z2,...,2, mit z; € I'r N E; und z; # 0 also z; = ¢(a;) und a; € Ok
und a; # 0.

Diese z2,...,2n sind linear unabhingig iiber R, ja es ist sogar ¢(1),22,...,2n
linear unabhéngig iiber R. Das erscheint anschaulich klar, wenn man die langge-
streckte schmale Gestalt der F; bedenkt, muf3 aber noch bewiesen werden.

Nennt man e den kleinen Radius der Kreiszylinder F; und beachtet, dafl wegen
des oben Abstandslemma genannten Lemmas jedes z; in e; Richtung mindestens
den Betrag p — € hat, so ist es einfach nétig einzusehen, daf fiir eine Matrix

1 a2 ... ain
A= | ! a2n (4.46)
anl An2 1

fiir die |asj|< €1 stets det A # 0 bei €1 geniigend klein ist. Dies ist aber offenkundig.

Damit ist dann auch 1, aa, . . ., @, linear unabhiingig iiber Q, also Q(aa, ..., an) =
K, denn es folgt ja [Q(a2,...,an) : Q] > n und wegen Q(a2,...,an) € K auch
K =Q(az,...,an).

Es bleibt zu zeigen, dafl es nur endlich viele mogliche Tupel (aq, ..., an) gibt.
Dies ist aber einfach zu sehen: In jedem E; sind fiir ¢(o;) = 2z = (zi1, ..., Tin) die
Koordinaten z;, < C fiir ein geeignetes C' > 0 das nur von dg.@ und n abhingt.
Damit sind aber auch alle elementarsymmetrischen Funktionen

ISH= 150 (..., o5(wi), . .., (), T (), . ..)| < C (4.47)

mit einem C’, das nur von C' und v abhiingt. Da S, € Z gibt es von diesen also nur
endlich viele.

Da «; das Polynom af +3"_, Sial
viele o, also auch nur endlich viele Tupel (aa, ..., an).

¥ = 0 erfiillt, gibt es also auch nur endlich
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Verallgemeinerte Idealklassen

5.1 Zykel und verallgemeinerte Idealklassengruppe

Es sei k ein Zahlkorper und X, die Menge seiner Stellen. Dann sei

e= I o

vEX)

ein abstraktes Produkt von Stellen mit Exponenten m(v) > 0 und m(v) = 0
fir fast alle v.

Definition 5.1.1. Mit den obigen Bezeichnungen heiffe ¢ = HvEZk ™) ein
Zykel fiir k.

Fiir die unendlichen Stellen treffen wir eine besondere Vereinbarung: Ist v €
X2 eine komplexe Stelle, so sei stets m(v) = 0. Ist v € X¢° eine reelle Stelle,
so ist m(v) entweder 1 oder 0. Wir konnen also die komplexen unendlichen
Stellen in ¢ ignorieren.

Wir schreiben v|c fiir eine Stelle v, fiir die m(v) > 0 ist. Weiter sei

¢ = H ,Um(v)

vle
v endlich

der endliche Teil von c.
Es sei nun = € k* ein Element des Zahlkorpers. Wir sagen, dafl

z=1 mod *c

genau dann, wenn

i) ord,(z) > 0 und ord,(z — 1) > m(v) fiir alle endlichen Stellen v|c ist
ii) x, > 0 fiir alle reellen Stellen v mit v|c gilt. Dabei stehe z,, fiir das Bild
von z unter k — k, = R.
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Anmerkung 5.1.1. Wir nennen fiir eine unendliche reelle Stelle v die Gruppe
ki =Rso und k = Ry. Es ist dann &} /k = {-1,1}.

Es sei nun

k(c) — {.’E c k* | Ordv([p) = 0 fiir alle ’U|C()} (51)
ke={x€k*|z=1 mod *c}

Wir nennen die Elemente von k(c) zu ¢ prim, die von k. kongruent 1 modulo
c. Es ist selbstversténdlich k. C k(c).

Allgemein werden wir im folgenden die Abkiirzungen X (¢) und X, benut-
zen um fiir ein algebraisches Objekt X, fiir das die Begriffe ,,prim zu ¢“ und
,kongruent 1 modulo ¢“ sinnvoll definiert sind, die entsprechenden Unterob-
jekte zu bezeichnen.

Definition 5.1.2. Es sei k ein Zahlkérper mit Ganzheitsring A und einem
Zykel ¢. Es sei 14 die Gruppe der gebrochenen Ideale. Dann ist

Ia(c)={I €14 |ord,(I)=0 fiir alle v|cg} (5.3)

Wir schreiben auch einfach I und I(c), falls k und A feststehen.

Wir nennen, wie schon weiter oben eingefiihrt, P = im(k* — I) die Gruppe
der Hauptideale von k und P, = im(k, — I) € P C I die Gruppe der
Hauptideale kongruent 1 modulo c¢.

Proposition 5.1.1. Das folgende Diagramm ist exakt:

|
0—1I(¢c)/P(¢)—=I/P—0

T

1

i

!

0

Dabei sei P(c) =I(c)NP =%ker(I(c) =1 —I/P).
Es gilt also I(c)/P(c) = I/P = Cly.

Definition 5.1.3. Wir nennen I(c)/P, die verallgemeinerte Idealklassengrup-
pe von k bzw. A oder auch c-Idealklassengruppe und schreiben auch Cly(c)
fir diese Gruppe.
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Das folgende Diagramm ist exakt:

0 0 (5.5)
! T
0 — k(c)/(Uk) — P(c)/P. —= 0
T T
0—U E(c) P(c) 0
! T
0—U Uk, P, 0
T T
0 0 0

Die verallgemeinerte Idealklassengruppe sitzt als mittlerer Term in
0— P(¢)/P. — I(¢)/P. — I(c)/P(c) =0 (5.6)

Wir zeigen im folgenden, dafl die linke Gruppe ebenfalls endlich, mithin
I(c)/ P, endlich ist.

Proposition 5.1.2. Die folgende Sequenz ist exakt:

0= ke = k(c) = [J(0p, /00 x [ ki/kd =0 (5.7)
vleo vle
v reell

In der vorigen Sequenz hat die rechts stehende Gruppe die Machtigkeit

(P(C) — 9s(9) H ((Nmk|(@ pv) _ 1) (Nmk\Q pv)m('u)—l _

’Ulto

= 2 TT |0 2| = 29 [T 00l0) = 2Opfe) (5:8)

vleg v|cg

wobei s(c) die Anzahl der reellen Stellen v|c angibt.
Die folgende Sequenz ist exakt:

0— Uk./ke — k(c)/ke = k(¢)/Uk: = 0 (5.9)

Es gilt also fiir die Méchtigkeiten:

T = (K UR) = #(P(0)/P) (5.10)

wobei Uk./k. =U/(k.NU) =U/U..
Insgesamt haben wir ein Diagramm
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(5.11)

wobei parallele senkrechte Striche fiir Isomorphie der entsprechenden Quoti-
entengruppen stehen. Es ergibt sich

Proposition 5.1.3. Die Michtigkeit von Clg(c) ist:

ICLe| p(c)  hp(co) 25
(U :U.) - (U :U,)

[1(¢)/ Pel= (5.12)
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Anzahl der Ideale in einer gegebenen Klasse

6.1 Ein grundlegendes Lemma

Es sei D C R” eine Teilmenge so da D kompakt und mit Lipschitz-Rand

ausgestattet ist. Es existiert dann d = vol(D) und es ist vol(D) = vol(D).
Weiter sei AD fiir A > 0 das Bild von D unter der Homothetie z — Az
mit vol(AD) = A" vol(D).
Es sei I' C R™ ein volles Gitter mit I' ®z R = R™ und vol(R"/I") = +.
Definition 6.1.1. Mit
Jj(I,D)=#{z |z € 'NnD}
set die Anzahl der Punkte aus I' N D bezeichnet.

Lemma 6.1.1. Mit den obigen Bezeichnungen gilt

§(I,AD) = )\"% +0(\")

6.2 Gewohnliche Ideale

Es sei K ein algebraischer Zahlkorper mit [K : Q] = n und a C Ok ein ganzes
Ideal. Mit a ~ a’ sei bezeichnet, dafl a und a’ derselben Idealklasse angehéren,
also aa’~! = (z) mit x € K* ist.

Definition 6.2.1. Es sei j(a,t) gleich der Anzahl der ganzen Ideale a’ C O
in derselben Idealklasse wie a mit Norm(a’') < ¢. Also

j(a,t) = #{a’ C Ok | a’ ~a, Norm(a') < t} (6.1)



76 6 Anzahl der Ideale in einer gegebenen Klasse

Um diese Ideale abzuzéhlen bedient man sich folgender Uberlegung: Es sei
b C Ok ein ganzes Ideal mit a=! ~ b. Weiter sei a’ ~ a mit Norm(a') < ¢.

Dann ist a’b = (z), denn links steht ein Element aus der Einsklasse von
Clg. Es gilt (z) C b, dquivalent = € b, und es ist Norm(z) = Norm(a'b) <
t Norm(b).

Man hat somit eine 1 — 1-Abbildung

{0#£d COk|d ~a, Norm(a') <t}
{0 # () C b | Norm(z) < tNorm(b)} (6.2)

die durch

a —ab=(x) (6.3)
() = b (z)=d
gegeben ist.

Es ist also j(a,t) gleich der Anzahl der Elemente z des Ideals b mit
Norm(z) < ¢t Norm(b) modulo der Aquivalenz x ~ 2/, wenn (z) = (2'), also
x = zu mit u € O%.

Theorem 6.2.1. Es ist
271 +72 R

jla,t) = mt + Ot 1) (6.5)

wobei r1 und ro die Anzahl der reellen und komplexen Stellen von K bezeichne,
Dy die Diskriminante von K sei und w fir die Anzahl der FEinheitswurzeln
in O} steht.

Beweis. Wir schicken dem Beweis einige Definitionen voraus:
Es sei & : K — R™ die weiter oben eingefiihrte Einbettung

D:(z) > (01(x),...,0m (2),R71(x), ST1(T), ..., Ry (x), STy ()

wobei o; die reellen und 7; die wesentlich verschiedenen komplexen Einbettungen
von K in R bzw. in C sind.
Weiter sei log, : K* — R™ 72 die Abbildung

logy : (z) = (log|oi(z)], ..., loglor (2)], log|7’1(x)|27 ..., log|Tr, (m)\Q)

Wir fithren die Koordinaten (z1,...,Tr,, Y1, 21, .., Yry, 2ry) in R™ als Bildraum
von @ ein. Im Bildraum von log, seien (l1,...,l ,m1,...,my,) die Koordinaten.
Die Einheiten z € O} sind durch |Normyg.g(z)|= 1, also durch

|[Normrz.q(x)|= H|m(m)| H|Tj($)|2: 1

gekennzeichnet. Es ist also

logg : 0% = V(i + -+ 1y +m1+ - +mp,)
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eine surjektive Abbildung auf ein Gitter in V(32,1 + >2;m;) deren Kern gleich
den Einheitswurzeln pz in K*, also in O%, ist. Mit » = 71 + r2 — 1 und den
Grundeinheiten e1,...,&,, also mit

z z
Ok = pi X1 X - X ep = pugpe xU"
hat man somit die Sequenz

0— pux — Ok loi>ZlogK(51) + -+ Zlogg(er) = 0

und das obenerwihnte Gitter

Iy =Zlogg(e1) + -+ + Zlogg(e,) SV L+ Y _ my) =R"

J

Das Volumen R = vol(R"/Iy) ist der Regulator von K.

Fiir weitere Betrachtungen schreiben wir RIy = R®z [y = V(z) = R” mit
z =3 li+ Zj m; und zerlegen den Logarithmenraum als R"™"' = RIy @ Re,
wobei e ein zu RIy orthogonaler Vektor mit z(e) = 1 ist. Schlieflich kiirzen wir ab:
logy e = €}

Insgesamt haben wir folgendes Diagramm

0 (6.6)
Wi K ki R™
X
i ilog/ WT
Iy —RTM= T R x0,27]2(C R")
mit den Abbildungen
X : (1’1,. N '7w7‘17y17213 .. '>yT2vZ7‘2) s
(logla1], ..., log|wr, |, log(yi + 21), .. ., log(y7, + 21,))
und
U (el My My, Q1 ey Q)
(e, ... e €™/ cos(an), €™ sin(ar), . . ., €2/ cos(an, ), €™2/ sin(ar, )
sowie der Projektion auf den ersten Faktor = : R™"1 x R™ — R" 1,
Nennt man 6,, ..., ey R™ — R"™ mit v; € {—1,+1} die Abbildungen
61’1 ,,,,, Vrl(xlv'"7w7”15y17zl7’"7y7“27z7‘2):
:(Vlwla"'a]/”'le17y17213"')yT27ZT2) (67)

so ist fir P € R™"!, dem Logarithmenraum,
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X' = U e, ¥ (P)) (6.8)
[CZ vry)

wobei die Vereinigung rechts eine disjunkte ist. Die gleiche Beziehung gilt daher
auch fiir P C R™t1,

Es sei nun F{] ein Fundamentalbereich fiir Iy C R", wir nehmen
Fp={) tie;|0<t; <1}
i=1

Weiter sei
Fy=F,®{z<0} CR™!

in der Zerlegung R™*! = RI'y & Re von oben. Es sei
Fr« = logg (Fvr)

und

F=x""(Fv).

Es ist dann auch &' (F) = Fi-.
Fir Fy C R™" und mit G = [0, 27", ist 7' (Fy) = Fy x G und wir haben

/ dxidxs - - dyrydze, =
VU (Fy xG)

1

2m2 FyxG

=7 / e“dlidm; = 7" / e“dlidm; =
Fy Fi; x{2<0}

i ( /F ) dev) ( / :i ezdz) — R (6.9)

mit 2 = 37, li + >, m;, wie oben und mit Koordinaten wy, ..., w, in RIy. Es ist
also wegen (6.8):

eXi it ™ dldmyda =

vol(F) = vol(x ' (Fv)) = 2" vol(¥(x~ ' (Fry))) =
= 2" vol(¥(Fy x G)) = 2" 7R (6.10)

nach obiger Ausrechnung des Integrals.
Mit dem eben eingefithrten Fundamentalbereich F' gilt also die Beziehung fiir

x € K*: Es ist &(z) € F #quivalent zu « € Fk~+ dquivalent zu |Norm(z)|< 1 und
logx (z) € Fu. Weiterhin gilt

#{0 # (z) C b | [Norm(z)[< t} =
=#{20% | 0 #z € b,|Norm(z)|< t} =
=1/w#{zU" |0 # x € b, |[Norm(z)|< t} (6.11)

wobei w = #u} die Anzahl der Einheitswurzeln in K ist.
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Aus der Beziehung log, (U*) = I'y und der Definition von Fy aus einem Fun-
damentalbereich Fy; fiir I'y C RIy, sowie aus der Beziehung log, = x o &, ergeben
sich die folgenden Tatsachen:

Gilt fiir ein z € K* mit [Norm(z)|< ¢t und u € U*, daB &(z), $(uzx) € tY/"F, so
ist logg (), log (uz) € x(t/"F) = Fy + log(t)e. Nach Konstruktion von Fy aus
F/, ist dann v = 1 und = = ux.

Umgekehrt gibt es fiir jedes x € K* mit |[Norm(z)|< ¢ ein u € U, so daB
log . (ux) = log (u)+log (x) € Fy+log(t)e ist. Es ist dann auch &(ux) € x ™' (Fu+
log(t)e) = t*/"F.

Jede Bahn x U* mit |[Norm(z)|< t und z € K* hat deshalb genau einen Vertreter
&’ # 0 mit &(z') € t*/"F. Damit und wegen (6.11) haben wir:

j(a,t) = #{0 # () C b | Norm(z) < t'} =

— l /1/n _ l . /n
= Loy ey = Liow, ey 02)
mit ¢ = ¢ Norm(b).

Um nun
#{0 # (z) C b | Norm(z) < t Norm(b)}
abzuzéhlen, also j(a,t) zu bestimmen, geniigt es, die (z) C Ox mit Norm(z) < ¢
abzuzihlen. Gilt fiir diese, also fiir j((1),t) = Ct + O(t'~'/™), so ist auch

jla,t) = Ct+ Ot ~1/™)

Sei ndamlich F C R"™ der Fundamentalbereich, wie wir ihn oben konstruiert haben.
Es gilt dann:

vol(F)

jat) = %j(@(b), (tNorm(b))"/"F) = wvol(R" /(b))

tNorm(b) =

= vol(F) tNorm(b) =

vol(F)
w vol(R” /®(Ok)) Norm(b) w vol(R™/P(Ok))
1

= —j(®(0),t""F) = j((1),t) mod O(t'""/") (6.13)

w

t =

Da vol(R"/®(0k)) = 27"%+/|Dk]|, geniigt es also, vol(F') zu bestimmen. Dies haben
wir aber oben schon getan und vol(F) = 2™ 72 R erhalten. Zusammengesetzt folgt
das Ergebnis.

6.3 Verallgemeinerte Ideale

Es sei ¢ ein Zykel fiir den algebraischen Zahlkérper K. Wir betrachten nur
Ideale aus I(c) und nennen a’ ~ a, wenn a’a™! € P, ist.

Definition 6.3.1. Es sei j(c,a,t) gleich der Anzahl der ganzen Ideale o’ aus
I(c) mit a ~ a und Norm(a’) < t. Also

jle,a,t) = #{a’ € I(¢c) | d’a”' € P, Norm(a') < t} (6.14)
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Theorem 6.3.1. Es ist
2Mtr2g2 (U U )R
wey/| Dy ] 25(¢) Norm(¢q)

wobei r1 und ro die Anzahl der reellen und komplexen Stellen von K bezeichne,
Dy die Diskriminante von K sei und w, fir die Anzahl der Einheitswurzeln
a mit o =1 mod *c steht.

Weiter ist R der Regulator und U = O}, die Einheitengruppe, mit U. C U
als Einheiten in k. sowie s(c) die Anzahl der unendlichen reellen Stellen in c.

t+ Ot =1m) (6.15)

j(c’ a7 t) =
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