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1.6 Anwendungen der Janetbasen von lpdgl . . . . . . . . . . . . . . . . 42
1.6.1 Eliminationstheorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
1.6.2 Multilineare Kombinationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

1.7 Transformationsgruppen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
1.7.1 Allgemeines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
1.7.2 Formale Transformationsgruppen . . . . . . . . . . . . . . . . 51
1.7.3 Implizite Darstellung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
1.7.4 Transformationsgruppen der Ebene . . . . . . . . . . . . . . . 53

1.8 Symmetrien von Differentialgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . 53
1.8.1 Prolongationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
1.8.2 Differentialinvarianten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
1.8.3 Bestimmende Systeme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2 Bestimmung des Typs der Symmetriegruppe 55
2.1 Problemstellung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
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Kapitel 1

Einführung und
Grundbegriffe

1.1 Problemstellung der Arbeit

1.2 Differentialgleichungen

1.2.1 Allgemeines

Es seien u1, . . . , um Funktionen der unabhängigen Veränderlichen x1, . . . , xn. Für

eine beliebige Funktion u von x1, . . . , xn sei DJu = uJ = ∂j

∂(x1)j1 ···∂(xn)jn
u für

J = (j1, . . . , jn), j = j1 + · · ·+ jn, jν = 0, 1, 2, . . ..

Definition 1.2.1 Eine Differentialgleichung ist eine Gleichung Ω(x1, . . . , xn, uiνJν ) =

0, wobei Ω eine in einem Punkt (x̄1, . . . , x̄n, ūiνJν ) ∈ CN analytische Funktion ist.
Ein System von Differentialgleichungen ist eine endliche Menge von Differential-
gleichungen Ω1 = 0, . . . ,Ωs = 0, die in demselben Punkt x̄1, . . . , x̄n, ūiJ analytisch
sind.

Wir definieren also Differentialgleichungen grundsätzlich im Komplexen und auch
nur lokal um einen Punkt des CN . Dementsprechend müssen dann auch Lösungen
definiert werden:

Definition 1.2.2 Als Lösung eines Systems von Differentialgleichungen Ων(xj , uiJ) =
0 um den Punkt x̄j , ūiJ bezeichnen wir ein System von Funktionen ũ(x1, . . . , xn),
die in x̄1, . . . , x̄n analytisch sind, für die ũiJ(x̄1, . . . , x̄n) = ūiJ ist und für die
Ων(xj , ũiJ(x1, . . . , xn)) = 0 in einer Umgebung von (x̄1, . . . , x̄n) ist.

1.2.2 Koordinatentransformationen

Alle in diesem Abschnitt eingeführten Abbildungen und Differentialgleichungen sei-
en, wie oben, in einem festen Punkt analytisch und als Abbildungen in der Umge-
bung dieses Punktes zu betrachten. Wir verzichten jedoch hier darauf, diese Punkte
mit zu bennennen, um die Darstellung abzukürzen. Sei x1, . . . , xn, u1, . . . , um ein
System von unabhängigen und abhängigen Veränderlichen, y1, . . . , yn, w1, . . . , wp

ein zweites. Beide seien durch die Abbildungen xi = φi(wlK , y
1, . . . , yn) und uj =

gj(wlK , y
1, . . . , yn) verbunden. Wir setzen

Dyν
def
= ∂yν +

∑
wkJ

wkJν
∂

∂wkJ
(1.1)
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Dabei stehe Jν für (j1, . . . , jν + 1, . . . , jn) und die (formal gebildete) Summe aus
unendlich vielen Gliedern erstrecke sich über alle möglichen wkJ . Der Ausdruck

Dyjh(y1, . . . , yn, wkνJν ) ist für jede Funktion h mit endlich vielen Argumenten dann
endlich definiert.

Wir richten nun an φi(wlK , y
1, . . . , yn) noch die Anforderung, daß

det(Dyjφ
i)ij 6= 0 (1.2)

die Matrix (Dyjφ
i)ij also invertierbar ist. Dies bedeutet, daß xi = φi(wlK , y

j) für
alle analytischen wl(yj), für die die Determinante in (1.2) nicht verschwindet, einen
lokal analytischen Diffeomorphismus zwischen x1, . . . , xn und y1, . . . , yn vermittelt.

Wir suchen nun für eine beliebige Differentialgleichung Ω(xi, ukJ) = 0 die Trans-
formierte φ∗(Ω)(yj , wlJ) = 0. Für diese gilt, daß für eine Lösung w̃j(y1, . . . , yn) von
φ∗(Ω) = 0 die Punkte

(
x̃i = φi(w̃lK(yj), yj), ũk = gk(w̃lK(yj), yj)

)
auf dem Graphen

einer Lösung ũk(x1, . . . , xn) von Ω = 0 liegen.
Um nun φ∗(Ω) zu finden, reicht es aus, die xi und die ukJ durch die yj und wlK

auszudrücken.
Da für xi = φi(wlK , y

j) und uk = gk(wlK , y
j) die transformierten Ausdrücke

bereits feststehen, genügt es ukJ mit |J | = n > 0 unter der Voraussetzung zu be-
rechnen, daß für alle |J | < n die Transformierten ukJ = hkJ(wlK , y

j) bereits bekannt
sind. Es wird dann φ∗(Ω)(yj , wlJ) = Ω(φi(wl, yj), hkJ(wlK , y

j)).
Betrachtet man also dukJ = ukJidx

i, setzt ein, dhkJ = ukJidφ
i, rechnet aus∑

l

(
Dylh

k
J

)
dyl =

∑
l,i

ukJi
(
Dylφ

i
)
dyl (1.3)

und vergleicht die Koeffizienten von dyl so ergibt sich

Dylh
k
J =

∑
i

ukJi
(
Dylφ

i
)

(1.4)

Da
(
Dyjφ

i
)

nach Voraussetzung invertierbar ist, hat man die Rekursionsformel

ukJi =
∑
l

Dylh
k
J ·
(
Dylφ

i
)−1

(1.5)

1.3 Systeme linearer partieller Differentialgleichun-
gen (lpdgl)

Eine Gleichung e der Form ∑
k,J

akJu
k
J = b (1.6)

heißt lineare partielle Differentialgleichung (lpdgl) für u1, . . . , um. Die ui heissen
differentielle Unbestimmte oder abhängige Unbestimmte der Gleichung e, die ukJ sind
die Differentialmonome von e. Die uk verhalten sich gegenüber Differentiationen
∂xi wie unbestimmte Funktionen uk(x1, . . . , xn), wir sprechen daher auch von einer
lpdgl in den Funktionen ui(x1, . . . , xn).

Falls b = 0, so nennen wir die Gleichung e homogen, anderenfalls inhomogen.
Die b, akJ mögen dabei sämtlich einem Integritätsring R von Funktionen ent-

stammen, dessen Elemente f ∈ R die Ableitungen ∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂xn gestatten, also

einem integren Differentialring. Wir nennen R auch Grundring, Koeffizientenring
oder Definitionsring der Gleichung e und die lpdgl e auch lpdgl über R. Mit R0

bezeichnen wir den Konstantenring R0 = {a ∈ R|∂xia = 0}.
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Dabei verstehe es sich hier wie im folgenden von selbst, daß eine Summe, wie jene
in (1.6) nur über endlich viele Elemente zu erstrecken ist, wenn nicht ausdrücklich
etwas anderes vermerkt ist.

Die so eingeführten lpdgl sind also eine Verallgemeinerung der weiter oben als
Differentialgleichungen eingeführten Gleichungen, gehen aber für geeignete Wahl
des Koeffizientenrings in diese über.

Wenn E ein System von lpdgl e ist, die alle über einem Grundring R definiert
sind, so sagen wir E ist ein System von lpdgl über dem Grundring R.

Definition 1.3.1 Sei E eine Menge von lpdgl mit Grundring R und

1. e, e′ ∈ E ⇒ e+ e′ ∈ E

2. a ∈ R, e ∈ E ⇒ a · e ∈ E

3. ∂
∂xi e ∈ E für i = 1, . . . , n

Dann nennen wir E ein (Differential–) Ideal von lpdgl.

Lemma 1.3.1 Sei Eα ein System von Idealen von lpdgl. Dann sind

1.
⋂
αEα

2.
∑
αEα = {e1 + · · ·+ ek|k ∈ N, eν ∈ Eαν}

ebenfalls Ideale von lpdgl, genannt Schnitt und Summe der Eα.
Für eine beliebige Menge E von lpdgl ist

(E) =
⋂

F⊇E,F Ideal

F (1.7)

das von E erzeugte Ideal.

1.3.1 Koeffizientenringe von lpdgl

Obwohl wir oben beliebige Integritätsringe R mit Ableitungen ∂xi als Koeffizienten-
ringe zugelassen haben, sind einige spezielle doch von besonderer Bedeutung und
sollen hier kurz vorgestellt werden:

Bemerkung 1.3.1 1. R = C(x1, . . . , xn) der Körper der rationalen Funktionen
in x1, . . . , xn.

2. Sei U ⊂ Cn offen und zusammenhängend, O(U), der Ring der holomorphen
Funktionen auf U , also ein Integritätsring. Jeder Unterring R ⊂ O(U) mit
∂xiR ⊆ R ist ein geeigneter Koeffizientenring.

3. R = C[[x1, . . . , xn]]formal der Ring der formalen Potenzreihen in x1, . . . , xn.

4. R = C[[x1, . . . , xn]] der Ring der analytischen Potenzreihen in x1, . . . , xn.

5. Sei R ein Integritätsdifferentialring obigen Typs, so ist K = Q(R) sein Quo-
tientenkörper ebenfalls ein integrer Differentialring und damit ein geeigneter
Koeffizientenring. Im Fall 4 ist K = Q(C[[x1, . . . , xn]]) der Körper der Keime
meromorpher Funktionen um (0, . . . , 0).

Ein weiterer sehr wichtiger Koeffizientenkörper benötigt für seine Definition einige
Vorbetrachtungen ([8]):

Sei U ⊂ Cn eine offene, zusammenhängende Teilmenge. Eine Teilmenge A ⊂ U
heisse dünn, wenn für jedes p ∈ U ein Polyzylinder D mit p ∈ D ⊂ U existiert, so
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daß eine holomorphe Funktion f ∈ O(D) auf A verschwindet. Für dünne Mengen
A1, A2, (Ai)i∈I ist A1 ∪A2 und

⋂
iAi ebenfalls dünn.

Eine abgeschlossene Menge A ⊂ U heisse vernachlässigbar, falls sie nirgendwo
dicht ist und wenn für jede offene, zusammenhängende Teilmenge V ⊂ U und
jede auf V − A holomorphe und lokal beschränkte Funktion f eine holomorphe
Erweiterung f̃ auf ganz V existiert. Eine dünne Teilmenge ist nach [8, Chap.I, Sec.
C, Theor. 3] auch vernachlässigbar. Ausserdem ist A1∪A2 vernachlässigbar für A1,
A2 vernachlässigbar.

Definition 1.3.2 Wir betrachten nun die Menge der Funktionen fV ∈ O(V ), die
auf Komplementen V = U − A vernachlässigbarer Mengen A definiert sind. Zwei
solche Funktionen fV1

, fV2
wollen wir identifizieren, wenn sie auf einer Menge

W ⊂ V1 ∩V2 übereinstimmen, die wieder das Komplement einer vernachlässigbaren
Menge in U ist. Die so erhaltene Menge von Funktionen bildet einen kommutativen
Differentialring K(U) mit 1.

Für U zusammenhängend, A ⊂ U vernachlässigbar ist auch U − A zusam-
menhängend, [8, p. 102]. Also ist K(U) auch Integritätsring, denn aus fV1

gV2
= 0 in

K(U) folgt f |W g|W = 0 für ein geeignetes W = U − A. Da W zusammenhängend,
ist O(W ) ein Integritätsring und somit fW = 0 oder gW = 0.

Weiterhin ist K(U) sogar ein Körper. Um dies einzusehen betrachten wir ein fV
mit V ⊂ U offen, V = U − A, A vernachlässigbar. Dann ist B = V(fV ) ⊂ V eine
dünne, also vernachlässigbare Menge in V . Nach [8, Chap. III, Sec. B, Theor. 5]

ist A ∪B vernachlässigbar in U . Auf W
def
= U − (A ∪B) ist also das multiplikative

Inverse (fV |W )−1 von fV erklärt.

Lemma 1.3.2 Es seien U, V ⊆ Cn zwei offene Gebiete und σ : V → U eine
biholomorphe Abbildung von V nach U . Dann induziert σ einen Isomorphismus
σ∗ : K(U)→ K(V ), indem jede auf U−A, A vernachlässigbar, definierte holomorphe
Funktion f auf die auf V − σ−1(A) definierte holomorphe Funktion f ◦ σ abgebildet
wird.

Beweis. Erstens ist zu zeigen, daß B = σ−1(A) mit einer in U vernachlässigbaren
Menge A in V vernachlässigbar ist. Sei also W ⊆ V offenes Gebiet und g in W lokal
beschränkt sowie in W −B holomorph. Dann ist g ◦ σ−1 in σ(W ) lokal beschränkt
und in σ(W ) − σ(B) = σ(W ) − A holomorph, also in σ(W ) holomorph. Also ist g
in W holomorph und damit B vernachlässigbar.

Zweitens gilt, daß für Funktionen f1, f2 ∈ K(U) mit fi holomorph auf U − Ai,
Ai vernachlässigbar, und f1|U−A = f2|U−A auch f1 ◦ σ|V−σ−1(A) = f2 ◦ σ|V−σ−1(A)

ist.
Drittens folgt für f1, f2 ∈ K(U) mit fi holomorph auf U −Ai, Ai vernachlässig-

bar, und f1 ◦ σ|V−B = f2 ◦ σ|V−B , B vernachlässigbar in V , B ⊇ σ−1(Ai), daß
f1|U−σ(B) = f2|U−σ(B) und somit f1 = f2 ∈ K(U).

Also ist σ∗ ein wohldefinierter Isomorphismus. �

1.3.2 Transformation von lpdgl

Sei L(R, u1, . . . , ur) die Menge der lpdgl für u1, . . . , ur über einem Ring R und
L(S,w1, . . . , ws) die Menge der lpdgl für w1, . . . , ws über einem Ring S. R habe die
Derivationen ∂

∂x1 , . . . ,
∂
∂xn und S die Derivationen ∂

∂y1 , . . . ,
∂
∂yn .

Weiter sei gegeben ein Homomorphismus ϕ : R −→ S für den folgendes Dia-
gramm kommutiert:

R
ϕ //

∂

∂xi

��

S

ϕ∗(
∂

∂xi
)
def
=

∑
j α

j
i

∂

∂yj

��
R

ϕ // S

(1.8)
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wobei die αji ∈ S sind und det(αji) ∈ S∗ gilt. Ausserdem sei eine Zuordnung

ui
ϕ∗−→
∑
j,J

bijJ w
j
J , bijJ ∈ S (1.9)

gegeben. Dann können die Daten aus (1.8) und (1.9) als Bestimmungsstücke ei-
ner verallgemeinerten Koordinatentransformation von den L(R, u1, . . . , ur) in die
L(S,w1, . . . , ws) aufgefasst werden.

Für diese Koordinatentransformation gilt

ϕ∗

(∑
aiJu

i
J

)
= ϕ∗

(∑
aiJ ∂

j1

x1 · · · · · ∂j
n

xnu
i
)

= (1.10)

=
∑

ϕ(aiJ)ϕ∗ (∂x1)
j1 · · · · · ϕ∗ (∂xn)

jn ϕ∗(u
i) (1.11)

wodurch ϕ∗ : L(R, u1, . . . , ur) −→ L(S,w1, . . . , ws) eindeutig festgelegt ist.
Die Beziehung zu der Koordinatentransformation für allgemeinere DGL, wie wir

sie in 1.2.2 betrachtet haben, ergibt sich, wenn man zum BeispielR = C[[x1, . . . , xn]],
S = C[[y1, . . . , yn]] und ui = ui(x1, . . . , xn), wj = wj(y1, . . . , yn) wählt.

Der Morphismus ϕ : R → S wird dann durch eine invertierbare analytische
Abbildung xi = σi(y1, . . . , yn), i = 1, . . . , n induziert. Das Diagramm (1.8) führt
auf die Beziehung

∂f

∂xi
◦ σ = αji

∂

∂yj
(f ◦ σ) (1.12)

= αji

(
∂f

∂xk
◦ σ
)
· ∂σ

k

∂yj
(1.13)

also

αji
∂σk

∂yj
= δki (1.14)

und somit ist die Matrix (αji)ji gleich (∂σi/∂yj)−1
ij .

1.4 Normalformen von Systemen von lpdgl

1.4.1 Termordnungen

Definition 1.4.1 Sei ukJ das System der Differentialmonome für u1, . . . , um (mit
ui(x1, . . . , xn)). Eine Totalordnung < auf den ukJ heißt Termordnung, wenn

1. uk < DLu
k

2. ukJ < ulK ⇒ DMu
k
J < DMu

l
K

Es gilt

Satz 1.4.1 Jede Termordnung ist eine Wohlordnung

Beweis. Wir haben zu zeigen, daß jede Folge

uk1

J1
> uk2

J2
> uk3

J3
> . . . (1.15)

für irgendein i > 0 abbricht. Wenn m = 1 so folgt dies aus der gewählten Definition
1.4.1 einer Termordnung und dem Lemma von Dickson ([4, 2.4, Theorem 5]). Für
m > 1 betrachte man für ein festgewähltes k mit 1 ≤ k ≤ m die Teilfolge von (1.15),
für die ki = k ist. Dies entspricht dem Fall m = 1 und dementsprechend bricht die
Teilfolge nach endlich vielen Gliedern ab. Da dies für jedes k gilt, bricht auch die
Gesamtfolge ab. �
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Beispiel 1.4.1 Einige bedeutsame Termordnungen sind

1. Die Termordnung ukJ < ulK für k < l oder k = l und J < K (wobei J < K
bedeute: es gibt ein ν0 mit jν = kν für alle ν > ν0 und jν0

< kν0
), heißt

lexikographische Termordnung.

2. Eine Termordnung mit uiJ < ukL für alle |J | < |L| nennen wir eine total–degree
Ordnung. Falls nichts weiter gesagt wird, sei damit speziell die total–degree
Ordnung ukJ < ulK für |J | < |K| oder |J | = |K| und k < l oder |J | = |K| und
k = l und J < K gemeint.

3. Es sei A eine n × l–Matrix mit nichtnegativen Einträgen, Bi, i = 1, . . . ,m,
eine Menge von l–Vektoren mit nichtnegativen Einträgen. Dann legt

uiJ < ukL ⇔ JA+Bi <lex LA+Bk (1.16)

bei geeigneter Wahl von A und Bi eine sogenannte Matrixtermordnung fest.
Dabei bedeute (d1, . . . , dl) >lex (d̄1, . . . , d̄l), daß dν = d̄ν für ν < ν0 und
dν0 > d̄ν0 ist.

Die beiden obigen Termordnungen sind dann als Matrixtermordnungen dar-
stellbar.

Nach Einführung einer Termordnung können wir jede lpdgl e =
∑
akJu

k
J − b = 0

als

e = ak0J0
uk0

J0
+

N∑
ν=1

akνJνu
kν
Jν
− b = 0 (1.17)

mit akµJµ 6= 0 und u
kµ
Jµ
> u

kµ+1

Jµ+1
für 0 ≤ µ ≤ N schreiben

Die einzelnen Glieder dieser Gleichung bekommen dann besondere Namen

Bezeichnung 1.4.1

lcoef(e) = ak0J0 heißt führender Koeffizient.

lmon(e) = uk0

J0
heißt führendes Monom.

lterm(e) = ak0J0
uk0

J0
heißt führender Term.

Die akµJµu
kµ
Jµ

heißen Terme, die akµJµ heißen Koeffizienten und die u
kµ
Jµ

heißen
Monome von e. b heißt konstanter Term oder konstantes Glied von e. Ihm wird das
Monom 1 zugeordnet, das in jeder Termordnung < vor allen ukJ liegen soll.

Die akµJµ heißen Koeffizienten von u
kµ
Jµ

.

Ein Monom ukJ mit k = kµ, J = Jµ für ein geeignetes µ, heißt in e enthalten
andernfalls nennen wir e frei von ukJ .

Statt führender Koeffizient, führendes Monom, führender Term sagen wir auch
Leitkoeffizient, Leitmonom, Leitterm.

Ist der Leitkoeffizient gleich 1, so nennen wir e normiert.
Ferner sei

reduct(e) =
∑N
ν=1 akνJνu

kν
Jν
− b das Reduktum von e.

coef(e, ukJ) =

{
akJ falls ukJ in e enthalten.

0 sonst.
der Koeffizient von ukJ in e.

supp(e) = {umL |coef(e, umL ) 6= 0} der Träger von e.
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Bemerkung 1.4.1 Wir haben oben das Monom 1 eingeführt, das dem konstanten
Glied einer lpdgl zugeordnet wird, Weiter führen wir ein Monom 0 ein, das wir der
Gleichung e = 0 zuordnen und für das DJ(1) = 0 und DJ(0) = 0 gilt. Die Ordnung
< erweitern wir nach der Regel 1 < 0 < uiJ für alle i, J . Eine so erweiterte
Termordnung < bleibt eine Totalordnung und auch eine Wohlordnung. Ausserdem
gilt für sie m < DJ(m) und m1 < m2 ⇒ DJ(m1) < DJ(m2) für alle Monome m,
m1, m2, wie in Definition 1.4.1 gefordert.

Für eine totalgeordnete Menge M können wir eine Totalordnung auf der Menge
ihrer endlichen Teilmengen einführen:

Definition 1.4.2 Sei (M,<) eine totalgeordnete Menge, Pfinite(M) = {N ⊆M ||N | <
∞} und N>m = {n ∈ N |n > m} für N ⊆M , m ∈M . Dann sei

N1 > N2 ⇔ ∃m ∈ N1,m /∈ N2 : (N1)>m = (N2)>m (1.18)

für N1, N2 ∈ Pfinite(M).

Bemerkung 1.4.2 Aus Definition 1.4.2 folgt ∅ < N für alle N ⊆M , N 6= ∅. Zum
Beweis wähle man m = max(N).

Bemerkung 1.4.3 Seien N1, N2 ∈ Pfinite(M) und N2 entstehe aus N1 durch Weg-
lassen eines m ∈ N1 und Hinzufügen einer, möglicherweise leeren, Menge von
m′ < m. Dann ist N2 < N1.

Es gilt:

Satz 1.4.2 Ist in den Bezeichnungen von Definition 1.4.2 die Menge (M,<) wohl-
geordnet, so gilt dies auch für (Pfinite(M), <).

Beweis. Wir nehmen an, es gäbe eine unendliche Folge

N1 > N2 > N3 > . . . (1.19)

Dann ist max(Ni) ≥ max(Ni+1), so daß wegen der Wohlgeordnetheit von M ein
i1 > 0 existiert mit max(Ni) = m1 für alle i ≥ i1. Ebenso hat jedes Ni mindestens
ein Element, da sonst die Folge abbräche (Bemerkung 1.4.2).

Wir nehmen nun an, es seien bereits iν ≥ iν−1 ≥ . . . ≥ i1 gefunden, so daß für
i ≥ iµ, 1 ≤ µ ≤ ν die µ größten Elemente von Ni gleich seien. Insbesondere enthalte
jedes Ni mit i ≥ iµ auch mindestens µ Elemente. Wir wollen nun ein iν+1 ≥ iν
finden, für daß diese Behauptung entsprechend gilt.

Zunächst einmal muß jedes Ni mit i ≥ iν auch ν + 1 Elemente enthalten. Ent-
hielte nämlich eines, Ni0 , nur ν Elemente, so müßte dies aufgrund der Indukti-
onsannahme auch für Ni0+1 gelten, da sonst Ni0+1 > Ni0 . Somit wäre die Folge
stationär.

Da unendlich abnehmende Folgen in M nicht vorkommen, muß aber nun auch
die Folge der ν+1-st größten Elemente in Ni, i ≥ iν ab einem bestimmten i stationär
werden. Dieses ist unser gesuchtes iν+1.

Bezeichnen wir nun das ν-t größte Element eines Ni, i ≥ iν mit mν , so haben
wir eine unendliche Folge mν > mν+1 konstruiert. Ein solche kann aber in M nicht
vorkommen. �

Korollar 1.4.1 Sei in den Bezeichnungen von Definition 1.4.2 eine Folge N1, N2, N3, . . .
gegeben, bei der Ni+1 aus Ni durch Weglassen eines m ∈ Ni und Hinzufügen einer,
möglicherweise leeren, Menge von m′ < m entsteht. Dann bricht Ni ab.
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Bemerkung 1.4.4 Indem man die vorigen Betrachtungen auf die Menge M der
Monome ukJ mit einer gewählten Termordnung überträgt, ergibt sich entsprechend
eine Wohlordnung auf der Menge der supp(e) für lpdgl e die aus den ukJ aufgebaut
sind.

Unter Mißbrauch der Bezeichnung schreiben wir auch e < f falls supp(e) < supp(f).
Es gibt dann allerdings e 6= f für die weder e < f noch f < e gilt. Allerdings ist
natürlich e 6= f für e < f .

1.4.2 Reduktionstheorie

Die folgenden Betrachtungen gelten ohne weitere Überlegung, wenn man die ein-
schränkende Annahme macht, daß alle vorkommenden lpdgl homogen sind. Aller-
dings ist diese Einschränkung nicht wirklich erforderlich, und ich werde mit einigen
Hinweisen verdeutlichen, wie man die Überlegungen auf den allgemeinen Fall wo
auch inhomogene lpdgl zugelassen sind, zu verallgemeinern hat.

Definition 1.4.3 Sei F ein System von lpdgl, f = βu+ r ∈ F wobei u das Leitmo-
nom β der Leitkoeffizient und r das Reduktum von f sei. Weiter sei e = αDJu+w
eine lpdgl, wo α 6= 0 und w frei von DJu ist. Dann nennen wir die Bildung von

e′ = α(DJ(−r/β)) + w = e− αDJ(f/β) (1.20)

eine Reduktion erster Art von e durch F . Um genauer auf das reduzierende f Bezug
zu nehmen, sprechen wir auch von einer Reduktion von e durch f oder von einer
Reduktion von e durch f am Monom DJu. Wir schreiben abkürzend auch

e −→ e′ oder e
F−→ e′ oder e

f−→ e′ (1.21)

Definition 1.4.4 Unter Verwendung der Bezeichnungen von Definition 1.4.3 nen-
nen wir die Bildung von

e′′ = βe− αDJf (1.22)

analog eine Reduktion zweiter Art von e durch F (von e durch f , von e durch f
am Monom DJu), wofür wir dann

e r2−→ e′′ oder e r2
F−→ e′′ oder e r2

f−→ e′′ (1.23)

schreiben.

Bemerkung 1.4.5 Eine Reduktion (erster oder zweiter Art) einer inhomogenen
lpdgl e =

∑
aiJu

i
J − b am absoluten Glied b 6= 0 ergibt e0 =

∑
aiJu

i
J .

Bemerkung 1.4.6 Sowohl bei einer Reduktion erster Art, als auch bei einer Re-
duktion zweiter Art, enthält das Ergebnis das Monom DJu nicht mehr, dafür können
aber neue Monome vi enthalten sein, für die vi < DJu ist. Monome v > DJu treten
nicht hinzu.

Bemerkung 1.4.7 Es gilt stets

e
f−→ e′ ⇒ γe

f−→ γe′ und γe r2
f−→ γe′ (1.24)

wobei die Reduktionen überall am gleichen Monom erfolgen sollen.
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Sind die Koeffizienten von e und f aus einem (Differential–)Ring R, so gilt dies auch
für die Koeffizienten der Reduktion zweiter Art von e mit f . Bei der Reduktion
erster Art sind die Koeffizienten hingegen aus Rβ . Aus diesem Grund sind Reduk-
tionen zweiter Art für die praktische Ausführung der Rechnung oft vorteilhafter.
Reduktionen erster Art sind aber für die Herleitung der im Folgenden zu gebenden
Beweise günstiger, so daß wir auch das Verhältnis dieser beiden Reduktionsarten
zueinander betrachten werden.

Bemerkung 1.4.8 Sei F , e wie oben. Dann gilt

@e′ : e
F−→ e′ ⇔ @e′′ : e r2

F−→ e′′ (1.25)

In diesem Fall sagen wir: e ist reduziert bezüglich F .

Bezeichnung 1.4.2 Durch e
F−→ e′ (bei gegebenem F ) wird eine Relation unter

den lpdgl definiert. Den transitiven bzw. reflexiv–transitiven Abschluß der Relation
F−→ bezeichnen wir mit

F+−→ ,
F ∗−→ . Analog erklären wir r2 F+−→ , r2 F ∗−→ .

Lemma 1.4.1 Sei ei eine Folge von lpdgl mit ei −→ ei+1 wobei −→ für eine Re-
duktion erster oder zweiter Art stehe. Dann bricht ei ab.

Beweis. Bemerkung 1.4.6, Bemerkung 1.4.4 und Korollar 1.4.1. �

Wir sagen auch: −→ und r2−→ sind noethersche Reduktionsrelationen.

Bezeichnung 1.4.3 Seien e1, e2 zwei lpdgl. Wenn ein f existiert mit e1
∗−→f∗←−e2,

so schreiben wir e1 ↓ e2, und nennen f einen gemeinsamen Nachfolger von e1 und
e2 (bezüglich oder für −→).

Bezeichnung 1.4.4 Sei F ein System von lpdgl,
F−→ die zugehörige Reduktionsre-

lation erster oder zweiter Art. Eine lpdgl e heiße Konfluenzanfangspunkt wenn für
alle e1, e2 gelte

e
F

∗ ��
F

∗��
e2e1

⇒ e1 ↓ e2 für
F−→ (1.26)

Sind alle e Konfluenzanfangspunkte, so heiße
F−→ konfluent.

Bemerkung 1.4.9 Um uns Fallunterscheidungen zu ersparen, führen wir den Be-
griff der Nullreduktion ein.

Die Ersetzung von γu durch γv in einem Ausdruck einer ldpgl γu + r, in dem
r frei von u ist, soll Nullreduktion mit f = u − v heißen, falls γ = 0 ist. Eine
Nullreduktion ändert also an einem Ausdruck nichts, überführt ihn aber in eine
Form, in der er ersichtlich frei von u ist.

Wenn sich ein Ausdruck e1 in einen Ausdruck e2 durch eine Kette von Reduk-
tionen überführen läßt, von denen einige Nullreduktionen sind, wird e1 natürlich
schon allein durch die in dieser enthaltenen Reduktionen, die keine Nullreduktionen
sind, in e2 überführt. Wir nennen diese auch wirkliche Reduktionen.

Lemma 1.4.2 Es seien e1, e2, p drei lpdgl. Dann gilt

e1
f−→ e2 ⇒ (e1 + p) ↓ (e2 + p) für

f−→ (Summen–Halbkompatibilität) (1.27)

Beweis. Sei e1 = αu + w, w frei vom Monom u. Die Reduktion finde vermittels
f = u− v statt, wobei u das Leitmonom von f ist. Nach Definition der Reduktion
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erster Art bilden diese Annahmen keine Einschränkung der Allgemeinheit. Es ist
dann e2 = αv + w.

Außerdem können wir p = βu annehmen, da für p = βu + p1 mit p1 frei von u
auf jeden Fall e1 + p1 −→ e2 + p1 gilt.

Damit ist
e1 + p = (α+ β)u+ w, e2 + p = βu+ αv + w (1.28)

Fuhren wir also die in (1.28) möglichen Reduktionen an u jeweils aus, so erhalten

wir e1 + p
∗−→ f und e2 + p

∗−→ f mit f = (α + β)v + w. Man beachte, daß hier
∗−→ steht, denn die Reduktion an u kann ja durchaus eine Nullreduktion gewesen

sein (nämlich im Fall α+ β = 0). �

Lemma 1.4.3 Seien e1, e2, p drei lpdgl, F ein System von lpdgl. Es gelte

e1 = q1
F−→q2

F−→· · · F−→qr = e2 (1.29)

und alle qi + p, i = 2, . . . , r − 1 seien Konfluenzanfangspunkte für
F−→.

Dann ist e1 + p ↓ e2 + p für
F−→

Beweis. Für r = 2 folgt das Ergebnis aus Lemma 1.4.2.
Es sei also r > 2 und der Satz für r − 1 schon bewiesen. Es gilt dann q2 +

p
F ∗−→ z

∗F←−e2 + p, sowie wegen Lemma 1.4.2 e1 + p
F ∗−→w

∗F←−q2 + p. Da q2 + p Kon-
fluenzanfangspunkt ist, folgt

e1 + p

F

∗##

q2 + p

F

∗{{

F

∗""

e2 + p

F

∗||
w

F

∗##

z
F

∗{{
e

(1.30)

�

Lemma 1.4.4 Es seien u ein Monom, pi mit 1 ≤ i ≤ r eine Familie von lpdgl mit

pi < u und pi
F ∗−→ qi. Weiter seien alle e < u Konfluenzanfangspunkte für

F−→.
Dann gilt p1 + · · ·+ pr ↓ q1 + · · ·+ qr. Insbesondere folgt aus q1 + · · ·+ qr = 0,

daß p1 + · · ·+ pr
F ∗−→ 0.

Beweis. Der Fall r = 1 ist trivial, für alle r < s sei der Satz richtig. Es ist also

p1 + · · ·+ ps−1

∗&&

q1 + · · ·+ qs−1

∗xx
w

(1.31)

Bezeichnen wir die Glieder der Kette p1 + · · ·+ ps−1
F ∗−→ w mit ki und die Glieder

der Kette q1 + · · ·+ qs−1
F ∗−→ w mit li so gilt ki + ps < u und li + qs < u. e < u

ist nämlich gleichbedeutend damit, daß alle Monome in e kleiner als u sind, so daß
mit e, e′ < u auch e+ e′ < u ist. Nach Lemma 1.4.3 ist also p1 + · · ·+ ps ↓ w + ps

und w + qs ↓ q1 + · · · + qs. Für die Glieder vi der Kette ps
F ∗−→ qs gilt ebenso

vi + w < u und damit w + ps ↓ w + qs. Nimmt man dies zusammen, so kann man
p1 + · · ·+ps ↓ q1 + · · ·+qs folgern, denn die verbindenden Konfluenzen können stets
konstruiert werden, da alle präsumptiven Konfluenzanfangspunkte < u sind. �
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Lemma 1.4.5 Es seien e1, e2 zwei lpdgl und ∂ = ∂xi Dann gilt

e1
f−→ e2 ⇒ (∂e1) ↓ (∂e2) für

f−→ (Differential–Halbkompatibilität) (1.32)

Beweis Es sei e1 = α∂u+βu+ γu1 + r. Dabei sei u das Monom, an dem reduziert
wird, ∂u1 = u und r frei von u1, u und ∂u. Die Reduktion werde ohne Beschränkung
der Allgemeinheit vermittelt durch f = u− (εu1 + s) wobei u das Leitmonom und
s frei von u1 sei. Wir haben also

e1 = α∂u+ βu+ γu1 + r (1.33)

e2 = α∂u+ β(εu1 + s) + γu1 + r (1.34)

u −→ εu1 + s (1.35)

∂u −→ εu+ ∂ε u1 + ∂s (1.36)

∂e1 = α∂∂u+ (∂α+ β)∂u+ (∂β + γ)u+ ∂γ u1 + ∂r (1.37)

∂e2 = α∂∂u+ ∂α ∂u+ (βε+ γ)u+ ∂(βε+ γ)u1 + ∂r + ∂(βs) (1.38)

In (1.37) und (1.38) sind die Terme, in denen u und ∂u nicht explizit auftauchen
aufgrund der Vorraussetzungen über r und s auch wirklich frei von u und ∂u. Wir
erhalten also nach Ausführung der Reduktion (1.36):

∂e1 = α∂∂u (1.39)

+ ((∂α+ β) ε+ ∂β + γ)u+ ((∂α+ β) ∂ε+ ∂γ)u1

+ (∂α+ β)∂s+ ∂r

∂e2 = α∂∂u (1.40)

+ (∂α ε+ βε+ γ)u+ (∂α ∂ε+ ∂(βε+ γ))u1

+ ∂α ∂s+ ∂r + ∂(βs)

= α∂∂u (1.41)

+ ((∂α+ β) ε+ γ)u+ ((∂α+ β) ∂ε+ (ε∂β + ∂γ))u1

+ ∂α ∂s+ ∂r + ∂(βs)

= α∂∂u (1.42)

+ ((∂α+ β) ε+ γ)u+ ((∂α+ β) ∂ε+ (ε∂β + ∂γ))u1

+ (∂α+ β) ∂s+ ∂r + ∂β s

Erneut gilt, daß das Monom u nur explizit auftaucht, und durch die Ersetzung von
∂β u gemäß (1.35) der Ausdruck (1.39) in (1.42) übergeht. Also gehen (1.39) und
(1.42) durch die Reduktion an u mit (1.35) in einen gemeinsamen Nachfolger z
über. �

Bemerkung 1.4.10 Für den Fall inhomogener lpdgl ist im vorigen Lemma nur
der Fall u = 1 näher zu betrachten. u1 existiert dann nicht, s, ε und α sind gleich
0. Man sieht unschwer, daß das Lemma auch in diesem Fall gültig bleibt.

Lemma 1.4.6 Seien e1, e2 zwei lpdgl, F ein System von lpdgl, ∂ = ∂xi . Es gelte

e1 = q1
F−→q2

F−→· · · F−→qr = e2 (1.43)

und alle ∂qi, i = 2, . . . , r − 1 seien Konfluenzanfangspunkte für
F−→.

Dann ist ∂e1 ↓ ∂e2 für
F−→. Insbesondere ist für e2 = 0 ∂e1

F ∗−→ 0.

Beweis. Wie Lemma 1.4.3 unter Benutzung von Lemma 1.4.5 an Stelle von Lemma
1.4.2 �
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Lemma 1.4.7 Es sei u ein Monom und alle e < u Konfluenzanfangspunkte. Weiter

seien e1, e2 zwei lpdgl mit e1
F ∗−→ e2, F ein System von lpdgl und ∂ = ∂xi . Es sei

e1 < u und ∂e1 < u. Dann gilt ∂e1 ↓ ∂e2, insbesondere ist für e2 = 0 ∂e1
F ∗−→ 0.

Beweis. Wir haben nur zu zeigen, daß die Bedingungen an die qi in Lemma 1.4.6
erfüllt sind. Man sieht, daß dies jedenfalls dann der Fall ist, wenn man aus qi < u
und ∂qi < u auf qi+1 < u und ∂qi+1 < u schließen kann, da ja wegen q1 = e1 < u
und ∂q1 = ∂e1 < u die Grundlage für einen induktiven Schluß gegeben ist. Wenn
qi = αv + r mit Leitmonom v und r frei von v ist, so ist jedenfalls v < u, und
auch das Leitmonom ∂v von ∂qi ist wegen ∂qi < u kleiner als u. Damit gilt für das
Leitmonom v1 von qi+1 — einer Reduktion von qi — v1 ≤ v, also ∂v1 ≤ ∂v < u.
∂v1 ist aber das Leitmonom von ∂qi+1, also sind alle Monome von ∂qi+1 kleiner u
und damit ∂qi+1 < u. Damit ist der Induktionsschluß vollzogen und Lemma 1.4.7
bewiesen. �

Lemma 1.4.8 Es sei e = αu1 + βu2 + r eine lpdgl, wobei u1 > u2 Monome seien

und r frei von u1 und u2 sei. Es seien f1 und f2 zwei lpdgl und e
f1−→ e1 eine

Reduktion von e an u1, e
f2−→ e2 eine Reduktion von e an u2. Es sei F = {f1, f2}.

Dann ist e1 ↓ e2 für
F−→.

Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann f1 = u1 − (γu2 + w1) und
f2 = u2−v2 angenommen werden, wobei u1 bzw. u2 die Leitmonome von f1 bzw. f2

und w1, v2 frei von u1, u2 sind. Damit wird e1 = αw1 + (αγ + β)u2 + r und
e2 = αu1 + βv2 + r. Erneut tauchen u1 und u2 nur explizit auf, und wir reduzieren
nun e1 an u2 und e2 an u1 und erhalten e′1 = αw1 + (αγ + β)v2 + r sowie e′2 =
αw1 + αγu2 + βv2 + r. Reduziert man jetzt das wieder nur explizit auftauchende

u2 in e′2 so ergibt sich e′′2 = αw1 + αγv2 + βv2 + r. Mit e
def
= e′′2 = e′1 gilt also

e1
F ∗−→e∗F←−e2. �

Bezeichnung 1.4.5 Für zwei lpdgl e, e′ bedeute e ∼= e′, daß ein α 6= 0 existiert mit
e = αe′.

Lemma 1.4.9 Seien e, e1 zwei lpdgl, F ein System von lpdgl. Es gelte e r2
F−→ e1.

Weiterhin seien alle e′ < e Konfluenzanfangspunkte von
F−→. Dann existieren lpdgl

k ∼= k′ mit
e

F

∗ ��

F

r2

��
k′

∼= // k e1
F∗oo

(1.44)

Beweis. Es sei e = αDJu+ w, w frei vom Monom DJu. Die Reduktion e r2
F−→ e1

am Monom DJu werde vermittelt durch f = βu − r, wobei u das Leitmonom von
f und r frei von u sei.

Dann ist

e1 = βαDJu+ βw − αDJ(βu) + αDJr (1.45)

= βw − α
∑

E+F=J
E>0

cE,FDE(β)DF (u) + αDJr (1.46)
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Man betrachte jetzt die Reduktionskette

−α
∑

E+F=J
E>0

cE,FDE(β)DF (u) = q1
f−→q2

f−→· · · (1.47)

· · · f−→qs = −α
∑

E+F=J
E>0

cE,FDE(β)DF (r/β)

die entstehe, indem, beginnend vom kleinsten DF (u) an, sukzessive DF (u) mit f auf
erste Art reduziert, also DF (u) durch DF (r/β) ersetzt werde. Wir bemerken, daß
DF (r/β) nur Monome < DF (u) enthält, so daß die Reduktionskette wohldefiniert
ist. Nullreduktionen werden dabei ausgeführt, führen aber nicht zum Eintrag eines
qi.

Da alle qi+βw+αDJr das Monom DJu nicht enthalten, welches in e vorkommt,
und mit e in allen Monomen übereinstimmen, die> DJu sind, folgt qi+βw+αDJr <
e.

Alle diese Ausdrücke sind also Konfluenzanfangspunkte und wir können Lemma
1.4.3 anwenden. Es ergibt sich

e1 = q1 + βw + αDJr
F ∗−→z∗F←−es = qs + βw + αDJr (1.48)

Wir rechnen es weiter aus

es = −α
∑

E+F=J
E>0

cE,FDE(β)DF (r/β) + βw + αDJr (1.49)

= −α
∑

E+F=J
E>0

cE,FDE(β)DF (r/β) + βw + αDJ (β(r/β)) (1.50)

= −α
∑

E+F=J
E>0

cE,FDE(β)DF (r/β) + βw + α
∑

E+F=J

cE,FDE(β)DF (r/β) (1.51)

= αβDJ(r/β) + βw (1.52)

Die Reduktion erster Art von e mit f an DJu ist aber nichts anderes als
DJ(r/β) + w = es/β. Wir haben also

e
f

||

f

r2

  
es/β

∼= // es

F

∗ ��

e1

F

∗
~~

z

(1.53)

also auch
e

f

}}

f

r2

��
es/β

F

∗ ��

e1

F

∗ ��
z/β

∼= // z

(1.54)

Mit k′ = z/β und k = z ist damit der Beweis erbracht. �
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Bemerkung 1.4.11 Für den Fall inhomogener lpdgls ist nur die Möglichkeit von
u = 1, e = αu+w, f = −βu (in den obigen Bezeichnungen) in Betracht zu ziehen.
Für diesen Fall ist das Lemma aber trivialerweise richtig, weil e1 = k = k′ = e0 mit
e0 dem homogenen Teil von e.

Definition 1.4.5 Es seien u1 = uνJ und u2 = uνK zwei Monome zur selben Funk-
tion. Wie man sich leicht überlegt, gibt es unter den u mit u = DLu1 = DMu2 ein
eindeutig bestimmtes u′, so daß jedes andere dieser Art als DNu

′ gebildet werden

kann. Es ist u′ = DSu
ν mit S = J ∨ K. Dabei ist J ∨ K def

= (max(jp, kp)) für
J = (jp), K = (kp). Mit J1 und K1 bezeichnen wir S − J und S −K. Das Monom
u′ nennen wir auch kleinstes gemeinsames Vielfaches der Monome u1 und u2 und
schreiben u′ = kgV(u1, u2).

Bezeichnung 1.4.6 Allgemein wollen wir für zwei Monome u, DJu das Monom
DJu ein Vielfaches von u und u einen Teiler von DJu nennen. Wir schreiben dafür
auch u|DJu.

Bemerkung 1.4.12 Durch kgV(u1, u2, . . . , ur)
def
= kgV(kgV(u1, . . . , ur−1), ur) läßt

sich ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von r Monomen ui = DJiu
ν definieren.

Definition 1.4.6 Seien e1 = αu1 + v1 und e2 = βu2 + v2 zwei lpdgl mit den
Leitmonomen u1 und u2. v1 bzw. v2 seien frei von u1 bzw. u2.

Die Monome u1 und u2 seien von der in Definition 1.4.5 diskutierten Art.
Wir definieren nun unter Benutzung der Bezeichnungen aus Definition 1.4.5:

igb1(e1, e2)
def
= DJ1

(e1/α)−DK1
(e2/β) = DJ1

(v1/α)−DK1
(v2/β) (1.55)

igb2(e1, e2)
def
= βDJ1

e1 − αDK1
e2 (1.56)

und nennen diese Bildungen Integrabilitätsbedingung erster Art und Integrabilitäts-
bedingung zweiter Art.

Mit ligb(e1, e2) bezeichnen wir kgV(u1, u2).

Bemerkung 1.4.13 Beide Integrabilitätsbedingungen enthalten nur Monome, die
kleiner als u′ = DSu

ν sind.

Bemerkung 1.4.14 Wir definieren Integrabilitätsbedingungen igb1(e1, e2) oder igb2(e1, e2)
nur für ei mit lmon(ei) 6= 1 also für lpdgl, die von der konstanten lpdgl e = −β ver-
schieden sind.

Für die Einführung zweier Arten von Integrabiltätsbedingungen gilt das oben über
die Einführung zweier Arten von Reduktionen gesagte.

Lemma 1.4.10 Sei F ein System von lpdgl, e1, e2 ∈ F zwei lpdgl mit Leitmonomen
u1, u2 für die kgV(u1, u2) = u existiere. Ferner seien alle e mit e < u Konfluenz-

anfangspunkte für
F−→.

Dann existieren lpdgl w′ ∼= w mit

igb1(e1, e2)

F

∗ ��

igb2(e1, e2)

F

∗ ��
w′

∼= // w

(1.57)

Beweis. Sei e1 = αu1 + v1, e2 = βu2 + v2, v1 frei von u1, v2 frei von u2. Weiter sei
DJ1

u1 = DJ2
u2 = DSu

ν .
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Dann ist

igb2(e1, e2) = βDJ1
e1 − αDJ2

e2 (1.58)

= βDJ1
(αu1) + βDJ1

v1 − αDJ2
(βu2)− αDJ2

v2

Weiter gilt

βDJ1
(αu1)− αDJ2

(βu2) = s1 − s2 mit (1.59)

s1 = β
∑

E+F=J1
E>0

cE,FDE(α)DF (u1)

s2 = α
∑

K+L=J2
K>0

cK,LDK(β)DL(u2)

und also

igb2(e1, e2) = s1 − s2 + βDJ1
(v1)− αDJ2

(v2) (1.60)

= s1 − s2 + r mit

r = βDJ1
(v1)− αDJ2

(v2)

Wie in Lemma 1.4.9 schließen wir nun auf die Existenz der Reduktionsketten

s1
e1∗−→ − β

∑
E+F=J1
E>0

cE,FDE(α)DF (v1/α) = s′1 (1.61)

s2
e2∗−→ − α

∑
K+L=J2
K>0

cK,LDK(β)DL(v2/β) = s′2 (1.62)

Sie entstehen durch der Ordnung < nach von unten her beginnende Reduktionen
der DF (u1) mit e1 zu −DF (v1/α) und der DL(u2) mit e2 zu −DL(v2/β).

Bezeichnet man die Glieder der Reduktionskette (1.61) mit pi und die der Re-
duktionskette (1.62) mit qi, so ist leicht ersichtlich, daß alle pi − s2 + r < u und
alle −qi + s′1 + r < u sind, weil sie nämlich u nicht, sondern nur kleinere Monome

enthalten. Sie sind also alle Konfluenzanfangspunkte von
F−→.

Wie in Lemma 1.4.9 schliessen wir nun mit Lemma 1.4.3 auf s1−s2+r ↓ s′1−s2+r
und −s2 + s′1 + r ↓ −s′2 + s′1 + r und weiter auf s1 − s2 + r ↓ s′1 − s′2 + r.

Im Bild

s1 − s2 + r

F

∗%%

s′1 − s2 + r

F

∗%%

F

∗ yy

s′1 − s′2 + r

F

∗ yy
z1

F

∗%%

z2

F

∗ yy
z3

(1.63)

Wir rechnen nun aus:

s′1 − s′2 + r = −β
∑

E+F=J1
E>0

cE,FDE(α)DF (v1/α) (1.64)

+ α
∑

K+L=J2
K>0

cK,LDK(β)DL(v2/β) + r

= −β (DJ1
(α v1/α)− αDJ1

(v1/α)) + α (DJ2
(β v2/β)− βDJ2

(v2/β))

+ βDJ1
(v1)− αDJ2

(v2)

= αβ (DJ1
(v1/α)−DJ2

(v2/β))

= αβ igb1(e1, e2)
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Aus (1.60), (1.63) und (1.64) folgt also

igb2(e1, e2) = s1 − s2 + r

F

∗((

s′1 − s′2 + r

F

∗ zz

∼= // igb1(e1, e2)

z

(1.65)

oder eben
igb2(e1, e2)

F

∗��

igb1(e1, e2)

F

∗ ��
z

∼= // z′

(1.66)

�

Definition 1.4.7 Sei e1 = u1 + v1, e2 = u2 + v2, . . . , er = ur + vr eine Folge von
lpdgl mit Leitmonomen ui und vi frei von ui. Es sei ui = DJiu

ν für 1 ≤ i ≤ r und
es gelte kgV(ui, ui+1) | kgV (u1, ur) für 0 < i < r.

Dann heiße e1, e2, . . . , er eine Darstellungskette für e1, er.

Lemma 1.4.11 Es sei e1, e2, . . . , er eine Darstellungskette. In den Bezeichnungen

von Definition 1.4.7 sei DSu
ν = kgV(u1, ur), DSiu

ν def
= kgV(ui, ui+1) und Ki

def
=

S − Si für 0 < i < r.
Dann gilt

igb1(e1, er) =
∑

0<i<r

DKi igb1(ei, ei+1) (1.67)

Beweis. Es sei Ei = Si − Ji und Fi = Si − Ji+1 für 0 < i < r. Dann ist
igb1(ei, ei+1) = DEivi −DFivi+1 und

DKi igb1(ei, ei+1) = DS−Jivi −DS−Ji+1
vi+1 (1.68)

Also auch ∑
0<i<r

DKi igb1(ei, ei+1) = DS−J1v1 −DS−Jrvr (1.69)

= igb1(e1, er)

Die Annahme, daß die Leitkoeffizienten der ei gleich 1 sind, stellt aufgrund der
Definition der Integrabilitätsbedingungen erster Art keine Einschränkung dar.

�

Satz 1.4.3 Sei F eine Menge von lpdgl. Für jedes Paar f1, f2 ∈ F für das igb2(f1, f2)
definiert ist, existiere eine Darstellungskette e1, e2, . . . , er mit f1 = e1 und f2 = er

mit igb2(ei, ei+1) r2
F ∗−→ 0 für 0 < i < r.

Dann gilt:
e

F

∗ ��
F

∗��
e2e1

⇒ e1 ↓ e2 (1.70)

das heißt
F−→ ist konfluent.

Für zwei lpdgl e, e1 mit e r2
F ∗−→ e1 existieren w ∼= w′, mit

e

F

∗ ~~

F

r2

∗  
w′

∼= // w e1
F∗oo

(1.71)
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Für alle Paare e1, e2 ∈ F , für die igb1(e1, e2) definiert ist, gilt

igb1(e1, e2)
F ∗// 0 (1.72)

Beweis. Wir führen den Beweis durch transfinite Induktion. Es sei — wie schon in
diesem ganzen Abschnitt zugrundegelegt — (M, <) die wohlgeordnete Menge der
Differentialmonome ukJ mit der Ordnungsrelation < und P = Pfinite(M) mit der in
Definition 1.4.2 eingeführten Ordnung, die wir ebenfalls mit < bezeichnen.

Für den Fall inhomogener lpdgl ist M = {ukJ} ∪ 1 ∪ 0.
Es sei N ∈ P und für alle M ∈ P mit M < N sei (1.70) und (1.71) richtig, falls

e ≤ M ist, Aussage (1.72) sei richtig für ligb(e1, e2) ≤ M . Wir werden nun zeigen,
daß diese Aussagen dann auch für e ≤ N bzw. ligb(e1, e2) ≤ N gültig sind.

Im Fall inhomogener lpdgl ist als Basis N = 1 in Betracht zu ziehen. Offensicht-
lich sind dann (1.70) und (1.71) richtig, falls e ≤ N ist und ebenfalls Aussage (1.72)
für die (leere) Menge der ligb(e1, e2) ≤ N .

Wir beginnen mit Aussage (1.72).

Es seien e1, e2 ∈ F mit ligb(e1, e2) = u ≤ N und der Darstellungskette e1 =

f1, f2, . . . , fr = e2 mit igb2(fi, fi+1) r2
F ∗−→ 0. Dann gilt nach Lemma 1.4.11:

igb1(e1, e2) =
∑

0<i<r

DKi igb1(fi, fi+1) (1.73)

Zunächst leiten wir nun igb1(fi, fi+1)
F ∗−→ 0 gemäß folgendem Diagramm ab:

igb2(fi, fi+1)

∗ yy

r2

∗$$∗ ��
igb1(fi, fi+1)

∗// w′
∼= // w

∗ ��

0

∗yy

0
∗oo

0

(1.74)

Man beachte zunächst ui
def
= ligb(fi, fi+1) | ligb(e1, e2) = u also ui ≤ u ≤ N . Die

Existenz von w ∼= w′ folgt aus Lemma 1.4.10, denn alle e < ui ≤ u ≤ N sind nach
Induktionsannahme Konfluenzanfangspunkte. Das Dreieck rechts ergibt sich durch
Anwendung von (1.71), was wegen igb2(fi, fi+1) < ui ≤ u ≤ N kraft Induktion
möglich ist. Die in (1.71) auftauchende w ∼= w′ sind dabei gleich 0. Das mittlere
Parallelogramm entsteht schließlich, weil igb2(fi, fi+1) < ui ≤ u ≤ N nach (1.70)
und Induktion Konfluenzanfangspunkt ist.

Als nächtes folgern wir DKiigb1(fi, fi+1)
F ∗−→ 0. Wir betrachten dazu die nach

< geordnete Kette der Monome

ui = DJ0ui < · · · < DJνui · · · < DJsui = DKiui = u (1.75)

Da für eine lpdgl e und ein Monom v aus e < v auch ∂e < ∂v folgt, istDJν igb1(fi, fi+1) <
DJνui ≤ u ≤ N . Weiter ist DJν+1 = ∂xiνDJν , so daß die Voraussetzungen für einen
Induktionsschluß gemäß Lemma 1.4.7 gegeben sind. Das dort genannte u kann da-
bei mit dem hier verwendeten u = ligb(e1, e2) gleichgesetzt werden, das dortige e2

ist gleich 0.

Schließlich ziehen wir noch Lemma 1.4.4 heran, um aus DKiigb1(fi, fi+1)
F ∗−→ 0∑

0<i<r

DKiigb1(fi, fi+1)
F ∗−→ 0 (1.76)
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zu erhalten. Das dort genannte u kann mit dem hier gebrauchten gleichgesetzt
werden, da alle e < u ≤ N wegen Induktion und (1.70) Konfluenzanfangspunkte
sind. Ebenso sind die DKiigb1(fi, fi+1) < DKiui = u ≤ N .

Damit ist Aussage (1.72) auch für M = N bewiesen und wir gehen zu Aussage

(1.71) für e ≤ N über. Falls e < N oder e r2
F ∗−→ e1 gar keine echte Reduktion

enthält, ist nichts zu zeigen. Wir nehmen also an, daß supp(e) = N und eine echte

Reduktion in e r2
F ∗−→ e1 vorkommt. Der Beweis ergibt sich dann aus dem Diagramm

e

∗ ~~

r2

  
w′

∼= // w

∗ ��

e2
∗oo r2

∗��∗ ��
u v′

∼= //∗oo v e1
∗oo

(1.77)

Es ist dann nämlich nach Induktion und (1.70) jedes e′ < e Konfluenzanfangspunkt,
so daß die w ∼= w′ im oberen Dreieck nach Lemma 1.4.9 konstruiert werden können.
Das untere Dreieck folgt dann kraft Induktion aus (1.71), da ja e2 < e = N . Damit
ist e2 auch nach (1.70) und Induktion Konfluenzanfangspunkt und das Parallelo-

gramm kann mit u geschlossen werden. Beachtet man k
F−→ k′ ⇔ αk

F−→ αk′, so
ist (1.71) auch für supp(e) = N gezeigt.

Um (1.70) für e ≤ N zu zeigen, genügt es für ein solches e

e
F

��
F

��
e2e1

⇒ e1 ↓ e2 (1.78)

herzuleiten. Man kann nämlich in (1.70) annehmen, daß die Reduktionen e
F ∗−→ e1

und e
F ∗−→ e2 beide wenigstens eine echte Reduktion enthalten, da ansonsten die

Behauptung trivial erfüllt ist. Dann kann aber ein Diagramm

e

~~   
e′1

∗ ~~ ∗  

e′2

∗ ~~ ∗  
e1

∗!!

e3

∗ }} ∗!!

e2

∗ }}
w1

∗!!

w2

∗ }}
u

(1.79)

konstruiert werden, in dem e′1, e
′
2 < e sind. Da wir für den Augenblick annehmen

wollen, daß (1.78) schon für alle e ≤ N bewiesen sei, existiert e3 im obigen Dia-
gramm. Weiter sind e′1, e

′
2, e3 < e ≤ N Konfluenzanfangspunkte kraft Induktion

und (1.70), so daß das Diagramm komplettiert werden kann.

Es bleibt also (1.78) für e ≤ N zu zeigen. Falls e
F−→ e1 ein Monom u1 von e

und e
F−→ e2 ein anderes Monom u2 von e reduziert, dann folgt (1.78) ohne weiteres

aus Lemma 1.4.8.
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Der Fall inhomogener lpdgl kann hier extra behandelt werden, insofern lediglich

die Reduktionen e
F−→ ei an einem eventuell in e vorkommenden konstanten Glied

einen Spezialfall bilden. Diese führen aber beide lediglich zur Eliminierung dieses
konstanten Gliedes, also zum selben Ergebnis.

Wir nehmen also an, daß e = αDJu + w mit einem Monom u = uν und w

frei von DJu. Die Reduktionen e
F−→ e1 bzw. e

F−→ e2 werden vermittelt durch
f1 = β1DKu − v1 bzw. f2 = β2DLu − v2 mit den Leitmonomen DKu bzw. DLu.
v1 bzw. v2 seien frei von DKu bzw. DLu. Weiter sei S = K ∨ L, K1 = S − K,
L1 = S − L und J1 = J − S, was wegen DKu |DJu und DLu |DJu wohldefiniert
ist. Es ist also DJ = DJ1

DK1
DK und DJ = DJ1

DL1
DL.

Dann ist

e1 = αDJ1
DK1

(v1/β1) + w (1.80)

e2 = αDJ1
DL1

(v2/β2) + w (1.81)

also

e1 − e2 = αDJ1
(DK1

(v1/β1)−DL1
(v2/β2)) (1.82)

= αDJ1
igb1(f1, f2)

(1.83)

Das Monom DSu ist ligb(f1, f2), also ist wegen S+J1 = J auch ligb(f1, f2) ≤ DJu.
Da e ≤ N ist auch DJu ≤ N , also zusammen ligb(f1, f2) ≤ N . Nach dem oben

schon vollzogenen Induktionsschluß können wir also igb1(f1, f2)
F ∗−→ 0 annehmen.

Wir bilden nun wieder eine nach < geordnete Monomkette

DSu = DP0
DSu < · · ·DPνDSu < · · · < DPsDSu = DJ1

DSu = DJu (1.84)

und schließen aus DPνDSu ≤ DJu ≤ N und DPν igb1(f1, f2) < DPνDSu ≤ N sowie

Lemma 1.4.7 auf DJ1
igb1(f1, f2)

F ∗−→ 0. Das u in Lemma 1.4.7 ist dabei unser DJu.
Wir kürzen DJ1

igb1(f1, f2) mit p ab und bezeichnen die Glieder in der Re-

duktionskette αp
F ∗−→ 0 mit qi. Dann sind alle qi + e2 Konfluenzanfangspunkte. Sie

enthalten nämlich alle das Monom DJu nicht, da es in e2 wegen der Reduktion von
e mit f2 an DJu fehlt, und auch in αDJ1 igb1(f1, f2) < DJu und seinen Reduktionen
qi nicht vorkommt. In den Monomen > DJu stimmen e und e2 +qi aber überein, so
daß qi + e2 < e ≤ N gilt, und die qi + e2 kraft Induktion Konfluenzanfangspunkte
sind. Damit ist nach Lemma 1.4.3 αp+ e2 ↓ e2 also e1 ↓ e2.

Das war aber die noch zu zeigende Behauptung. �

Bemerkung 1.4.15 Die Bedingung igb2(ei, ei+1) r2
F ∗−→ 0 im vorigen Satz kann äqui-

valent durch igb2(ei, ei+1)
F ∗−→ 0, igb1(ei, ei+1) r2

F ∗−→ 0 oder igb1(ei, ei+1)
F ∗−→ 0 er-

setzt werden.

Satz 1.4.4 Sei F eine Menge von lpdgl und
F−→ konfluent. Dann gilt igb1(e1, e2)

F ∗−→ 0
für alle e1, e2 ∈ F für die igb1(e1, e2) definiert ist.

Beweis. Sei e1 = αDKu− v1, e2 = βDLu− v2, u = uν , J = K ∨ L, K1 = J −K,
L1 = J − L. Dann sind die Reduktion von DJu mit e1 bzw. e2 gleich DK1

(v1/α)
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bzw. DL1
(v2/β). Wegen Konfluenz von

F−→ existiert das Diagramm

DJu

e1

yy

e2

%%
DK1(v1/α)

∗&&

DL1(v2/β)

∗xx
w

(1.85)

so daß −DK1
(v1/α)

∗−→ −w und DL1
(v2/β)

∗−→ w. Aus Lemma 1.4.4 folgt dann

−DK1
(v1/α) +DL1

(v2/β) ↓ 0, also igb1(e1, e2) = −DK1
(v1/α) +DL1

(v2/β)
F ∗−→ 0.

�

Definition 1.4.8 Ein System E von lpdgl, das die nach Satz 1.4.3 und Satz 1.4.4,
äquivalenten Voraussetzungen dieser beiden Sätze erfüllt, heiße passiv, vollständig,
vollständig integrabel oder auch involutiv.

Lemma 1.4.12 Seien e1, e2 zwei lpdgl für die igb1(e1, e2) existiert. Dann ist

igb1(e1, e2), igb2(e1, e2) ∈ (e1, e2)

Beweis. Folgt direkt aus Definition 1.4.6. �

Lemma 1.4.13 Sei F ein System von lpdgl, (F ) das zugehörige Differentialideal.

Dann gilt fü beliebige e, e′: e
F ∗−→ e′ ⇒ e− e′ ∈ (F ).

Beweis. Nach Definition 1.4.3 gilt direkt e− e′ ∈ (F ) für e
F−→ e′. Die Behauptung

folgt dann durch Induktion und e, e′ ∈ (F )⇒ e+ e′ ∈ (F ). �

Korollar 1.4.2 Für ein System F von lpdgl gilt e
F ∗−→ 0⇒ e ∈ (F ).

Satz 1.4.5 Sei E ein System von lpdgl, (E) das zugehörige Differentialideal. Dann

ist E passiv genau dann wenn e
E ∗−→ 0 für alle e ∈ (E).

Beweis. Es sei E passiv und e ∈ (E), also e =
∑
aiJDJei, ei ∈ E. Dann gilt

e
E ∗−→ 0 wegen ei

ei−→ 0 und Lemma 1.4.7 sowie Lemma 1.4.4. Umgekehrt folgt aus

e
E ∗−→ 0 für e ∈ (E) auch igb1(e1, e2)

E ∗−→ 0 für e1, e2 ∈ E wegen Lemma 1.4.12, so
daß E passiv ist. �

Korollar 1.4.3 Es sei E ein passives System von lpdgl. Dann ist e ∈ (E) genau

dann, wenn e
E ∗−→ 0

Beweis. Korollar 1.4.2 und Satz 1.4.5. �

Korollar 1.4.4 Sei E ein passives System von lpdgl, E′ ein zweites mit E ⊆ E′ ⊆
(E). Dann ist auch E′ passiv.

Beweis. Alle igb1(e1, e2) mit e1, e2 ∈ E′ sind nach Lemma 1.4.12 in (E) und
reduzieren nach Satz 1.4.5 sogar schon mit E zu 0. �

Passive Systeme bleiben also passiv, wenn sie mit Elementen aus dem von ihnen
erzeugten Ideal erweitert werden. Im folgenden untersuchen wir, ob ein passives
System auch passiv bleibt, wenn man ein Element eines solchen Systems durch
seine Reduktion mit einem anderen Element ersetzt. Es erweist sich als zweckmäßig
dafür einige Begriffe einzuführen.
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Definition 1.4.9 Eine Menge E von Monomen uiJ (oder im Fall inhomogener
lpdgl: uiJ , 1, 0 ) die mit jedem u ∈ E auch alle ∂xiu enthält , heiße Monomide-
al oder monomiales Ideal.

Lemma 1.4.14 Es sei E eine beliebige Menge von Monomen. Die Menge M aus
allen DJu für u ∈ E ist ein Monomideal und heißt das von E erzeugte Monomideal.

Beweis. Klar. �

Satz 1.4.6 Es sei
E1 ⊆ E2 ⊆ E3 ⊆ . . . (1.86)

eine aufsteigende Kette von Monomidealen Ei aus Monomen uνJ , ν = 1, . . . , n. Dann
wird Ei stationär, das heißt Ei = Ei+1 für alle i ≥ i0.

Beweis. Falls n = 1 ist die Behauptung identisch mit dem sogenannten Lemma von
Dickson [4, 2.4, Theorem 5]. Für n > 1 bilden für ein bestimmtes ν die Teilmengen
Eνi der Ei, die nur aus Monomen uνJ ∈ Ei bestehen, ebenfalls aufsteigende Idealket-
ten, die gemäß dem abgehandelten Fall n = 1 einzeln stationär werden. Also wird
auch Ei stationär. �

Definition 1.4.10 Es sei F ein System von lpdgl. Das Monomideal M = MF das
von den lmon(f), f ∈ F , erzeugt wird heiße Leitmonomideal von F.

Lemma 1.4.15 Es sei F = (F ) ein Ideal von lpdgl, M = M(F ), sein Leitmonom-
ideal, u ∈M ein Monom. Dann existiert ein f ∈ F mit lmon(f) = u.

Beweis. M besteht aus allen DJu, wobei u das Leitmonom eines f ∈ (F ) ist. DJu
ist aber auch das Leitmonom von DJf ∈ (F ). �

Lemma 1.4.16 Es sei F ein System von lpdgl, f, f ′ ∈ F und f1 eine Reduktion
erster oder zweiter Art von f mit f ′. Es sei F1 = F \ {f} ∪ {f1}, entstehe also,
indem ein f ∈ F mit seiner Reduktion durch ein anderes f ′ ∈ F ersetzt wird. Dann
ist das Leitmonomideal MF von F gleich dem Leitmonomideal MF1

von F1 und es
ist (F ) = (F1).

Beweis. Reduziert f ′ ein Monom von f , das nicht das Leitmonom von f ist, so
ändert sich die Erzeugungsmenge von MF nicht. Reduziert f ′ das Leitmonom, so
ist der Wegfall des Leitmonoms von f aus der Erzeugungsmenge unerheblich, da
es ohnehin durch (eventuell nullfache) Differentiation aus dem Leitmonom von f ′

gebildet werden kann. Die Gleichheit (F ) = (F1) folgt, da f bzw. f1 nach Definition
1.4.3. im jeweils anderen Ideal mitenthalten sind. �

Satz 1.4.7 Ein System F von lpdgl ist genau dann passiv, wenn das Leitmonom-
ideal MF von F mit dem Leitmonomideal M(F ) des Ideals (F ) übereinstimmt.

Beweis. Es sei F passiv, u ∈ M(F ). Dann existiert nach Lemma 1.4.15 ein f ∈
(F ) mit Leitmonom u. Da F passiv, gilt f

F ∗−→ 0. In dieser Reduktionskette muß
irgendwann auch das Leitmonom u von f von einem f ′ ∈ F reduziert werden. Damit
ist u ein Vielfaches des Leitmonoms von f ′ und somit in MF .

Sei umgekehrt MF = M(F ) und f ∈ (F ) beliebig, f 6= 0. Da das Leitmonom u
von f in MF liegt, ist es Vielfaches eines Leitmonoms v von f ′ ∈ F . f kann also mit
f ′ an u zu einem neuen f1 ∈ (F ) reduziert werden. Dieser Schluß kann fortgesetzt
werden solange f1 6= 0 gilt. Da die Reduktionskette aber irgendwann abbrechen

muß, wird das Ergebnis der Reduktion irgendwann gleich 0 sein. Damit ist f
F ∗−→ 0

nachgewiesen und nach Satz 1.4.5 F passiv. �
Dieser Satz erlaubt uns nun das gewünschte Ergebnis auf einfache Weise abzu-

leiten:
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Satz 1.4.8 Es sei F ein System von lpdgl. Das System F1 entstehe aus F indem ein
f ∈ F durch seine Reduktion (erster oder zweiter Art) mit einem anderen f ′ ∈ F
ersetzt werde. Dann ist F passiv genau dann wenn F1 passiv ist.

Beweis. Lemma 1.4.16 und Satz 1.4.7. �
Wir machen von den Monomidealen noch eine zweite Anwendung, die für den
nächsten Abschnitt benötigt wird:

Lemma 1.4.17 Es sei
F1 ⊆ F2 ⊆ F3 ⊆ . . . (1.87)

eine Kette von Systemen von lpdgl, von denen Fi+1 aus Fi durch Hinzunahme einer
Menge Si von lpdgl entstehe, deren Elemente alle reduziert bezüglich Fi seien. Dann
bricht die Kette ab.

Beweis. Die Leitmonome der Elemente von Si gehören nicht zum Leitmonomideal
von Fi. Das Leitmonomideal von Fi+1 ist also echt größer als das von Fi. Nach Satz
1.4.6 muß die Kette abbrechen. �

Auch die folgenden Begriffe werden im nächsten Abschnitt gebraucht:

Definition 1.4.11 Ein System E von lpdgl heißt autoreduziert, wenn für alle e, e′ ∈
E, e 6= e′, e reduziert bezüglich e′, also e reduziert bezüglich E \ {e} ist.

Satz 1.4.9 Seien E, F zwei passive, autoreduzierte Systeme von lpdgl mit (E) =
(F ). Es sei |E|, |F | <∞ und alle lpdgl in E, F seien normiert. Dann ist E = F .

Beweis. Seien e1, . . . , er die Elemente von E, f1, . . . , fs die Elemente von F . Sie
seien so geordnet, daß lmon(ei) < lmon(ei+1) und lmon(fi) < lmon(fi+1) ist. Per
Induktion können wir annehmen, daß für ein bestimmtes j gilt: r, s ≥ j− 1, ei = fi
für i ≤ j − 1.

Enthalten sowohl E wie F nur j− 1 Elemente, ist der Beweis schon erbracht, so
daß wir im folgenden r ≥ j oder s ≥ j annehmen.

Enthält nun E ein ej , so wird dieses wegen ej ∈ E ⊆ (E) = (F ) und Satz 1.4.5
von F reduziert. Enthielte F jetzt nur die Elemente f1 = e1, . . . , fj−1 = ej−1, gäbe
es Elemente in E die ej reduzieren. Dies widerspricht aber der Autoreduziertheit von
E. Also ist r ≥ j ⇒ s ≥ j, und mit einem symmetrischen Schluß auch s ≥ j ⇒ r ≥ j.
Zusammen also r, s ≥ j wenn nicht r, s < j.

Es sei lmon(ej) < lmon(fj). Dann kann ej nicht von F reduziert werden, denn
die fi = ei mit i < j reduzieren ej nicht, da E autoreduziert ist. Die fi mit i ≥ j
können ej aber auch nicht reduzieren, da für sie lmon(fi) > lmon(ej) gilt. Da aber
jedes e ∈ E von F reduziert wird, ist lmon(ej) ≥ lmon(fj) und im Umkehrschluß
sogar lmon(ej) = lmon(fj).

Betrachte nun die Reduktion fj
ej−→ z von fj an seinem Leitmonom. Dann ist

z
F ∗−→ 0 und z = fj − ej frei vom gemeinsamen Leitmonom von ej und fj . Daraus

folgt aber schon z = 0, denn andernfalls würde ein fi = ei mit i < j z reduzieren. z
enthält aber nur Monome aus fj und ej , so daß dann entweder fj oder ej von fi = ei
reduziert werden könnten, obwohl E und F autoreduziert sind. Also ist z = 0 und
ej = fj . Damit ist der Induktionsschluß komplett und der Beweis erbracht. �

Sei F ein System von lpdgl, e eine beliebige lpdgl. Wir können dann immer eine
Kette von Reduktionen erster oder zweiter Art bilden, die mit e anfängt und nach
endlich vielen Schritten mit einem e′ abbricht, das bezüglich F reduziert ist. Wir
geben einem solchen e′ einen besonderen Namen:

Definition 1.4.12 Es sei F ein System von lpdgl, e, e′ zwei lpdgl mit e
F ∗−→ e′ bzw.

e r2
F ∗−→ e′ und e′ reduziert bezüglich F . Dann nennen wir e′ eine Endform von e für

F bezüglich Reduktionen erster Art bzw. bezüglich Reduktionen zweiter Art. Wir
schreiben auch e′ = E1(e) bzw. e′ = E2(e).
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Eine Endform einer lpdgl e für ein beliebiges System E ist nicht notwendig eindeutig
bestimmt. Es gilt aber

Bemerkung 1.4.16 Sei F passiv, e, e1, e2 drei lpdgl, e1, e2 Endformen von e
bezüglich Reduktionen erster Art. Dann ist e1 = e2, denn es ist e1 ↓ e2 und e1, e2

sind nicht weiter reduzierbar. Wir schreiben e1 = e2 = N1(e).

Aus folgendem Diagramm entnimmt man nun, daß für F passiv eine Endform E2(e)
bezüglich Reduktionen zweiter Art stets mit der eindeutig bestimmten Endform
N1(e) bis auf einen Faktor übereinstimmt, also E2(e) ∼= N1(e) gilt.

N1(e)

∗ {{

e
∗oo

∗ }}

r2

∗!!
N1(e) w′

∼= //∗oo w E2(e)
∗oo

(1.88)

Eine normierte Endform E2(e) ist also eine Normalform N2(e).
Die Bildung der Normalform N1(e) für passive F ist eine lineare Operation:

Lemma 1.4.18 Es sei F passiv, e, e′ zwei lpdgl. Dann ist N1(e + e′) = N1(e) +
N1(e′) und N1(αe) = αN1(e).

Beweis. Aus e
F ∗−→ N1(e) und e′

F ∗−→ N1(e′) folgt e+e′ ↓ N1(e)+N1(e′). Wir nennen
den gemeinsamen Nachfolger z. Es ist z = N1(e) +N1(e′) da N1(e) +N1(e′) bereits
reduziert ist. Also ist z eine Endform von e + e′ und somit z = N1(e + e′). Die
Multiplikativität mit α ist klar. �

1.4.3 Janet–Basen

Definition 1.4.13 Sei E ein System von lpdgl. Ein passives, autoreduziertes, nor-
miertes System F von lpdgl mit (E) = (F ) heißt Janet–Basis von E, F = J (E).

Zur Berechnung der Janet–Basis J (E) eines Systems E von lpdgl geben wir
zunächst eine Reihe von Hilfsalgorithmen an.

Algorithmus 1.4.1 reduce(e, f)

e, f sind lpdgl, reduce(e, f) berechnet ein e′ mit e r2
f ∗−→ αe′ für ein geeignetes

α 6= 0. e′ist reduziert bezüglich f .
Der Algorithmus lautet

lmf := lmon(f)
lcf := lcoef(f)
do

reduced := false
mle := (me1 , . . . ,mek) Liste der Monome von e mit meν < meν+1

cle := (ce1 , . . . , cek) Liste der entsprechenden Koeffizienten
for i := 1 to k do

if mei = DLlmf für ein geeignetes L
then

e := e− cei/lcf ·DLf
reduced := true

fi
od

od until reduced = false ∨ e = 0
return contentreduce(e)
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Falls der Körper K, über dem e definiert ist Quotientenkörper eines ZPE-Ringes
R ist, stehe contentreduce(e) für einen Algorithmus, der e mit dem Hauptnenner
seiner Koeffizienten durchmultipliziert und durch den größten gemeinsamen Faktor
seiner dann in R liegenden Koeffizienten teilt. Andernfalls sei contentreduce(e) = e.

Bemerkung 1.4.17 Es gilt (e, f) = (e′, f) für e′ = reduce(e, f).

Algorithmus 1.4.2 reduce(e,E)
e ist eine lpdgl, E ein System von lpdgl. reduce(e, E) berechnet eine lpdgl e′ mit

e r2
E ∗−→ αe′ für ein geeignetes α 6= 0. e′ ist reduziert bezüglich E.

sortiere E = (e1, . . . , en) mit lmon(ei) ≤ lmon(ei+1)
do

reduced := false
for i := 1 to n do

e’ := reduce(e, ei)
if e’ 6= e

then
e := e’
reduced := true
break

fi
od

od until reduced = false
return e

Bemerkung 1.4.18 Es gilt (e, E) = (e′, E) für e′ = reduce(e, E).

Algorithmus 1.4.3 autored(E)
E ist ein System von lpdgl, autored(E) berechnet ein autoreduziertes System E′

mit (E) = (E′).

do
sortiere E = (e1, . . . , en) mit lmon(ei) ≤ lmon(ei+1)
und ei 6= 0

i := 1
while i < n do

reduced := false
for j := i + 1 to n do

e′ := reduce(ej , ei)
if e′ 6= ej

then
ej := e′

reduced := true
break

fi
od
if reduced = true

then
break

else
i := i + 1

fi
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od
od until i = n
return E

Bemerkung 1.4.19 (E′) = (E), da (E′) mit Elementaroperationen reduce(ej , ei)
gewonnen wird, und Bemerkung 1.4.17 gilt.

Algorithmus 1.4.4 igb(E)
Sei E = (ek)1≤k≤N ein autoreduziertes System von lpdgl in den Funktionen

u1, . . . , un und P die Menge der Paare (ei, ej) für die igb2(ei, ej) definiert ist.
Dann bestimmt igb(E) eine Teilmenge P ′ ⊆ P , so daß für alle (ei, ej) ∈ P

eine Darstellungskette ei = ek1
, ek2

, . . . , ekr = ej mit (ekν , ekν+1
) ∈ P ′, 0 < ν < r,

existiert.

igb(E)

igb(E) :=
proc

res := []
foreach u ∈ [u1, . . . , un]do

L := Liste der (Jk, k) mit Leitmonom von ek gleich uJk
pairlis := grobnersyz(L)
F := Liste der (ei, ej) mit (i, j) ∈ pairlis
res := [op(res), op(F)]

od
return res

.

grobnersyz(L) :=
proc

L1 := sort(L, (x, y)→ lexless(x[1], y[1]))
B := {}
C := {}
N := length(L1)
for i := 2 to N do

indi := L1[i][2]
for j := 1 to i− 1 do

indj := L1[j][2]
B := B ∪ {{indi, indj}}
conntab[{indi, indj}] := [{indi, indj}]
partoftab[{indi, indj}] := {{indi, indj}}

od
od
C := B
for j := 2 to N do

dmj := L1[j][1]
indj := L1[j][2]
for i := j− 1 to 1 by − 1 do

dmi := L1[i][1]
indi := L1[i][2]
for k := 1 to N do

if (k = i) ∨ (k = j) then next fi
dmk := L1[k][1]
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indk := L1[k][2]
dmij := dmi ∨ dmj
if (divis(dmk, dmij)) ∧

({indi, indj} /∈ conntab[{indi, indk}]) ∧
({indi, indj} /∈ conntab[{indk, indj}])
then

C := C \ {{indi, indj}}
ctij := [op(conntab[{indi, indk}]), op(conntab[{indk, indj}])]
conntab[{indi, indj}] := ctij
foreach pp ∈ ctijdo

partoftab[pp] := partoftab[pp] ∪ {{indi, indj}}
od
for bb ∈ partoftab[{indi, indj}] do

conntab[bb] := subs({indi, indj} = op(ctij), conntab[bb])
for pp ∈ ctij do

partoftab[pp] := partoftab[pp] ∪ {bb}
od

od
partoftab[{indi, indj}] := {}

fi
od

od
od
return C

.

Daß der Algorithmus igb(E) korrekt ist und terminiert, ist unmittelbar verständ-
lich, wenn man folgende Schleifeninvarianten beachtet:

1. Die Liste conntab[(i, j)] besteht aus Paaren (iα, jα), so daß die (eiα , ejα) die
sämtlichen Mitglieder einer Darstellungskette für (ei, ej) bilden.

2. Die Liste partoftab[(i, j)] dient lediglich der Beschleunigung des Algorithmus.
Sie besteht aus den (iα, jα), für die (ei, ej) Teil einer Darstellungskette von
(eiα , ejα) ist. Es handelt sich also um das zu conntab inverse Verzeichnis.

Der obige Algorithmus ist selbstverständlich nicht der einzig mögliche um eine
Auswahl unter der Gesamtheit der igb(ei, ej) zu treffen, so daß diese Auswahl alle
übrigen Integrabilitätsbedingungen in Form von Darstellungsketten erzeugt.

Versuche zeigen aber, daß er sowohl in Bezug auf die Laufzeit als auch in Bezug
auf die Eliminierung redundanter Integrabilitätsbedingungen mit dem Verfahren
von Janet ([7]) nicht nur sehr gut konkurrieren kann, sondern sogar in der Regel
leicht überlegen ist.

Algorithmus 1.4.5 janetBase(E)
E ist ein System von lpdgl, janetBase(E) berechnet ein System E′ von lpdgl, das

(nach eventueller Normierung) eine Janet–Basis von E darstellt.

do
E := autored(E)
I := igb(E)
I := {igb2(ei, ej)|(i, j) ∈ I, ei, ej ∈ E}
I := {reduce(f,E)|f ∈ I}
if I = {0}
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then
return E

else
E := E ∪ I

fi
od until false

Der Algorithmus janetBase(E) terminiert wegen Lemma 1.4.17. Das Ergebnis ist
offensichtlich autoreduziert mit (E′) = (E) und für alle Integrabilitätsbedingungen
igb2(e1, e2), e1, e2 ∈ E′, gibt es eine Darstellungskette, deren Elemente igb2(fi, fi+1)
auf zweite Art von E′ zu 0 reduziert werden. Damit ist E′ nach Satz 1.4.3 passiv
und somit nach Normierung auf 1 der Leitkoeffizienten eine Janetbasis.

1.5 Lösungen von Systemen von lpdgl

1.5.1 Allgemeines

Sei E ein System von lpdgl in den Funktionen ui(x1, . . . , xn) (i = 1, . . . ,m) über
einem Definitionsring R. Sei S/R eine R-Funktionenalgebra, die ∂

∂xi gestattet.

Definition 1.5.1 Ein System u1
0, . . . u

m
0 ∈ S ist eine Lösung von E, wenn für jedes

e ∈ E, e =
∑
akJu

k
J − b = 0 gilt:∑

akJ ·DJu
k
0 = b (1.89)

Die Lösungen von E in der Algebra S bilden einen S0–affinen Untermodul von
Sm, den wir mit SolnS(E) bezeichnen. S0 sei dabei der Konstantenring von S. Die
Lösungen von E und (E) sind identisch.

Sei E eine Janetbasis von lpdgl in den ui bezüglich einer Termordnung <.
Dann lassen sich die Monome ukJ durch ihr Reduktionsverhalten gegenüber E

in zwei Klassen einteilen

Definition 1.5.2 Ein Monom ukJ , das von E reduziert wird, nennen wir prinzipales
Monom, ein Monom, das von E nicht reduziert wird, parametrisches Monom für
E.

Die prinzipalen Monome bilden also das früher eingeführte Monomideal M(E). Wir
wollen nun als Vorbereitung für späteres zeigen, daß jedes Ideal von lpdgl endlich
erzeugt ist.

Lemma 1.5.1 Seien (E) ⊆ (F ) zwei Ideale von lpdgl mit M(E) = M(F ). Dann ist
(E) = (F ).

Beweis. Es sei f ∈ (F ) /∈ (E). Dann läßt sich f mit (E) zu einem f ′ 6= 0 aus (F )
reduzieren, das reduziert bezüglich (E) ist. Das Leitmonom von f ′ ist aber auch
Leitmonom eines Elements von (E), was der Reduziertheit widerspricht. �

Aus Satz 1.4.6 folgt

Lemma 1.5.2 Es sei (E) ein Ideal von lpdgl in den Funktionen ui, < eine Ter-
mordnung. Dann gibt es endlich viele uiαJα , so daß die prinzipalen Monome M(E)

eine Vereinigung von DKu
iα
Jα

sind. Wir nennen die uiαJα auch eine Basis oder ein
Erzeugendensystem von M(E).

Also gilt

Satz 1.5.1 Sei (E) ein Ideal von lpdgl in den Funktionen ui. Dann existieren end-
lich viele lpdgl eα, so daß (E) = (eα)α.

Beweis. Man wähle uiαJα wie im vorigen Lemma als Basis von M(E) und eα ∈ (E)

mit lmon(eα) = uiαJα . Dann erzeugen die eα wegen Lemma 1.5.1 das Ideal (E). �
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1.5.2 Der Existenzsatz von Riquier

Im folgenden soll J (und entsprechend K, L, I) für J = (j1, . . . , jn) mit j1, . . . , jn ≥
0 stehen, j oder |J | bedeute dann j1 + · · · + jn. A sei eine n × l–Matrix, so daß
J · A = (dl, . . . , d1) wird, wobei dl, . . . , d1 ≥ 0, falls A, wie im folgenden immer
angenommen, nur nichtnegative Einträge hat. J ! stehe für j1! · · · jn!und J +K für
(j1 + k1, . . . , jn + kn). J ≥ K bedeute jν ≥ kν und analog sei J > K erklärt.

Mit einer Variable s sei (s1, . . . , sq) für ein bestimmtes q > 0 gemeint und es sei
sJ = s1

j1 · · · snjn .
u1, . . . , um seien Funktionen der komplexen Variablen x1, . . . , xn und für eine be-

liebige Funktion a(x1, . . . , xn) sei aJ(x1, . . . , xn) wie üblich als ∂j

∂(x1)j1 ···∂(xn)jn
a(x1, . . . , xn)

definiert. a(0) stehe für a(0, . . . , 0).
Eine x0 ∈ Cn analytische (bzw. formal–entwickelbare) lpdgl e sei eine lpdgl über

dem Koeffizientenring C[[x1−x1
0, . . . , x

n−xn0 ]] (bzw. C[[x1 − x1
0, . . . , x

n − xn0 ]]formal).
Eine in x0 ∈ Cn analytische (bzw. formal–entwickelbare) Lösung einer in x0

analytischen (bzw. formal–entwickelbaren) lpdgl in den differentiellen Unbestimm-
ten u1, . . . , um sei ein System von ū1, . . . , ūm ∈ S wie in Definition 1.5.1, wobei
S = C[[x1 − x1

0, . . . , x
n − xn0 ]] (bzw. S = C[[x1 − x1

0, . . . , x
n − xn0 ]]formal) ist.

Eine auf U ⊆ Cn analytische lpdgl e sei eine lpdgl über dem Ring O(U) der auf
U holomorphen Funktionen und entsprechend eine analytische Lösung von e eine
Lösung gemäss Definition 1.5.1 und S = O(U).

Theorem 1.5.1 Es sei E eine Janet–Basis von in einem Punkt x0 ∈ Cn ana-
lytischen, homogenen lpdgl in den Funktionen ui(x), i = 1, . . . ,m bezüglich einer
totdeg–Matrixtermordnung.

Weiter seien wi(x), i = 1, . . . ,m vorgegebene in x0 analytische Funktionen.
Dann existiert für E um x0 eine lokale, eindeutige, analytische Lösung ūi(x)

mit DJ ū
i(x0) = DJw

i(x0) für jedes parametrische Monom DJu
i.

Bevor wir das Theorem beweisen, formulieren wir zunächst einen Hilfssatz und
einige Lemmata

Satz 1.5.2 Es sei E eine Janet–Basis von in einem Punkt x0 ∈ Cn formal–
entwickelbaren, homogenen ldpgl in den Funktionen ui(x), i = 1, . . . ,m bezüglich
einer beliebigen Termordnung. Für jedes parametrische Monom DJu

i sei der Wert
wiJ = DJu

i(x0) ∈ C im vorhinein festgelegt. Dann existiert für E eine eindeutige,
um x0 formal–entwickelbare Lösung ūi mit DJ ū

i(x0) = wiJ .

Beweis. Wir setzen ohne Einschränkung der Allgemeinheit x0 = 0 und machen
den Ansatz

ūi =
∑

aiJ x
J x = (x1, . . . , xn) (1.90)

Wir ermitteln nun für alle prinzipalen uiJ die Normalform bezüglich Reduktion mit
E:

N1(uiJ) =
∑

ckKiJ u
k
K (1.91)

(beachte Bemerkung 1.4.16) wobei die endliche Summe rechts sich nur über pa-
rametrische Ableitungen bezüglich E erstreckt. Da N1(uiJ − N1(uiJ)) = N1(uiJ) −
N1(uiJ) = 0 gilt, ist uiJ − N1(uiJ) ∈ (E). Also erfüllt jede Lösung ūi von E auch
ūiJ(0)−

∑
ckKiJ(0)ūkK(0), so daß die prinzipalen Monome durch die parametrischen

Monome eindeutig bestimmt sind.
Für alle parametrischen Monome ukK wähle man nun akK so, daß wkK = ukK(0) =

K! akK wird. Die prinzipalen Ableitungen uiJ(0) sind dann nach obiger Überlegung
durch uiJ(0) =

∑
ckKiJ(0)wkK eindeutig festgelegt, und somit kann aiJ = uiJ(0)/J !

gesetzt werden. Es ist dann ūiJ(0) = N1(uiJ)(0) für jedes Monom ūiJ .
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Es bleibt zu zeigen, daß die so definierten ūi wirklich eine Lösung von E dar-
stellen. Dies gilt jedenfalls, wenn (DJ(e(ūi)))(0) = 0 für jedes J und jedes e ∈ E
ist. Dann ist auch e(ūi) = 0 weil e(ūi) eine formale Potenzreihe ist.

Es sei also DJe =
∑
biKu

i
K ∈ (E) und deshalb 0 = N1(DJe) =

∑
biKN1(uiK).

Umsomehr ist 0 =
∑
biK(0)N1(uiK)(0) =

∑
biK(0)ūiK(0) = (DJe)(ū

i)(0). Das aber
war noch zu zeigen. �

Aus Satz 1.5.2 folgt die Existenz einer formal–entwickelbaren, eindeutigen Lösung
in Theorem 1.5.1. Da jede analytische Lösung auch formal–entwickelbar ist, bleibt
also nur zu zeigen, daß die in Satz 1.5.2 beschriebene formale Lösung unter den
Voraussetzungen des Theorems analytisch ist. Wir tun dies, indem wir zeigen, daß
die Koeffizienten aiJ nicht

”
zu schnell“ wachsen.

Lemma 1.5.3 Es ist für j1, . . . , jn ≥ 0 und j = j1 + · · ·+ jn(
j

j1, . . . , jn

)
≤ nj (1.92)

Beweis. Der Ausdruck
(

j
j1,...,jn

)
gibt an, auf wie viele Arten j unterscheidbare

Elemente so auf n Töpfe zu verteilen sind, daß der ν–te Topf jν–Elemente erhält,
während nj die Gesamtzahl der Möglichkeiten angibt, j unterscheidbare Elemente
auf n Töpfe zu verteilen. �

Lemma 1.5.4 Es sei J = (j1, . . . , jn), K = (k1, . . . , kn) und 0 ≤ kν ≤ jν . Dann
ist (

J

K

)
def
=

(
j1
k1

)
· · ·
(
jn
kn

)
≤
(
j1 + · · ·+ jn
k1 + · · ·+ kn

)
(1.93)

Beweis. Der linke Ausdruck ist die Zahl der Möglickeiten aus einer Menge von
j = j1 + · · ·+ jn unterscheidbaren Elementen, von denen jν mit einem Merkmal Mν

behaftet sind, k = k1 + · · ·+ kn Elemente so auszusuchen, daß die Auswahl genau
kν Elemente mit dem Merkmal Mν enthält. Der rechte Ausdruck gibt die Anzahl
der Möglichkeiten an, beliebige k aus den j Elementen auszusuchen. �

Lemma 1.5.5 Es sei < eine Matrixtermordnung für die Monome uiJ , die durch

uiJ < ukL ⇔ JA+Bi <lex LA+Bk (1.94)

gegeben ist. Dann läßt sich

Z(uiJ) = Z(JA+Bi) = t(JA+Bi) (1.95)

mit t1, . . . , tl > 1 so definieren, daß für eine endliche Menge M von uiJ gilt

uiJ ∈M < ukL ∈M⇒ Z(LA+Bk) > M Z(JA+Bi) (1.96)

für ein bestimmtes, vorher festgelegtes M > 0. Ausserdem gilt

Z(ui(J+K)) = tKAZ(uiJ) > Z(uiJ) (1.97)

Beweis. Es sei dν < β, β > 1 und ganz, für alle (d1, . . . , dl) = JA+Bi und uiJ ∈M.
Dann ist ∑

dνβ
l+1−ν −

∑
d̄νβ

l+1−ν ≥ β (1.98)

wenn LA+Bk = (d1, . . . , dl) >lex (d̄1, . . . , d̄l) = JA+Bi und uiJ , u
k
L ∈ M (Zahlen

zur Basis β !). Man setze also tν = tβ
l+1−ν

mit tβ > M , und

Z(JA+Bi) =
∏(

tβ
l+1−ν

)dν
= t

∑
dνβ

l+1−ν
(1.99)

erfüllt die an Z(JA+Bi) gerichteten Forderungen. �
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Lemma 1.5.6 Es sei u =
∑

aJ (x1)j1 · · · (xn)jn , aJ ∈ C eine formale Potenzreihe
um 0. Dann ist u eine um 0 analytische Funktion genau dann, wenn für DJu(0) =
J ! aJ gilt

|uJ(0)| ≤ C J ! sJ (1.100)

oder
|uJ(0)| ≤ C j! sJ (1.101)

oder

|uJ(0)| ≤ C j! 1

(a+ j)p
sJ , , a > 0, p > 0 (1.102)

für geeignete s1, . . . , sn > 0, C > 0.

Beweis Bedingung (1.100) ist wohlbekannt, (1.101) ist mit ihr wegen 1 ≤ j!/J ! =(
j

j1,...,jn

)
≤ nj äquivalent. Bedingung (1.102) ist mit Bedingung (1.101) wegen 1 ≤

(a+ j)p ≤ Kcj (für geeignete K > 0, c > 0) äquivalent �

Lemma 1.5.7 Es seien a, u zwei Funktionen von x1, . . . , xn, a analytisch um 0 und
mit |aJ(0)| ≤ Cj! 1

(j+2)p s
J für s1, . . . , sn > 0 geeignet und p > 0 so groß, daß

∑
j1≥0,...,jn≥0

1

(j + 2)
p < 1 (1.103)

wird.
Für u gelte |uL(0)| ≤ D l! sL Z(LA+B) für alle uL(0) mit L ≤ K + I, wobei Z

eine Funktion ist, wie sie in Lemma 1.5.5 definiert wurde.
Dann ist

|DK(auI)(0)| ≤ CD (k + i)! sK+I Z((K + I)A+B) (1.104)

Beweis. Es ist

DK(auI) =
∑
L≤K

(
K

L

)
DL(a)DK−LuI (1.105)

also

|DK(auI)(0)| ≤
∑
L≤K

(
K

L

)
|aL(0)| |uK−L+I |

≤
∑
L≤K

(
k

l

)
C l!

1

(l + 2)
p s

L D (k − l + i)! sK−L+I Z((K − L+ I)A+B)

≤
∑
L≤K

(
k

l

)
C l!

1

(l + 2)
p D (k − l + i)! sK+I Z((K + I)A+B)

da K + I = (K − L+ I) + L und (1.97) gilt

= CD sK+I Z((K + I)A+B) (k + i)!
∑
L≤K

(
k

l

)
/

(
k + i

l

)
1

(l + 2)
p

≤ CD sK+I Z((K + I)A+B) (k + i)! wegen (1.103)

was zu zeigen war. �

Lemma 1.5.8 Es sei E eine Janet–Basis von in einem Punkt x0 ∈ Cn analyti-
schen, homogenen lpdgl in den Funktionen ui(x), i = 1, . . . ,m.

Weiter seien wi(x), i = 1, . . . ,m vorgegebene in x0 analytische Funktionen und
e1, . . . , es ∈ (E) Elemente des von E erzeugten Ideals, die bezüglich einer totdeg–
Matrixtermordnung < geordnet den Leitkoeffizienten 1 haben, also normiert sind.
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Für diese eν gelte, daß für alle bis auf endlich viele prinzipalen Monome uiJ ein eν
existiert, so daß das Leitmonom von DK(eν) gleich uiJ wird.

Dann existiert für E um x0 eine lokale, eindeutige, analytische Lösung ūi(x)
mit DJ ū

i(x0) = DJw
i(x0) für jedes parametrische Monom DJu

i.

Beweis. Die totdeg–Matrixtermordnung < sei definiert durch

uiJ < ukL ⇔ Bi + JA <lex Bk + LA (1.106)

Nach Satz 1.5.2 existiert eine eindeutige formale Lösung

ūi =
∑

ciJx
J (1.107)

mit ūiK(0) = wiK(0) für die parametrischen Monom ūiK . Es sei nun (aα(x))α die
Gesamtheit der in den eν auftretenden analytischen Koeffizienten. Dann wählen
wir s = (s, . . . , s), C > 0, s > 0, D > 0 so, daß

|(DJaα)(0)| ≤ C j! 1

(2 + j)p
sJ = C j!

1

(2 + j)p
sj (1.108)

und
|(DJw

i)(0)| ≤ D j! sJ = D j! sj (1.109)

und für die prinzipalen Monome uiJ , die nicht als Leitmonome von DKeν dargestellt
werden können

|ūiJ(0)| ≤ D j! sj Z(Bi + JA) (1.110)

gilt, wobei p die in Lemma 1.5.7 genannte Bedingung erfüllt.
Die Funktion Z(JA + Bi) sei nun gemäß Lemma 1.5.5 gebildet, wobei M die

endliche Menge der in den eν ∈ E enthaltenen Monome sei und M > Cmν für
ν = 1, . . . , s, wo mν für die Anzahl der in eν enthaltenen Monome stehe.

Wir zeigen nun durch Induktion, daß

|ūiJ(0)| ≤ D j! sj Z(Bi + JA) (1.111)

für alle ūiJ(0) gilt.
Es sei also (1.111) für uiJ noch zu zeigen, und für alle ukL < uiJ schon nach-

gewiesen. Wenn uiJ eine parametrische Ableitung ist, so folgt (1.111) aus (1.109)
und Z(Bi + JA) ≥ 1. Es sei also uiJ eine prinzipale Ableitung. Dann existiert ein
eν ∈ E, so daß uiJ das Leitmonom von DKeν für ein geeignetes K ist oder uiJ gehört
zu den möglicherweise vorhandenen endlich vielen Ausnahmemonomen, für die aber
(1.111) schon vorausgesetzt wurde. Wir kürzen ab, e = eν und schreiben e aus als

e = uiL +
∑

anPu
n
P (1.112)

Dann ist DKe gleich

DKe = DK(uiL) +
∑

DK(anPu
n
P ) = uiJ +

∑
DK(anPu

n
P ) (1.113)

und somit

ūiJ(0) = −
∑

(DK(anP ū
n
P )) (0) (1.114)

also

|ūiJ(0)| ≤
∑
| (DK(anP ū

n
P )) (0)| (1.115)

Nach Lemma 1.5.7 gilt

|DK(anP ū
n
P )(0)| ≤ C D (k + p)! sk+p Z((K + P )A+Bn) (1.116)
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Als Voraussetzung für die Anwendung von Lemma 1.5.7 ist dabei lediglich das
Vorliegen von

ūnM (0) ≤ Dm! sm Z(Bn +MA) (1.117)

für M ≤ K + P einer näheren Betrachtung wert. Im Fall M = K + P ist unK+P <
uiK+L = uiJ (weil unP < uiL in e) und für M < K + P ist m < k + p, also weil
die Termordnung totdeg ist unM < unK+P < uiJ . Nach Induktionsannahme ist also
(1.117) für die nötigen n und M erfüllt.

Da < eine totdeg–Termordnung ist, gilt k + p ≤ k + l = j. Weiterhin ist nach
den über Z getroffenen Annahmen Z(unP ) < Z(uiL)/M für die unP , uiL aus (1.112).
Also ist wegen Z(unP+K) = tKAZ(unP ) und Z(uiL+K) = tKAZ(uiL) auch Z(unP+K) <
Z(uiL+K)/M = Z(uiJ)/M . Wir können also (1.116) durch

|DK(anP ū
n
P )(0)| ≤ C D j! sj Z(JA+Bi)/M (1.118)

ersetzen. Beachten wir jetzt, daß M > Cm, wobei m = mν − 1 die Anzahl der
Summanden in (1.115) bezeichnet, so ist (1.111) induktiv bewiesen.

Nun ist Z(JA + B) ≤ t
|JA+B|
1 und somit wegen |JA + Bi| < α(j + 1) auch

Z(JA+ B) < τ j mit einem geeigneten τ > 0 gezeigt. Damit ist aber nach Lemma
1.5.6 ūi(x) als analytisch um 0 nachgewiesen. �

Das Theorem von Riquier 1.5.1 wird dann zu einem einfachen Korollar von
Lemma 1.5.8, indem man als eν , ν = 1, . . . , s die Gleichungen von E selbst nimmt.

�

Beispiel 1.5.1 Im Theorem von Riquier (Theorem 1.5.1) hatten wir als Bedingung
aufgenommen, daß die Termordnung, bezüglich derer das vorgelegte System von lpdgl
eine Janet–Basis darstellt, eine totdeg–Termordnung ist. Diese Bedingung ist auch
notwendig, wovon man sich mit folgendem Beispiel überzeugt:

Es sei u(x, y) eine von den Unbestimmten x, y abhängige Veränderliche und u
genüge der lpdgl

uy − uxx = 0 (1.119)

die um den Punkt (x, y) = (0, 0) analytisch ist. Die Termordnung sei so gewählt,
daß uy > uxx ist, also die parametrischen Monome durch ux,n; y,0, n = 1, 2, . . .
gegeben sind. Dabei soll ux,i; y,j für ∂ix ∂

j
y u stehen.

Offensichtlich bildet die Gleichung (1.119) auch eine Janet–Basis zu dieser Ter-
mordnung und somit sind alle Voraussetzungen von Theorem 1.5.1 erfüllt, bis auf
die totdeg–Natur der Termordnung.

Wir wählen nun als Funktion w(x, y), die die parametrischen Monome bestimmt

w(x, y) = 1/(1− ax) = 1 + ax+ a2x2 + · · ·+ anxn + · · · (1.120)

und fordern für die parametrischen Monome

ux,n; y,0(0, 0) = ∂nx w(0, 0) = n! an (1.121)

Induktiv zeigt man, daß dann

ux,n; y,i(0, 0) = an+2i (n+ 2i)! (1.122)

ist.
Für i = 0 folgt dies aus der vorigen Gleichung und aus (1.119) folgt induktiv

ux,n; y,(i+1)(0, 0) = ux,(n+2); y,i(0, 0) = (1.123)

an+2+2i (n+ 2 + 2i)! = an+2(i+1) (n+ 2(i+ 1))! (1.124)



KAPITEL 1. EINFÜHRUNG UND GRUNDBEGRIFFE 35

und speziell ux,n; y,n(0, 0) = a3n (3n)!.
Andererseits muss, damit u um (0, 0) analytisch ist ux,n; y,n(0, 0) ≤ n!n!R2n für

geeignetes R > 0 sein, also

a3n (3n)! ≤ n!n!R2n also (1.125)(
3n

2n

)(
2n

n

)
n! ≤ (R2/a3)

n
(1.126)

was für alle n offensichtlich unmöglich ist, da n! schneller wächst als Cn und
(
n
k

)
≥ 1

ist.

Eine andere Version des Existenzsatzes von Riquier kann für den Fall formuliert
werden, daß es nur endlich viele parametrische Monome gibt. Hier können wir die
Einschränkung aus Theorem 1.5.1 fortfallen lassen, daß die Termordnung, bezüglich
derer E eine Janet–Basis ist, eine totdeg–Matrixtermordnung ist.

Satz 1.5.3 Es sei E eine Janet–Basis von in einem Punkt x0 ∈ Cn analytischen
homogenen lpdgl in den Funktionen ui(x1, . . . , xn), i = 1, . . . ,m und es sei P(E) =
{uiνKν}ν=1,...,N die endliche Menge der parametrischen Monome von E. Weiter sei
wν ∈ C (ν = 1, . . . , N) vorgegeben. Dann existiert eine eindeutige, in x0 analytische
Lösung ūi(x) von E mit ūiνKν (x0) = wν für ν = 1, . . . , N .

Beweis. Man wählt ein p so daß p > k für alle uiK ∈ P(E). Dann bildet man die
Elemente uiJ − N1(uiJ) = eiJ ∈ (E) für alle J mit j = p. Sie sind bezüglich einer
beliebigen totdeg–Termordnung < auf 1 normiert und analytisch und erfüllen aus-
serdem die Voraussetzung, daß jedes prinzipale Monom uiL mit l ≥ p als Leitmonom
eines DM (eiJ) für M , i, J geeignet auftritt. Für diese eiJ als System von Elementen
eν , ν = 1, . . . , s und eine beliebige totdeg–Termordnung < sind die Voraussetzungen
von Lemma 1.5.8 in Bezug auf E erfüllt, und somit ist die Analytizität der Lösung
gesichert. �

Bemerkung 1.5.1 In den obigen drei Sätzen über die Lösungen von Janetbasen
von lpdgl haben wir immer nur von Existenz und Eindeutigkeit einer bestimmten
Lösung gesprochen. Tatsächlich bilden die Lösungen aber C–Vektorräume die im
einzelnen folgenden C–Vektorrräumen isomorph sind:

• Im Fall formal–analytischer lpdgl (Satz 1.5.2) ist der Lösungsraum isomorph
CP, wobei P die Menge der parametrischen Monome der Janetbasis sein soll.

• Im Fall analytischer lpdgl (Theorem von Riquier) ist der Lösungsraum iso-
morph zum Raum der in x0 analytischen Potenzreihen wi(x), i = 1, . . . ,m
mit DJw

i(x0) = 0 für alle prinzipalen uiJ .

• Im Fall endlich vieler parametrischer Monome (Satz 1.5.3) ist der Lösungs-
raum isomorph CP, wobei P die Menge der parametrischen Monome der Ja-
netbasis sein soll.

1.5.3 Anwendungen des Existenzsatzes von Riquier

Wir wollen im Folgenden den Existenzsatz von Riquier auf inhomogene Systeme
von lpdgl verallgemeinern.

Definition 1.5.3 Es sei e =
∑
aiJu

i
J − b eine nicht notwendig homogene lpdgl,

ui(x1, . . . , xn), i = 1, . . . ,m ein System von abhängigen Veränderlichen, und w(x1, . . . , xn)
eine weitere von x1, . . . , xn abhängige Veränderliche. Dann ist ê =

∑
aiJu

i
J − bw

die Homogenisierung von e mit w.
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Lemma 1.5.9 Es sei e
f−→ e1 bzw. e r2

f−→ e1 eine Reduktion von nicht notwen-
dig homogenen lpdgl. Weiter seien ê, ê1, f̂ Homogenisierungen von e, e1, f mit
derselben Funktion w. Dann ist

ê
f̂−→ ê1 +

∑
|J|>0

cJwJ (1.127)

ê r2
f̂−→ ê1 +

∑
|J|>0

cJwJ (1.128)

Beweis. Es sei e = αDKu+ r − βe, f = βu− s− βf , wobei u das Leitmonom von
f ist, βf der konstante Term von f und s frei von u und 1 ist. βe ist der konstante
Term von e und r frei von DKu, dem Term von e, der von f reduziert werden
soll. Wir betrachten der Kürze halber nur die Reduktion erster Art, der Beweis von
Gleichung (1.128) ist nicht komplizierter. Zunächst ist

e1 = e− αDK(f/β) also (1.129)

e1 = r + αDK(s/β)− βe +DK(βf/β) also (1.130)

ê1 = r + αDK(s/β)− (βe −DK(βf/β))w (1.131)

weiter gilt

ê = αDKu+ r − βew (1.132)

f̂ = βu− s− βfw (1.133)

(1.134)

und deshalb für ē mit ê
f̂−→ ē

ē = r − βew + αDK(s/β) +DK(βf/βw) (1.135)

also weiter
ê1 − ē =

∑
|J|>0

cJwJ (1.136)

�

Lemma 1.5.10 Es seien e1 und e2 zwei nicht notwendig homogene lpdgl (in den
abhängigen Veränderlichen ui(x1, . . . , xn)) für die igb1(e1, e2) bzw. igb2(e1, e2) de-
finiert ist. Dann ist

igbi(ê1, ê2) = ̂igbi(e1, e2) +
∑
|J|>0

cJwj (1.137)

wobei êi die Homogenisierung von ei mit einer Funktion w darstellt.

Beweis. Es sei ei = αiui + vi − βi, wobei ui das Leitmonom von ei, βi der kon-
stante Term und vi frei von ui sei. Weiter sei DK1u1 = DK2u2. Wir betrachten der
Kürze halber nur den Fall igb1(e1, e2) = DK1

(v1/α1−β1/α1)−DK2
(v2/α2−β2/α2).

Der konstante Term ist also gleich DK1
(−β1/α1) +DK2

(β2/α2), homogenisiert al-
so gleich (DK1

(−β1/α1) +DK2
(β2α2))w. Weiter ist igb1(ê1, ê2) = DK1

(v1/α1) −
DK1(β1/α1w)−DK2(v2/α2) +DK2(β2/α2w). Vergleicht man die Terme, die w ent-
halten, folgt das Ergebnis. �

Die folgenden beiden Lemmata zeigen wie eine Matrixtermordnung in den oben
beschriebenen Fällen der Hinzunahme einer neuen differentiellen Unbestimmten w
so erweitert werden kann, daß alle wiJ < ujK werden (Lemma 1.5.12) oder im Falle
einer ursprünglichen totdeg–Matrixtermordnung die neue Termordnung ebenfalls
eine totdeg–Matrixtermordnung ist, für die dann wiJ < ujK ist, wenn |J | ≤ |K| gilt.
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Lemma 1.5.11 Es sei ui(x1, . . . , xn), i = 1, . . . ,m ein System von abhängigen und
unabhängigen Veränderlichen, und < eine totdeg–Matrixtermordnung auf den Mo-
nomen uiJ , die durch die Matrix A und die Vektoren Bi, i = 1, . . . ,m charakterisiert
ist (also uiJ < ukL für JA+Bi <lex LA+Bk). Weiter sei w(x1, . . . , xn) eine weitere
abhängige Veränderliche. Dann lässt sich < zu einer Termordnung <1 für die uiJ
und wJ erweitern, so daß gilt

• <1 ist eine totdeg–Matrixtermordnung.

• wJ <1 u
i
K für alle i = 1, . . . ,m und |J | ≤ |K|.

• Eingeschränkt auf die uiJ ist <1 mit < identisch.

Beweis. Es sei A = (a1, . . . ,al), Bi = (bi1, . . . , b
i
l). Ohne Beschränkung der All-

gemeinheit kann man annehmen, daß a1 = (1, . . . , 1)t und bi1 = 0 für alle i ist.
Wäre dem nämlich nicht so, so könnte man ein solches a1 der Matrix A und sol-
che bi1 den Bi voranstellen, ohne die Ordnung < zu beeinflussen. Setze nun Ā =
(a1,aw,a2, . . . ,al), wobei aw = (0, . . . , 0)t sein soll. Setze weiter B̄i = (0, 1, bi2, . . . , b

i
l) ∈

Zl+1 und B̄w = (0, 0, bi02 , . . . , b
i0
l ) ∈ Zl+1 für ein beliebiges 1 ≤ i0 ≤ m. Die Term-

ordnung <1 wird dann durch Ā, B̄i und B̄w definiert, indem uiJ der Vektor JĀ+ B̄i
und wJ der Vektor JĀ+ B̄w zugeordnet wird. �

Lemma 1.5.12 Es sei ui(x1, . . . , xn), i = 1, . . . ,m ein System von abhängigen und
unabhängigen Veränderlichen, und < eine Matrixtermordnung auf den Monomen
uiJ , die durch die Matrix A und die Vektoren Bi, i = 1, . . . ,m charakterisiert ist
(also uiJ < ukL für JA + Bi <lex LA + Bk). Weiter sei w(x1, . . . , xn) eine weitere
abhängige Veränderliche. Dann lässt sich < zu einer Termordnung <1 für die uiJ
und wJ erweitern, so daß gilt

• <1 ist eine Matrixtermordnung.

• wJ <1 u
i
K für alle i = 1, . . . ,m.

• Eingeschränkt auf die uiJ ist <1 mit < identisch.

Beweis. Es seiA = (a1, . . . ,al),Bi = (bi1, . . . , b
i
l). Setze nun Ā = (aw,a1,a2, . . . ,al),

wobei aw = (0, . . . , 0)t sein soll. Setze weiter B̄i = (1, bi1, b
i
2, . . . , b

i
l) ∈ Zl+1 und B̄w

= (0, bi01 , b
i0
2 , . . . , b

i0
l ) ∈ Zl+1 für ein beliebiges 1 ≤ i0 ≤ m. Die Termordnung <1

wird dann durch Ā, B̄i und B̄w definiert, indem uiJ der Vektor JĀ+ B̄i und wJ der
Vektor JĀ+ B̄w zugeordnet wird. �

Satz 1.5.4 Es sei E eine Janet–Basis von nicht notwendig homogenen lpdgl in den
abhängigen Veränderlichen ui(x1, . . . , xn) und zur Termordnung <. Ê sei {ê | e ∈
E} wobei ê die Homogenisierung von e gemäss Definition 1.5.3 mit einer abhängigen
Veränderlichen w(x1, . . . , xn) sei. <1 sei die Erweiterung von < gemäss Lemma
1.5.11 oder Lemma 1.5.12. Ê1 sei die Erweiterung von Ê um die Gleichungen gi =
wxi . Dann ist Ê1 eine Janet–Basis in der Termordnung <1 in den abhängigen
Veränderlichen ui(x1, . . . , xn) und w(x1, . . . , xn).

Beweis. Offensichtlich ist das System Ê1 autoreduziert, es bleibt also nur zu zeigen,
dass es auch passiv ist. Die igb1(gi, gj) verschwinden trivial, und das gleiche gilt auch
für alle igb1(ê, gi) mit e ∈ E, denn solche kann es nur für e = −β mit konstantem
Term β geben. Es bleiben also nur die igb1(ê1, ê2) mit e1, e2 ∈ E. Für diese gelte

igb1(e1, e2) = q0
f1−→ q1

f2−→ q2−→· · ·
fr−→qr = 0 (1.138)
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Dann ist zunächst nach Lemma 1.5.10

igb1(ê1, ê2) = ̂igb1(e1, e2) +
∑
|J|>0

cJwJ
G∗−→ ̂igb1(e1, e2) = q̂0 (1.139)

wobei G für die Gesamtheit der gi stehe. Weiter folgt aus qi−1
fi−→ qi und Lemma

1.5.9 daß

ˆqi−1
f̂i−→ q̂i +

∑
|J|>0

cJwJ
G∗−→ q̂i (1.140)

Nimmt man (1.139) und (1.140) für alle i = 1, . . . , r zusammen, folgt igb1(ê1, ê2)
Ê1∗−→ 0

also die Passivität von Ê1. �

Bemerkung 1.5.2 Die parametrischen Monome uiJ von Ê1 stimmen mit denen
von E überein, für die Funktion w(x1, . . . , xn) ist die Menge der zugehörigen pa-
rametrischen Monome mit w selbst identisch, falls E keine lpdgl enthält, die nur
aus dem konstanten Term besteht. Enthält E aber ein e ∈ E, das nur aus dem
konstanten Term besteht, so existieren nur prinzipale Monome für w.

Satz 1.5.5 Es sei E eine Janet-Basis von in einem Punkt x0 ∈ Cn analytischen
lpdgl in den Funktionen ui(x1, . . . , xn), i = 1, . . . ,m bezüglich einer totdeg–Matrix-
termordnung <. Die e ∈ E brauchen nicht homogen zu sein, es seien aber keine
E 3 e = −b enthalten, die nur aus dem konstanten Glied bestehen. Dann existiert
für jedes System von in x0 analytischen wi(x1, . . . , xn), i = 1, . . . ,m eine eindeutige
Lösung ūi(x) von E, analytisch in x0 und mit DJw

i(x0) = DJ ū
i(x0) für alle

parametrischen Monome uiJ .

Beweis. Man bilde die mit einer Funktion w(x1, . . . , xn) homogenisierte Janet–
Basis Ê1 wie in Satz 1.5.4. Sie erfüllt die Voraussetzungen des Theorems von Riquier
1.5.1, wobei ihre parametrischen Monome in den ui mit denen von E übereinstim-
men und das Monom w für die Funktion w(x1, . . . , xn) parametrisch ist (Bemerkung
1.5.2).

Da Ê1 für w(x) = 1 in E übergeht, gibt es eine 1-1–Korrespondenz zwischen den
Lösungen ūi1(x), w(x) von Ê1, analytisch um x0 und mit DJw

i(x0) = DJ ū
i
1(x0)

sowie w(x0) = 1 und den Lösungen ūi(x) von E, analytisch um x0 und mit
DJw

i(x0) = DJ ū
i(x0), unter der ūi1(x) = ūi(x) ist.

Da Ê1 um x0 die Voraussetungen des Theorems von Riquier erfüllt liefert die
obige 1-1–Korrespondenz die behauptete eindeutige Lösung von E um x0. �

Satz 1.5.6 Es sei E eine Janet–Basis von in einem Punkt x0 ∈ Cn analytischen
lpdgl in den Funktionen ui(x1, . . . , xn), i = 1, . . . ,m. Die e ∈ E brauchen nicht
homogen zu sein, es seien aber keine E 3 e = −b enthalten, die nur aus dem
konstanten Glied bestehen.

Weiter sei P(E) = {uiνKν}ν=1,...,N die endliche Menge der parametrischen Mo-
nome von E und es sei wν ∈ C (ν = 1, . . . , N) vorgegeben. Dann existiert eine ein-
deutige, in x0 analytische Lösung ūi(x) von E mit ūiνKν (x0) = wν für ν = 1, . . . , N .

Beweis. Wie Satz 1.5.5 nur unter Verwendung von Satz 1.5.3 anstelle des Theorems
von Riquier. �

Bemerkung 1.5.3 Die Lösungen einer nicht notwendig homogenen Janetbasis in
einer gegebenen Algebra über ihrem Koeffizientenkörper bilden affine Teilräume die-
ser Algebra.

In dem Satz 1.5.5 ist dies die Algebra C[[x1 − x1
0, . . . , x

n − xn0 ]] mit einem affi-
nen Lösungraum, der isomorph zum Vektorraum der Potenzreihen (wi(x))i=1,...,m,
analytisch in x0, mit DJw

i(x0) = 0 für alle prinzipalen uiJ .
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In Satz 1.5.6 ist dies ebenfalls die Algebra C[[x1 − x1
0, . . . , x

n − xn0 ]] mit einem
affinen Lösungsraum der isomorph zum Raum CN der Abbildungen von den para-
metrischen Monomen nach C ist.

Wir wollen nun noch den Satz von Riquier für einen wichtigen Typ von Koef-
fizientenkörpern formulieren, nämlich die Koeffizientenkörper K(U) aus Abschnitt
1.3.1. Für diese gilt

Satz 1.5.7 Es sei E eine Janet–Basis von lpdgl über dem Koeffizientenkörper K(U)
(U ⊆ Cn) in den Funktionen ui(x1, . . . , xn), i = 1, . . . ,m bezüglich einer totdeg–
Matrixtermordnung. Die e ∈ E brauchen nicht homogen zu sein, es seien aber keine
E 3 e = −b enthalten, die nur aus dem konstanten Glied bestehen.

Dann existiert eine in U vernachlässigbare Teilmenge A, so daß man für alle
x0 ∈ U − A und wi(x), i = 1, . . . ,m, analytisch im Punkt x0, eine offene Um-
gebung V mit x0 ∈ V ⊆ U − A wählen kann, auf der eine eindeutige analytische
Lösung ū1, . . . , ūm ∈ O(V ) von E existiert, für die DJ ū

i(x0) = DJw
i(x0) für alle

parametrischen Monome uiJ ist.

Beweis. Es sei C die Gesamtheit der Koeffizienten von allen e ∈ E. Jedes c ∈ C
ist auf einer offenen Menge U −Ac holomorph, wobei Ac vernachlässigbar in U ist.
Die endliche Vereinigung A =

⋃
c∈C Ac ist ebenfalls vernachlässigbar und auf U−A

sind alle c ∈ C holomorph. Nach Satz 1.5.5 existiert dann für jeden Punkt x0 ∈ U−A
eine eindeutige, lokal um x0 analytische Lösung ūi(x) von E mit ūiJ(x0) = wiJ(x0)
für die parametrischen Monome ūiJ . Da ū1, . . . , ūm eine lokal analytische Lösung im
Punkt x0 ist, gibt es auch eine offene Gebietsumgebung V ⊆ U −A von x0, so daß
ū1, . . . , ūm als holomorphe Funktionen auf V eine Lösung von E darstellen. Dabei
wirdO(V ) als Teil vonK(V ) aufgefasst, das seinerseits eineK(U) Funktionenalgebra
über die Restriktionsabbidung rUV : K(U) → K(V ) ist. K(V ) ist dann das S aus
Definition 1.5.1. �

Satz 1.5.8 Es sei E eine Janet–Basis von lpdgl über dem Koeffizientenkörper K(U)
(U ⊆ Cn, offenes Gebiet) in den Funktionen ui(x1, . . . , xn), i = 1, . . . ,m. Die e ∈ E
brauchen nicht homogen zu sein, es seien aber keine E 3 e = −b enthalten, die nur
aus dem konstanten Glied bestehen.

Weiter sei P(E) = {uiνKν}ν=1,...,N die endliche Menge der parametrischen Mo-
nome von E.

Dann existiert eine in U vernachlässigbare Teilmenge A, so daß man für alle
x0 ∈ U − A eine offene Umgebung V mit x0 ∈ V ⊆ U − A wählen kann, auf
der für jede Wahl von wν ∈ C, ν = 1, . . . , N , eine eindeutige analytische Lösung
ū1, . . . , ūm ∈ O(V ) von E existiert, für die ūiνKν (x0) = wν für ν = 1, . . . , N ist.

Die Lösungen von E in O(V ) bilden also einen N–dimensionalen affinen Teil-
raum von O(V )m.

Weiterhin gilt für jedes z ∈ V und jedes offene Gebiet W ⊆ V , daß die kanoni-
schen Injektionen

(i) O(V )→ OV,z

(ii) O(V )→ O(W )

(iii) O(V )→ K(V )

(iv) O(V )→ K(W )

Isomorphismen

(i) SolnO(V )(E)
∼−→ SolnOV,z (E)
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(ii) SolnO(V )(E)
∼−→ SolnO(W )(E)

(iii) SolnO(V )(E)
∼−→ SolnK(V )(E)

(iv) SolnO(V )(E)
∼−→ SolnK(W )(E)

von komplexen affinen N–dimensionalen Räumen induzieren.

Beweis. Wie in Satz 1.5.7 wählt man ein x0, so daß alle Koeffizienten von E
in x0 holomorph sind. Anschliessend bestimmt man N + 1 Lösungen in C[[x1 −
x1

0, . . . , x
n − xn0 ]]m von E wie folgt: ūi0 sei die in x0 analytische Lösung, für die alle

(ū0)iνKν (x0) = 0 sind und ūiµ, µ = 1, . . . , N seien die N Lösungen von E, für die

(ūµ)iνKν (x0) = δµν ist. Dann ist ūi = ūi0 +
∑
ν wν(ūiν − ūi0) die eindeutig bestimmte

Lösung in C[[x1 − x1
0, . . . , x

n − xn0 ]]m für die ūiνKν (x0) = wν ist.
Als V kann jedes offene Gebiet V 3 x0 gewählt werden, das in U −A liegt und

auf dem die ūi0 und ūiµ holomorph sind.
Nach Bemerkung 1.5.3 und Satz 1.5.6 ist SolnOV,z (E) ein N–dimensionaler af-

finer Raum in OmV,z (die Gleichungen von E sind in z analytisch !). Gleichzeitig
bildet O(V ) → OV,z den N–dimensionalen affinen Lösungsraum SolnO(V )(E) in-
jektiv in SolnOV,z (E) ab. Wegen der Gleichheit der Dimensionen ist diese Injektion
eine Bijektion und der Fall (i) von oben erledigt.

In den Fällen (ii), (iii), (iv) genügt es einzusehen, daß jedes (v1, . . . , vm) ∈
O(W )m,K(V )m,K(W )m auch Element von OmV,z0 für ein geeignetes z0 ∈ V ist.

Damit ist jedes (v1, . . . , vm) ∈ SolnO(W )(E) auch Element von SolnOV,z0 (E) und
damit von SolnO(V )(E). Entsprechendes gilt auch für K(V ) und K(W ) anstelle von
O(W ). �

Bemerkung 1.5.4 Es sei E eine Janetbasis von lpdgl über dem Koeffizientenkörper
K(U) wie in Satz 1.5.7. Es sei W ⊆ U ein offenes Gebiet und SolnK(W ′)(E) ein
N–dimensionaler komplexer affiner Raum für jedes offene Gebiet W ′ ⊆ W . Dann
hat E genau N parametrische Monome.

Beweis. Hätte E weniger als N parametrische Monome, so könnte SolnK(W ′)(E)
kein N–dimensionaler affiner Raum sein. Umgekehrt könnte man im Fall von mehr
als N parametrischen Monomen mit der Methode vom Anfang des Beweises von
Satz 1.5.8 ein SolnK(W ′)(E) finden, das mehr als N affin unabhängige Funktionen
enthält. �

Als Konsequenz von Satz 1.5.8 beweisen wir noch einen Satz über die Konstanz
der Anzahl parametrischer Monome in verschiedenen Janetbasen desselben Ideals
von lpdgls:

Satz 1.5.9 Es seien E und F zwei Janetbasen mit (E) = (F ) über dem Koeffizi-
entenkörper K(U), U ⊆ Cn, in den differentiellen Unbestimmten u1, . . . , um.

Die Janetbasis E habe genau N parametrische Monome, dann hat auch F genau
N parametrische Monome.

Beweis. Wähle für E ein V wie in Satz 1.5.8, so daß für jedes W ⊆ V , W of-
fenes Gebiet, SolnK(W )(E) ein N–dimensionaler affiner Raum ist. Damit ist auch
SolnK(W )(F ) = SolnK(W )((F )) = SolnK(W )((E)) = SolnK(W )(E) ein N–dimen-
sionaler affiner Raum.

Wenn nun F N ′ parametrische Monome hätte, mit N ′ > N , so gäbe es ein
W ⊆ V , W offenes Gebiet, auf dem SolnK(W )(F ) ein N ′–dimensionaler affiner Raum
wäre. Dann wäre aber auch SolnK(W )(E) ein N ′–dimensionaler affiner Raum, im
Widerspruch zu obiger Wahl von V . Also ist N ′ = N . �
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1.5.4 Koordinatentransformationen von lpdgl und ihrer Lösun-
gen

Es seien R bzw. S integre Differentialringe mit den Ableitungen ∂xi bzw. ∂yi , i =
1, . . . , n, und φ : R→ S ein Homomorphismus von gewöhnlichen Ringen.

Weiter seien R̄ bzw. S̄ R– bzw. S–Algebren vermöge von Homomorphismen
R → R̄ bzw. S → S̄ und es sei φ̄ : R̄ → S̄ ein Homomorphismus von gewöhnlichen
Ringen.

Es seien u1, . . . , ur differentielle Unbestimmte zu den Derivationen ∂xi und
v1, . . . , vs differentielle Unbestimmte zu den Derivationen ∂yi .

Schließlich seien Abbildungen

φ∗(u
i) =

∑
bikLv

k
L (1.141)

und
φ∗(∂xi) =

∑
αji∂yj , αji ∈ S, det(αji ) 6= 0 (1.142)

gegeben und das Diagramm

R̄

∂xi

��

φ̄ // S̄

φ∗(∂xi )

��

R

__

φ //

∂xi

��

S

??

φ∗(∂xi )

��
R

φ //

��

S

��
R̄

φ̄ // S̄

(1.143)

kommutiere.
Dann existiert wie in Abschnitt 1.3.2 beschrieben eine Abbildung

φ∗ : L(R, ui) −→ L(S, vj) (1.144)

die als Koordinatentransformation angesehen werden kann.
Diese Abbildung ist

φ∗

(∑
aiJu

i
J

)
= φ∗

(∑
aiJ ∂

j1
x1 · · · · · ∂jnxnui

)
=
∑

φ(aiJ)φ∗ (∂x1)
j1 · · · · · φ∗ (∂xn)

jn φ∗(u
i)

=
∑

φ(aiJ)φ∗ (∂x1)
j1 · · · · · φ∗ (∂xn)

jn bikLv
k
L

(1.145)

Satz 1.5.10 Die Bezeichnungen seien wie oben und es sei E ⊆ L(R, ui) ein System
von lpdgl und φ∗E = {φ∗(e)|e ∈ E} sein Bild unter φ∗.

Weiter sei (ūi) ∈ R̄r und (v̄j) ∈ S̄s mit φ̄(ūi) =
∑
bikLv̄

k
L. Dann ist

(ūi) ∈ SolnR̄(E)⇒ (v̄j) ∈ SolnS̄(φ∗E) (1.146)

und wenn ¯phi injektiv ist, sogar

(ūi) ∈ SolnR̄(E)⇔ (v̄j) ∈ SolnS̄(φ∗E) (1.147)

Beweis. Aus (1.145) und (1.143) folgt, daß

φ∗(e)[v
j = v̄j ] = φ̄(e[ui = ūi]) (1.148)

für φ̄(ūi) =
∑
bikLv̄

k
L. Damit ist alles gezeigt. �
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Satz 1.5.11 Die Bezeichnungen seien wie oben, und es sei r = s und φ∗(u
i) =∑

bij v
j , bij ∈ S mit det(bij) ∈ S∗.

Dann induziert
φ] : R̄r → S̄s (1.149)

festgelegt durch φ]((ū
i)) = (v̄j) mit φ̄(ūi) =

∑
bij v̄

j einen Homomorphismus

φ∗ : SolnR̄(E)→ SolnS̄(φ∗E) (1.150)

der injektiv resp. bijektiv ist, wenn φ̄ es ist.

Beweis. Folgt direkt aus vorigem Satz. �

Im folgenden betrachten wir einen konkreten Spezialfall der oben angeführten
Sätze, nämlich zwei offene Gebiete U, Ū ⊆ Cn, die durch eine biholomorphe Abbil-
dung σ : Ū −→ U aufeinander bezogen sind.

Weiter seien W ⊆ U , W̄ ⊆ Ū zwei offene Gebiete mit σ(W̄ ) = W .
Dann induziert σ Abbildungen σ∗ : K(U) −→ K(Ū) und σ∗1 : K(W ) −→ K(W̄ )

wie in Lemma 1.3.2 beschrieben.
Die Differentialringe R, S, R̄, S̄ seien K(U), K(Ū), K(W ), K(W̄ ) und es sei wie

in Satz 1.5.11 φ∗(u
i) =

∑
bij v

j mit bij ∈ K(Ū). Die Abbildungen φ und φ̄ von oben
werden dann durch die Isomorphismen σ∗ und σ∗1 gegeben, und es ist φ∗ (∂xi) =∑
j

(
( ∂σ

i

∂x̄j )ij

)−1

∂x̄j , wobei xi die Koordinaten in U und x̄j die Koordinaten in Ū

sein sollen.
Die Abbildung (1.150) ist unter diesen Bedingungen ein Isomorphismus.

Satz 1.5.12 Die Bezeichnungen seien wie eben eingeführt, und es sei E eine homo-
gene Janetbasis, E ⊆ L(K(U), ui), mit endlich vielen parametrischen Ableitungen.

Weiter sei F = J(φ∗E) eine Janetbasis der Transformierten der Gleichungen
aus E. Dann hat F dieselbe endliche Anzahl N von parametrischen Ableitungen wie
E.

Beweis. Wir wählen V ⊆ U so, daß die Aussagen von Satz 1.5.8 für E zutreffen.
Wähle nun weiter ein beliebiges offenes Gebiet V̄ ′ ⊆ V̄ und finde V ′ ⊆ V mit
σ(V̄ ′) = V ′. Dann ist

SolnK(V̄ ′)(F ) = SolnK(V̄ ′)(φ∗E) ∼= SolnK(V ′)(E) = SolnK(V )(E) (1.151)

Also ist SolnK(V̄ ′)(F ) ein N–dimensionaler komplexer Vektorraum für jedes offene

Gebiet V̄ ′ ⊆ V̄ . Nach Bemerkung 1.5.4 hat F deshalb genau N parametrische
Ableitungen. �

1.6 Anwendungen der Janetbasen von lpdgl

1.6.1 Eliminationstheorie

Im Rahmen der Eliminationstheorie betrachten wir lpdgl in zwei Gruppen von dif-
ferentiellen Unbestimmten, u1, . . . , um und v1, . . . , vr (die von x1, . . . , xn abhängen
sollen).

Die Grundaufgabe der Eliminationstheorie besteht darin, für ein vorgelegtes
System E von lpdgl in ui und vj alle diejenigen lpdgl in den ui allein zu finden, die
aufgrund des Bestehens von E zu gelten haben. Dies nennt man auch die Elimination
der vj aus E. Die Lösung dieser Aufgabe wird in Satz 1.6.1 gegeben. Vorher führen
wir einige Begriffe und Bezeichnungen ein:



KAPITEL 1. EINFÜHRUNG UND GRUNDBEGRIFFE 43

Definition 1.6.1 Seien u1, . . . , um und v1, . . . , vr zwei Systeme von differentiellen
Unbestimmten (zu den unabhängigen Veränderlichen x1, . . . , xn). Eine Termord-
nung < für die uiJ < vjK für alle i, J , j, K ist, heiße Eliminationstermordnung

Bezeichnung 1.6.1 Es sei L(K,ui, vj) die Menge der lpdgl über dem Differen-
tialkörper K in den differentiellen Unbestimmten u1, . . . , um und v1, . . . , vr (zu
den unabhängigen Veränderlichen x1, . . . , xn). Entsprechend seien L(K,ui) und
L(K, vj) definiert.

<elim sei eine Eliminationstermordnung mit uiJ <elim vjK .
E sei ein System von lpdgl, E ⊆ L(K,ui, vj). F = J (E) sei die Janetbasis von

E bezüglich <elim.
Fu sei F ∩ L(K,ui), die Menge der f ∈ F , deren Differentialmonome nur aus

den uiJ und 1 bestehen.

Die Menge F − Fu die aus den f ∈ F besteht, die wenigstens ein vjK als Diffe-
rentialmonom enthalten, wollen wir mit Fv bezeichnen.

Es sei L/K eine differentielle K–Algebra. Für ū1, . . . , ūm ∈ L und f ∈ L(K,ui, vj)
sei f [ui = ūi] ∈ L(L, vj) die lpdgl, die aus f entsteht, wenn uiJ in f durch ūiJ ∈ L
ersetzt wird.

Für E ⊆ L(K,ui, vj) sei E[ui = ūi] = {e[ui = ūi]|e ∈ E}, Fv[ui = ūi] wollen
wir auch mit Fv,ū abkürzen.

Lemma 1.6.1 In den Bezeichnungen von 1.6.1 gilt

f ∈ Fv ⇐⇒ lmon(f) = vjK (1.152)

Beweis.
⇐: klar.
⇒: Wäre das Leitmonom ein uiJ , aber trotzdem ein vjK als Monom in f enthalten,

so müsste vjK<elimu
i
J sein, was der Definition von <elim widerspricht. �

Satz 1.6.1 Es seien die Bezeichnungen wie in Bezeichnung 1.6.1. Dann gilt

(E) ∩ L(K,ui) = (F ) ∩ L(K,ui) = (Fu) (1.153)

und Fu ist eine Janetbasis von (F )∩L(K,ui) bezüglich der Einschränkung von <elim

auf die uiJ .

Beweis. Wir zeigen zunächst, daß Fu ein Janetbasis bildet.
Die Fu sind als Teil der autoreduzierten und normierten Janetbasis F selbst

autoreduziert und normiert, es bleibt also nur zu zeigen, daß igb1(f1, f2)
Fu∗−→ 0 für

alle f1, f2 ∈ Fu. Auch das ist aber offensichtlich, denn zunächst gilt ja wegen der

Passivität von F igb1(f1, f2)
F ∗−→ 0. Dabei muß aber jeder Reduktionsschritt mit

einem f ∈ Fu ausgeführt werden, denn jedes f ∈ F − Fu hat ein Leitmonom aus
den viJ (Lemma 1.6.1). Somit muß der erste Reduktionsschritt mit einem f ∈ Fu
erfolgen, und das Ergebnis der Reduktion ist erneut aus Fu. Induktiv folgt die
Behauptung.

Was Gleichung (1.153) angeht, so folgt (E) = (F ) aus F = J (E) und somit
ist die erste Gleichung von (1.153) gezeigt. Nach Korollar 1.4.3 ist f ∈ (F ) genau

dann, wenn f
F ∗−→ 0. Sei nun f ∈ (F ) ∩ L(F, ui), so müssen die Reduktionsschritte

in f
F ∗−→ 0 kraft des oben ins Feld geführten Arguments mit fi ∈ Fu ausgeführt

werden, also f
Fu∗−→ 0 sein.

Nach Korollar 1.4.2 ist dann aber f ∈ (Fu). Damit ist (F ) ∩ L(F, ui) ⊆ (Fu)
gezeigt, die umgekehrte Richtung ist offensichtlich.

Da Fu eine Janetbasis ist, ist sie auch Janetbasis von (Fu) = (F ) ∩ L(F, ui).
�



KAPITEL 1. EINFÜHRUNG UND GRUNDBEGRIFFE 44

Bemerkung 1.6.1 Wenn F (in den Bezeichnungen von Bezeichnung 1.6.1) eine
Janetbasis mit endlich vielen parametrischen Monomen ist, so gilt dies auch für Fu
und Fv,ū aufgefaßt als Janetbasen in den ui bzw. vj.

Im folgenden sei der oben mit K bezeichnete Koeffizientenkörper gleich K(U)
für ein offenes Gebiet U ⊆ Cn. Nachdem wir in Satz 1.6.1 geklärt haben, wie man
aus einem System E von lpdgl die differentiellen Unbestimmten vj eliminieren kann,
wollen wir uns nun der Frage zuwenden, ob für jede Lösung ū1, . . . , ūm ∈ K(V ) von
Fu v̄

1, . . . , v̄r ∈ K(W ) gefunden werden können, so daß ū1, . . . , ūm, v̄1, . . . , v̄r eine
Lösung von F darstellen. Dabei sollen W und V offene Gebiete mit W ⊆ V ⊆ U
sein und K(V ) als K(U)–Algebra sowie K(W ) als K(V )–Algebra aufgefaßt werden.

Zu diesem Zweck beweisen wir erst einmal das folgende Lemma:

Lemma 1.6.2 In den Bezeichnungen von Bezeichnung 1.6.1 sei e
F ∗−→ N1(e), wobei

N1(e) die Endform von e bezüglich F für ein e ∈ L(K,ui, vj) sei.

Dann existiert ein ev ∈ L(K,ui, vj) mit e
Fv∗−→ ev

Fu∗−→ N1(e) und es ist ev ∈
L(K,ui) bzw. ev ∈ (Fu) für N1(e) ∈ L(K,ui) bzw. N1(e) ∈ (Fu).

Beweis. Man bilde eine Reduktionskette e
f1−→ e1

f2−→ · · · , fr−→ er mit fi ∈ Fv, so
daß er bezüglich Fv nicht weiter reduzierbar ist. Nach Lemma 1.4.1 existiert eine

solche endliche Kette stets. Setze nun ev = er. Da
F−→ konfluent ist, kommutiert

das Diagramm

e
F ∗//

Fv ∗��

N1(e)

ev

F

∗
<<

(1.154)

In der darin enthaltenen Reduktionskette ev
F ∗−→ N1(e) treten aber nur Reduktionen

mit f ∈ Fu auf, wie man induktiv einsieht. Das erste Glied, ev, ist nämlich nur mit

f1 ∈ Fu reduzierbar. Es sei also ev
f1−→ ev,1. Dann enthält ev,1 höchstens uiJ als

neue Differentialmonome, neue vjK treten nicht hinzu. Also ist auch ev,1 nur mit Fu
reduzierbar usw. Das Diagramm (1.154) kann also geschrieben werden als

e
F ∗//

Fv ∗��

N1(e)

ev

Fu

∗
<<

(1.155)

Nach Lemma 1.4.13 gilt somit ev − N1(e) ∈ (Fu), also ist für N1(e) ∈ L(K,ui)
bzw. N1(e) ∈ (Fu) auch ev ∈ L(K,ui) bzw. ev ∈ (Fu). �

Satz 1.6.2 In den Bezeichnungen von Bezeichnung 1.6.1 sei ū1, . . . , ūm ∈ K(V )
eine Lösung des Systems Fu von lpdgl. Dann ist Fv[u

i = ūi] = Fv,ū eine Janetbasis
von lpdgl aus L(K(V ), vj).

Beweis. Zunächst einmal kann F als Janetbasis über dem Koeffizientenkörper
K(V ) ⊇ K(U) aufgefaßt werden, da die Janetbasis–Eigenschaft unter Erweiterun-
gen des Koeffizientenkörpers erhalten bleibt. Da F autoreduziert und normiert ist,
ist es auch Fv ⊆ F und offensichtlich auch Fv,ū, da die Differentialmonome vjK in
den lpdgl von Fv,ū mit denen in den lpdgl von Fv übereinstimmen.

Bleibt zu zeigen, daß igb1(f ′1, f
′
2)

Fv,ū∗−→ 0 für alle f ′1, f
′
2 ∈ Fv,ū. Wir kürzen im

folgenden f [ui = ūi] mit f̄ ab. Es ist dann also f ′1 = f̄1, f ′2 = f̄2 für f1, f2 ∈ Fv
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geeignet. Mit e bezeichnen wir igb1(f1, f2) = e. Es gilt dann nach Lemma 1.6.2

e
F ∗//

Fv ∗��

0

ev

Fu

∗
?? (1.156)

Ebenfalls nach Lemma 1.6.2 ist dann ev ∈ (Fu), also ev = 0. Schreiben wir die

Reduktion e
Fv∗−→ ev in (1.156) ausführlich als

igb1(f1, f2) = e = e0
f1−→ e1

f2−→ · · · fs−→ es = ev, fi ∈ Fv (1.157)

so gilt nach Einsetzen ui = ūi in (1.157)

igb1(f1, f2) = ē = e0
f1−→ e1

f2−→ · · · fs−→ es = ev = 0, fi ∈ Fv,ū (1.158)

Weiter ist offensichtlich

igb1(f1, f2) = igb1(f1, f2) = igb1(f ′1, f
′
2) (1.159)

Nimmt man (1.159) und (1.158) zusammen, so folgt

igb1(f ′1, f
′
2)

Fv,ū∗−→ 0 (1.160)

was zu beweisen war. �

Satz 1.6.3 Es gelten die Bezeichnungen von oben und es sei ū1, . . . , ūm ∈ K(V )
eine Lösung von Fu. Weiter sei die zugrundeliegende Eliminationstermordnung <
so gewählt, daß ihre Einschränkung auf die vjK eine totdeg–Matrixtermordnung ist,
falls F unendlich viele parametrische Monome hat.

Dann existieren v̄1, . . . , v̄r ∈ K(W ), für ein geeignetes offenes Gebiet W ⊆ V ,
so daß ū1, . . . , ūm, v̄1, . . . , v̄r ∈ K(W ) eine Lösung von F (und damit von (F ) =
(E)) darstellt (dabei sind die ūi kraft der kanonischen Injektion K(V ) ⊆ K(W ) als
Elemente von K(W ) aufzufassen).

Beweis. Nach Satz 1.6.2 und der Annahme über < ist Fv,ū eine Janetbasis von
lpdgl aus L(K(V ), vj) bezüglich der Termordnung, die durch Einschränkung von
< auf die vjK entsteht. Fv,ū enthält keine lpdgl, die nur aus dem konstanten Glied
besteht, da eine solche bereits in Fu enthalten wäre und Fv entweder die leere Menge
ist, oder aus lpdgl besteht, deren Leitmonom ein vjK ist. Also existieren nach Satz
1.5.7 im Fall, daß F unendlich viele parametrische Monome hat, bzw. nach Satz
1.5.8 im Fall, daß F und damit Fv,ū nur endlich viele parametrische Monome hat,
v̄1, . . . , v̄r ∈ K(W ), die eine Lösung von Fv,ū darstellen. ū1, . . . , ūm und v̄1, . . . , v̄r

bilden dann zusammen eine Lösung von F im Körper K(W )/K(U). �
Eine wichtige Anwendung von Satz 1.6.3 besteht in folgender Überlegung: Es

sei U ⊆ Cn ein offenes Gebiet und E ⊆ K(U)m ein komplex r–dimensionaler Vek-
torraum von m–Vektoren über K(U):

E =

(u1, . . . , um) |ui ∈ K(U), ui =

r∑
j=1

cjf ij , c
j ∈ C, f ij ∈ K(U)

 (1.161)

Dann lässt sich E als Lösungen eines Systems von lpdgl in den uiJ über dem
Körper K(U) kennzeichnen.
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Satz 1.6.4 Die Bezeichnungen seien wie oben, dann existiert eine Janetbasis FE
von lpdgl aus L(K(U), ui), so daß

(ū1, . . . , ūm) ∈ E ⇐⇒ f [ui = ūi] = 0 für alle f ∈ FE (1.162)

Beweis. Wir betrachten das System E von lpdgl in den ui und den cj über K(U)

ui −
r∑
j=1

cjf ij = 0 (1.163)

cjxi = 0 (1.164)

das bezüglich einer Eliminationstermordnung mit cj < ui offenbar eine Janetbasis
mit r parametrischen Monomen ist.

Es sei F eine Janetbasis F = J (E) bezüglich einer Eliminationstermordnung
mit uiJ < cjK , F hat damit ebenfalls r parametrische Monome. Die Janetbasis Fu
ist dann die gesuchte Janetbasis FE .

Sei nämlich ū1, . . . , ūm ∈ K(V ), V ⊆ U , eine Lösung von Fu, so existieren nach
Satz 1.6.3 auch c̄1, . . . , c̄r ∈ K(W ), W ⊆ V , die zusammen mit den ūi F erfüllen,
also auch (F ) = (E), also auch E.

Die c̄j sind vorderhand nur ∈ K(W ), aber in Wirklichkeit sind sie sogar ∈ C.
Sei nämlich Ai die vernachlässigbare Teilmenge von W , so daß auf U − Ai c̄jxi ≡ 0
als holomorphe Funktion gilt (Gl. (1.164)), so ist auf W − A, A = A1 ∪ · · · ∪ An,
c̄jxi ≡ 0 als holomorphe Funktion für alle i = 1, . . . , n, also c̄j = cj ∈ C konstant auf
W − A. Da A vernachlässigbar ist, ist cj ∈ C die eindeutig bestimmte analytische
Fortsetzung von W −A nach W der Funktion c̄j ∈ K(W ).

Legt man diese so erhaltenen cj ∈ C zu Grunde, so bedeutet das Erfülltsein der
Gleichung (1.163) von E (über dem Körper K(W )), daß (ū1, . . . , ūm) ∈ K(W )m die
Einschränkung eines Vektors (ũ1, . . . , ũm) ∈ E ist. Damit ist

”
⇐ “in (1.162) gezeigt.

Sei nun umgekehrt (ū1, . . . , ūm) ∈ E gegeben. Dann existieren nach Definition
(1.161) von E c1, . . . , cr ∈ C, so daß die lpdgl (1.163) erfüllt sind. Die Gleichungen
(1.164) sind erfüllt, da die cj konstant sind. Also ist E erfüllt und damit auch (E).
Da (E) = (F ) erfüllen diese ū1, . . . , ūm und c1, . . . , cr auch (F ), also F , also auch
Fu, womit

”
⇒ “gezeigt ist. �

1.6.2 Multilineare Kombinationen

Es seien E ⊆ L(K(U), u1, . . . , um) und F ⊆ L(K(U), v1, . . . , vn), U ⊆ Cr offenes
Gebiet, zwei Systeme von homogenen lpdgl.

Die Janetbasen von E und F seien E′ = J (E) und F ′ = J (F ). E′ und F ′

mögen genau die endlich vielen parametrischen Monome P(E′) = {uiaJa}1≤a≤M und

P(F ′) = {vjbKb}1≤b≤N besitzen.
Weiter sei V ⊆ U ein offenes Gebiet, so daß für V und U die Annahmen von

Satz 1.5.8 sowohl bezüglich E′ als auch bezüglich F ′ gelten.

Satz 1.6.5 Es gelten die oben eingeführten Bezeichnungen. Dann gibt es ein Sy-
stem G von lpdgl in den abhängigen Veränderlichen wab, a = 1, . . . ,M , b = 1, . . . , N
und mit Koeffizientenkörper K(U), so daß

SolnK(V )(E)⊗ SolnK(V )(F ) ∼= SolnK(V )(G) (1.165)

Beweis. Betrachte die Ausdrücke uiJ ⊗ v
j
K und erkläre die Wirkung der Ableitung

∂k durch
∂k(uiJ ⊗ v

j
K) = uiJ,k ⊗ v

j
K + uiJ ⊗ v

j
K,k (1.166)

wobei J, k = (j1, . . . , jk + 1, . . . , jr) für J = (j1, . . . , jr) und analog K, k für K sei.
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Setze weiter wab = uiaJa ⊗ v
jb
Kb

, uiaJa ∈ P(E′), vjbKb ∈ P(F ′), so daß

∂kw
ab = uiaJa,k ⊗ v

jb
Kb

+ uiaJa ⊗ v
jb
Kb,k

(1.167)

wird.
Dann läßt sich uiaJa,k vermöge E′ zu

∑
uicJc∈P(E′) ξ

k,a
c uicJc reduzieren und ebenso

vjbKb,k vermöge F ′ zu
∑
v
jd
Kd
∈P(F ′)

ηk,bd vjdKd .

Zusammengenommen folgt aus (1.167) und den durch E′ und F ′ gegebenen
Relationen

∂kw
ab =

∑
ξk,ac uicJc ⊗ v

jb
Kb

+
∑

ηk,bd uiaJa ⊗ v
jd
Kd

=
∑

ϑk,abcd wcd

(1.168)

Die Gleichungen (1.168) bilden das System G.
Aus der Konstruktion von G folgt, daß für Lösungen (ūi)i ∈ SolnK(W )(E

′) =

SolnK(W )(E) und (v̄j)j ∈ SolnK(W )(F
′) = SolnK(W )(F ) das MN–Tupel (w̄ab =

ūiaJa · v̄
jb
Kb

)ab eine Lösung von G in K(W ) darstellt. W ⊆ V sei dabei ein beliebiges
offenes Gebiet in V .

Genauer gilt, daß die Abbildung

SolnK(W )(E)× SolnK(W )(F )
ϕ−→ SolnK(W )(G)(

(ūi)i, (v̄
j)j
)
−→ (w̄ab = ūiaJa · v̄

jb
Kb

)ab

eine C–bilineare Abbildung von C–Vektorräumen darstellt. Also induziert ϕ vermöge

SolnK(W )(E)⊗ SolnK(W )(F )

h

��

SolnK(W )(E)× SolnK(W )(F )

i
33

ϕ

++
SolnK(W )(G)

einen C-linearen Homomorphismus h : SolnK(W )(E)⊗SolnK(W )(F )→ SolnK(W )(G).
Dieser ist aber sogar ein Isomorphismus.

Um das einzusehen wählen wir zunächst ein x0 ∈ W aus und betrachten die
Lösungen {(ūiµ)i}1≤µ≤M ⊆ SolnK(W )(E) und {(v̄jν)j}1≤ν≤N ⊆ SolnK(W )(F ) für die

(ūiaµ )Ja(x0) = δaµ und (v̄jbν )Kb(x0) = δbν gilt. Solche muß es nach Satz 1.5.8 stets
geben und sie stellen sogar eine Basis von SolnK(W )(E) bzw. SolnK(W )(F ) dar.

Setzt man (w̄abµν)ab = h((ūiµ)i ⊗ (v̄jν)j), so erhält man wegen w̄abµν(x0) = δaµ δ
b
ν M ·N

über C linear unabhängige Lösungen (w̄abµν)ab ∈ SolnK(W )(G).
Es gilt also

dimC(SolnK(W )(E)⊗ SolnK(W )(F )) = MN (1.169)

dimC(h(SolnK(W )(E)⊗ SolnK(W )(F ))) ≥MN (1.170)

und wegen der Struktur von G

dimC SolnK(W )(G) = dimC SolnK(W )(G
′) ≤MN (1.171)

wobei G′ eine Janetbasis von G bezüglich einer totdeg–Termordnung ist.
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Also ist h ein Isomorphismus undG′ mitG identisch. Würden nämlich inG′ noch
Integrabilitätsbedingungen zu den Gleichungen in G hinzutreten, so hätte G′ echt
weniger als MN parametrische Monome und es würde dimC SolnK(W )(G) < MN
sein. �

Bemerkung 1.6.2 Für V ⊆ U gelten die Aussagen von Satz 1.5.8 bezüglich der
Janetbasis G.

Im folgenden wollen wir — unter Beibehaltung der oben benutzten Bezeichnun-
gen — die allgemeinen multilinearen Abbildungen

SolnK(V )(E)× SolnK(V )(F )
t−→ K(V )p(

(ūi)i, (v̄
j)j
)
−→ (z̄k =

∑
ηkiJjK ū

i
J · v̄

j
K)k, k = 1, . . . , p, ηkiJjK ∈ K(V )

(1.172)

untersuchen. Offensichtlich kann jede solche Abbildung t in eine äquivalente Form

SolnK(V )(E)× SolnK(V )(F )
t−→ K(V )p(

(ūi)i, (v̄
j)j
)
−→ (z̄k =

∑
uiaJa∈P(E′),v

jb
Kb
∈P(F ′)

η̃kabū
ia
Ja
· v̄jbKb)k, (1.173)

gebracht werden, indem man die Gleichungen aus E′ und F ′ benutzt, um die ūiJ
und v̄jK zu K(V )–Linearkombinationen aus den parametrischen Ableitungen uiaJa
und vjbKb zu reduzieren.

Aufgrund der C–Bilinearität von (1.173) können wir das folgende kommutative
Diagramm aufstellen

SolnK(V )(E)× SolnK(V )(F )
t //

i

��

K(V )p

SolnK(V )(E)⊗ SolnK(V )(F )
ϕ
∼= //

h

55

SolnK(V )(G)

ψ z̄k=
∑
η̃kab w̄

ab

OO
(1.174)

Den von t(SolnK(V )(E) × SolnK(V )(F )) erzeugten C–Untervektorraum von K(V )p

wollen wir mit E bezeichnen.
In Satz 1.6.4 hatten wir gesehen, daß jeder solche lineare, endlichdimensionale

Teilraum eines K(V )p sich als Raum der Lösungen eines geeigneten Systems von
lpdgl darstellen läßt, hier also als Lösungen eines Systems von lpdgl in den abhängi-
gen Veränderlichen zk, k = 1, . . . , p mit Koeffizientenkörper K(V ).

Satz 1.6.6 E = SolnK(V )(H
′′
1 ) für ein System H ′′1 ⊆ L(K(V ), z1, . . . , zp).

Beweis. Die Gleichungen H

zk −
∑

η̃kabw
ab = 0, ∈ L(K(V ), zk, wab) (1.175)

vereinigt mit den Gleichungen G ⊆ L(K(V ), wab) bilden eine Janetbasis H1 = H∪G
bezüglich einer Termordnung mit zkL > wabJ .

Berechne nun die Janetbasis H ′1 = J (H1) bezüglich einer Eliminationstermord-
nung < mit zkL < wabJ und nenne H ′′1 ⊆ H ′1 die lpdgl, die nur Monome zkL enthalten.
Dann ist E = SolnK(V )(H

′′
1 ).

Sei nämlich (z̄k)k ∈ E , so gibt es (w̄ab)ab ∈ SolnK(V )(G) mit z̄k =
∑
η̃kabw̄

ab,

also erfüllen (z̄k, w̄ab) H ∪G = H1, also H ′1 = J (H1), also speziell die z̄k H ′′1 ⊆ H ′1.
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Umgekehrt, sei (z̄k)k ∈ SolnK(V )(H
′′
1 ), dann gibt es ein W ⊆ V , so daß für z̄k|W

w̄ab ∈ K(W ) existieren, mit denen (z̄k|W , w̄ab) ∈ SolnK(W )(H
′
1) = SolnK(W )(H1)

ist. Insbesondere erfüllen die w̄ab auch G und wegen Bemerkung 1.6.2 lassen sie sich
zu Lösungen w̄ab1 ∈ K(V ), w̄ab1 |W = w̄ab, von G über K(V ) erweitern. Weiterhin
erfülllen z̄k|W und w̄ab auch H als Elemente von K(W ) und somit erfüllen z̄k, w̄ab1

H als Elemente von K(V ). Damit ist aber (z̄k)k als ∈ E nachgewiesen. �

Der Beweis von Satz 1.6.6 zeigt einen konstruktiven Weg zur Bestimmung von
H ′′1 auf, zu dem es aber auch noch eine — ebenfalls konstruktive — Alternative
gibt.

Man geht dazu von den Gleichungen

z̄k =
∑

η̃kabū
ia
Ja
v̄jbKb (1.176)

aus und betrachtet die z̄kI mit I = (i1, . . . , ir). Für sie ist

z̄kI =
∑
ab

∑
I1+I2+I3=I

εII1I2I3
(
η̃kab
)
I1
ūiaJa+I2

v̄jbKb+I3 , εII1I2I3 ∈ Z (1.177)

Da ūi bzw. v̄j E′ bzw. F ′ erfüllen, lassen sich ūiaJa+I2
und v̄jbKb+I3 wieder zu K(V )–

Linearkombinationen der aus den parametrischen Monomen von E′ bzw. F ′ gebil-
deten Ausdrücke ūiaJa und v̄jbKb reduzieren:

ūiaJa+I2
=

∑
uicJc∈P(E′)

ζaI2c ūicJc , ζaI2c ∈ K(V )

v̄jbKb+I3 =
∑

v
jd
Kd
∈P(F ′)

ζbI3d v̄jdKd , ζbI3d ∈ K(V )
(1.178)

zusammengenommen also

z̄kI =
∑
cd

θkIcd ū
ic
Jc
v̄jdKd , θkIcd ∈ K(V ) (1.179)

mit
θkIcd =

∑
I1+I2+I3=I

∑
ab

εII1I2I3
(
η̃kab
)
I1
ζaI2c ζbI3d (1.180)

Wir wollen nun die h =
∑
k,|I|≤MN λkI z

k
I , λkI ∈ K(V ) bestimmen, für die

h[zk = z̄k] = 0 ist, für jedes (z̄k), das sich aus beliebigen (ūi) ∈ SolnK(V )(E
′),

(v̄j) ∈ SolnK(V )(F
′) gemäß (1.176) ergibt.

Es muß also für solche (ūi), (v̄j)

∑
k,|I|≤MN

λkI z̄
k
I =

∑
cd

∑
k,I

λkI θ
kI
cd

 ūicJc v̄
jd
Kd

= 0 (1.181)

sein.
Nun gibt es nach Satz 1.5.8 und den Annahmen über V ⊆ U , E′ und F ′ für

jedes x0 ∈ V M Lösungen (ūix0,µ)i, µ = 1, . . . ,M von E′ und N Lösungen (v̄jx0,ν)j ,

ν = 1, . . . , N , so daß (ūicx0,µ)Jc(x0) = δcµ und (v̄jdx0,ν)Kd(x0) = δdν ist. Setzt man nun

diese ūix0,µ, v̄jx0,ν in (1.181) ein und wertet bei x0 aus, so ergibt sich als Bedingung
an die λkI das K(V )–lineare Gleichungssystem∑

k,|I|≤MN

λkI(x0) θkIµν(x0) = 0 , µ = 1, . . . ,M, ν = 1, . . . , N (1.182)
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Weitere Bedingungen entstehen nicht, da die (ūix0,µ)i bzw. (v̄jx0,ν)j jeweils eine Basis
von SolnK(V )(E

′) bzw. SolnK(V )(F
′) darstellen.

Wähle nun eine K(V )–Basis (λαkI), α = 1, . . . , A des Lösungsraumes von (1.182)
und nenne H2 das zugeordnete System von lpdgl in den zk, H2 = {

∑
λαkI z

k
I |α =

1, . . . , A}.
Dann gilt

Satz 1.6.7
E = SolnK(V )(H2) (1.183)

Beweis. Es ist nämlich zunächst einmal jedes h =
∑
k,|I|≤MN λkI z

k
I für das h[zk =

z̄k] = 0 für alle (z̄k) ∈ E gilt, eine K(V )–Linearkombination von Elementen aus H2.
Wir zeigen nun, daß eine Janetbasis H ′′′1 = J (H ′′1 ) von H ′′1 aus Satz 1.6.6

bezüglich einer totdeg–Termordnung nur aus Elementen h ∈ H ′′′1 besteht, die nur
zkI mit |I| ≤ MN enthalten. Also ist jedes solche h eine K(V )–Linearkombination
von Elementen aus H2, also SolnK(V )(H2) ⊆ SolnK(V )(H

′′′
1 ) = SolnK(V )(H

′′
1 ) = E .

Da nach Konstruktion von H2 auch die Umkehrung E ⊆ SolnK(V )(H2) gilt, ist
der Satz unter obiger Annahme über H ′′′1 bewiesen.

Sei diese Annahme nun falsch, also existiere ein h ∈ H ′′′1 mit zkI ∈ supp(h)
und |I| > MN . Dann muss es aber auch ein parametrisches Monom zkI′ geben mit
I ′ = (i′1, . . . , i

′
r), i

′
1 + · · · + i′r = MN , da sonst zkI prinzipal wäre, im Widerspruch

zur Autoreduziertheit von H ′′′1 .
Damit wären aber auch die Monome zkIiγ mit Iiγ = (i′1, . . . , iγ , . . . , i

′
r), 0 ≤

iγ < i′γ parametrisch, von denen es i′γ gibt. Für γ = 1, . . . , r hätte man dann

i′1 + · · ·+ i′r = MN parametrische Monome, zu denen noch zkI selbst hinzuträte.
Dann wäre aber dimC SolnK(V )(H

′′′
1 ) > MN im Widerspruch zu dimC E ≤MN .

�

1.7 Transformationsgruppen

1.7.1 Allgemeines

Definition 1.7.1 Ein Vektorfeld X auf einer offenen Teilmenge U ⊆ M einer
komplexanalytischen Mannigfaltigkeit M ist ein analytischer Schnitt der kanoni-
schen Abbildung πU : TU → U .

Nachdem wir Differentialgleichungen und ihre Lösungen immer lokal definiert hat-
ten, werden wir uns im allgemeinen auf Vektorfelder beschränken, die auf einer
(koordinatisierbaren) offenen Umgebung U eines Punktes p ∈M definiert sind.

Sind x1, . . . , xn Koordinaten in U so lässt sich ein Vektorfeld X als X = a1∂x1
+

· · · + an∂xn mit in U analytischen Funktionen ai schreiben. Den O(U)-Modul der
Vektorfelder auf U nennen wir V(U). Jedes Vektorfeld X ∈ V(U) definiert eine
Abbildung X : O(U)→ O(U) mit X(fg) = gX(f) + fX(g).

Definition 1.7.2 Die Lieklammer zweier Vektorfelder X und Y auf U ist defi-
niert durch [X,Y ](f) = X(Y (f)) − Y (X(f)). Sie ist ein Vektorfeld auf U . Die
Lieklammer ist eine alternierende, C-bilineare Abbildung des C-Vektorraums V(U)
in sich, und macht V(U) zu einer Lie–Algebra, erfüllt also die Jacobi–Identität
[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.

Sind in Koordinaten X = ai∂xi , Y = bi∂xi , so ist [X,Y ] = (ai∂xib
j − bi∂xiaj)∂xj .

Definition 1.7.3 Als Transformationsgruppe auf U ⊆ M bezeichnen wir eine C-
Unterliealgebra V ⊆ V(U).
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Definition 1.7.4 Es sei N ⊆M eine analytische Untermannigfaltigkeit. Ein Vek-
torfeld X auf U heisse tangential zu N im Punkt p ∈ N ∩ U wenn X(p) ∈ TpN ⊆
TpM . Ein Vektorfeld X, das für alle p ∈ U ∩ N tangential zu N ist, heisse in U
tangential zu N .

Ist U eine Koordinatenumgebung, so können immer Koordinaten x1, . . . , xn gewählt
werden, in denen N durch xn = · · · = xn−k+1 = 0 gegeben ist.

In diesen Koordinaten ist ein X = ai∂xi genau dann zu N in U tangential wenn
an(p) = · · · = an−k+1(p) = 0 für alle p ∈ N ist. Solche X erfüllen dann, wie man
leicht einsieht, die Bedingung X(f)(p) = 0 alle f ∈ O(U), die auf N verschwinden
und für alle p ∈ N . Umgekehrt sind X, die diese Bedingung erfüllen auch zu N in
U tangential (man nehme xn, . . . , xn−k+1 als f).

Lemma 1.7.1 Es sei N ⊆ M eine analytische Untermannigfaltigkeit, U ⊆ M
offen. Dann bilden die Vektorfelder X ∈ V(U), die in U tangential zu N sind, eine
Transformationsgruppe.

Beweis. Man benutze die Koordinatendarstellung xn = · · · = xn−k+1 = 0 der
Untermannigfaltigkeit N . �
Wir wollen jetzt den Typ einer Transformationsgruppe definieren.

Bemerkung 1.7.1 Es sei φ : U → V eine biholomorphe Abbildung offener Teil-
mengen komplexanalytischer Mannigfaltigkeiten. Dann induziert T (φ) : TU

∼−→ TV
einen C–Liealgebraisomorphismus φ∗ : V(V )

∼−→ V(U).

Definition 1.7.5 Zwei Transformationsgruppen V1 ⊆ V(U1) und V2 ⊆ V(U2) seien
unmittelbar vom selben Typ, wenn es eine biholomorphe Abbildung φ : U1 → U2

gibt, mit φ∗ : V2
∼−→ V1, oder U1 ⊆ U2 ist und V2|U1 = V1.

Definition 1.7.6 Zwei Transformationsgruppen V1 ⊆ V(U1) und V2 ⊆ V(U2) sei-
en vom selben Typ, wenn sie im symmetrischen und transitiven Abschluß der in
Definition 1.7.5 definierten Relation liegen.

1.7.2 Formale Transformationsgruppen

Für die spätere Verewendung definieren wir hier noch eine kleine Erweiterung des
Begriffs der Transformationsgruppe:

Definition 1.7.7 Es sei R ein integrer Differentialring mit den Derivationen ∂x1 , . . . , ∂xn .
Dann ist ein formales Vektorfeld über R ein Ausdruck X = a1∂x1 + · · ·+an∂xn mit
ai ∈ R.

Zwei formale Vektorfelder X = a1∂x1 + · · · + an∂xn und Y = b1∂x1 + · · · + bn∂xn

können durch das Klammerprodukt

[
ai∂xi , b

j∂xj
]

=

(∑
i

(
ai∂xib

j − bi∂xiaj
))

∂xj (1.184)

verknüpft werden. Es erfüllt die Jacobiidentität [[X,Y ], Z]+[[Y,Z], X]+[[Z,X], Y ] =
0 für formale Vektorfelder X, Y , Z.

Durch komponentenweise Addition X+Y = (ai+bi)∂xi und skalare Multiplika-
tion rX = (rai)∂xi mit r ∈ R wird VR, die Menge der formalen Vektorfelder über R
zu einem R–Modul, der gleichzeitig eine R0–Liealgebra über dem Konstantenring
R0 von R ist. (Wir haben hier den Begriff der Liealgebra leicht verallgemeinert,
indem wir von Vektorräumen über Körpern zu Moduln über Ringen übergegangen
sind).
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Hat man wie in Abschnitt 1.3.2 (1.8) ein Diagramm

R
ϕ //

∂

∂xi

��

S

ϕ∗(
∂

∂xi
)
def
=

∑
j α

j
i

∂

∂yj

��
R

ϕ // S

(1.185)

so wird eine Abbildung φ∗ : VR → VS induziert, die durch

φ∗

(∑
ai∂xi

)
=
∑

φ(ai)φ∗(∂xi) (1.186)

gegeben ist. Diese Abbildung kommutiert mit der Lieklammer:

φ∗
(
[ai ∂xi , b

j ∂xj ]
)

(1.187)

= φ∗
(
(ai ∂xib

j − bi ∂xiaj)∂xj
)

(1.188)

=
(
φ(ai)αqi ∂yq φ(bj)αpj − φ(bi)αqi ∂yq φ(aj)αpj

)
∂yp (1.189)

[
φ∗(a

i ∂xi), φ∗(b
j ∂xj )

]
(1.190)

=
[
φ(ai)αri ∂yr , φ(bj)αsj ∂ys

]
(1.191)

=
(
φ(ai)αri ∂yr

(
φ(bj)αsj

)
− φ(bi)αri ∂yr

(
φ(aj)αsj

))
∂ys (1.192)

= φ∗
(
[ai ∂xi , b

j ∂xj ]
)

(1.193)

+
(
φ(ai)αri φ(bj) ∂yrα

s
j − φ(bi)αri φ(aj) ∂yrα

s
j

)
∂ys (1.194)

Nun ist aber (
φ(ai)αri φ(bj) ∂yrα

s
j − φ(bi)αri φ(aj) ∂yrα

s
j

)
∂ys

=
(
φ(ai)αri φ(bj) ∂yrα

s
j − φ(bj)αrj φ(ai) ∂yrα

s
i

)
∂ys

=
(
φ(ai)φ(bj)

(
αri ∂yrα

s
j − αrj ∂yrαsi

))
∂ys

(1.195)

Aus φ∗(∂xi∂xj ) = φ∗(∂xj∂xi) folgt aber als Bedingung an die aij , daß αri ∂yrα
r
j =

αrj∂yrα
r
i , so daß (1.195) verschwindet.

1.7.3 Implizite Darstellung

Definition 1.7.8 Es sei V ⊆ V(U), U ⊆ Cn offenes Gebiet, eine Transformations-
gruppe.

Weiter sei ein System von lpdgl E ⊆ L(R, u1, . . . , un), R ⊆ O(U) integrer Dif-
ferentialring, mit SolnO(U)(E)

∼−→ V unter (ū1, . . . , ūn) → (ū1∂x1 + · · · + ūn∂xn)
gegeben.

Dann heißt E implizite Darstellung von V.

Satz 1.7.1 Es sei V ⊆ V(U), U ⊆ Cn offenes Gebiet, eine r–dimensionale Trans-
formationsgruppe, die von Xi =

∑
uji ∂xj , i = 1, . . . , r, erzeugt wird, wobei uji ∈ R,

R ⊆ O(U) integrer Differentialring.
Dann ist eine implizite Darstellung E ⊆ L(K,u1, . . . , un) von V konstruktiv

bestimmbar (K = Q(R)).

Beweis. Satz 1.6.4 mit m = n und E ∼−→ V unter (ū1, . . . , ūn) → (ū1∂x1 + · · · +
ūn∂xn) �

Im folgenden wollen wir untersuchen, wie bei der Bildung einer neuen Transfor-
mationsgruppe aus einer oder mehreren implizit gegebenen Transformationsgrup-
pen die implizite Darstellung der neuen Transformationsgruppe konstruktiv aus den
impliziten Darstellungen der Ausgangsgruppen gebildet werden kann.
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Satz 1.7.2 Es seien U,V ⊆ V(U), U ⊆ Cn offenes Gebiet, zwei endlichdimensiona-
le Transformationsgruppen mit den impliziten Darstellungen E ⊆ L(K,u1, . . . , un),
F ⊆ L(K, v1, . . . , vn) gegeben, wo K ⊆ Q(O(U)) sei.

Weiter sei

(i) W = U ∩ V

(ii) W = U + V

(iii) W der von [u, v], u ∈ U, v ∈ V erzeugte C–Vektorraum.

Dann kann man eine implizite Darstellung G ⊆ L(K,w1, . . . , wn) von W kon-
struktiv bestimmen.

Beweis. Im Fall (i) setze man G = E ∪ F .
Im Fall (ii) nehme man die Gleichungen wi = ui + vi sowie E und F zusammen

und nenne das so erhaltene System G′. G′′ = J (G′) sei eine Janetbasis von G′

bezüglich einer Eliminationstermordnung mit wiJ < ujK , v
k
L. G besteht dann aus

den lpdgl von G′′ die nur wiJ als Monome enthalten. Der Beweis dieser Behauptung
ist dem von Satz 1.6.4 und Satz 1.6.6 so ähnlich, daß wir auf seine Durchführung
im einzelnen verzichten.

Im Fall (iii) ist die Abbildung (u, v)→ [u, v] = w in Koordinaten geschrieben:

wi =
∑
j

(
uj∂xjv

i − vj∂xjui
)

(1.196)

Es handelt sich also um eine C–bilineare Abbildung, wie in den dem Satz 1.6.6
vorausgehenden Bemerkungen diskutiert. Also kann man nach dem im Beweis dieses
Satzes angegebenen Verfahren G konstruieren. �

1.7.4 Transformationsgruppen der Ebene

1.8 Symmetrien von Differentialgleichungen

1.8.1 Prolongationen

1.8.2 Differentialinvarianten

1.8.3 Bestimmende Systeme
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g5,1 p, q, xq, xp− yq, yp
g6,2 p, q, xq, yq, xp, yp
g8,3 p, q, xq, yq, xp, yp, x2p+ xyq, xyp+ y2q

g2,4 q, yq
g3,5 p, q, yq
g4,6 p, q, yq, xp
g3,7 p, q, xp+ cyq, c 6= 0, 1
g3,8 q, yq, y2q
g4,9 p, q, yq, y2q
g3,10 p+ q, xp+ yq, x2p+ y2q
g5,11 p, q, yq, xp, y2q

g6,12 p, q, yq, xp, y2q, x2p
g3,13 p, xp+ yq, x2p+ 2xyq
g4,14 yq, p, xp, x2p+ xyq
gr+1,15 q, φ1(x)q, φ2(x)q, . . . , φr(x)q, r ≥ 1, φ1(x) = x
gr+2,16 q, φ1(x)q, φ2(x)q, . . . , φr(x)q, yq, r ≥ 1, φ1(x) = x

gr,17

eaνxq, xeaνxq, . . . , xkνeaνxq, p
1 ≤ ν ≤ l, l ≥ 1, aν 6= aµ für ν 6= µ, a1 = 1, aν 6= 0 für alle ν oder

a1 = 0, a2 = 1, sowie kν ≤ kν+1. r =
∑

(kν + 1) + 1.

gr,18

eaνxq, xeaνxq, . . . , xkνeaνxq, p, yq
1 ≤ ν ≤ l, l ≥ 1, aν 6= aµ für ν 6= µ, a1 = 0, a2 = 1 sowie kν ≤ kν+1.

r =
∑

(kν + 1) + 2.
gr+2,19 q, xq, . . . , xr−1q, p, xp+ cyq, r > 1
gr+2,20 q, xq, . . . , xr−1q, p, xp+ (ry + xr)q, r ≥ 1
gr+3,21 q, xq, . . . , xr−1q, yq, p, xp, r > 1
gr+3,22 q, xq, . . . , xr−1q, p, 2xp+ (r − 1)yq, x2p+ (r − 1)xyq, r > 1
gr+4,23 q, xq, . . . , xr−1q, yq, p, xp, x2p+ (r − 1)xyq, r > 1

g3,24 p, q, xp+ yq
g2,25 q, xp+ yq
g2,26 p, q

g1,27 p

Tabelle 1.1: Transformationsgruppen der Ebene.
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