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Kapitel 1

Einfithrung und
Grundbegrifte

1.1 Problemstellung der Arbeit

1.2 Differentialgleichungen

1.2.1 Allgemeines

Es seien u!,...,u™ Funktionen der unabhéngigen Verdnderlichen z!,..., ™. Fiir
9 ) g g ) )
¥
a(wl)n..,a(wn)jn

eine beliebige Funktion w von a!,..., 2"

J:(jh)jn)7]:jl++Jna]y:051727

sei Dyju = uy = u fir

Definition 1.2.1 FEine Differentialgleichung ist eine Gleichung Q(x!, ..., x™, uzfy) =
0, wobei Q eine in einem Punkt (z!,.. .,;i",ﬂij’y) € CN analytische Funktion ist.
Ein System von Differentialgleichungen ist eine endliche Menge von Differential-
gleichungen Q1 = 0,...,Q, = 0, die in demselben Punkt T, ... ,a’c”,ﬁf] analytisch
sind.

Wir definieren also Differentialgleichungen grundsitzlich im Komplexen und auch
nur lokal um einen Punkt des CV. Dementsprechend miissen dann auch Losungen
definiert werden:

Definition 1.2.2 Als Losung eines Systems von Differentialgleichungen Q, (z7, u’) =

0 um den Punkt :fj,ﬂiJ bezeichnen wir ein System von Funktionen a(z?!,...,a"),
die in T',... T analytisch sind, fir die a%(z',...,2") = u’ ist und fir die
Q, (27, a%(xt, ... 2™)) = 0 in einer Umgebung von (z',... ") ist.

1.2.2 Koordinatentransformationen

Alle in diesem Abschnitt eingefiihrten Abbildungen und Differentialgleichungen sei-
en, wie oben, in einem festen Punkt analytisch und als Abbildungen in der Umge-

bung dieses Punktes zu betrachten. Wir verzichten jedoch hier darauf, diese Punkte
1 m

mit zu bennennen, um die Darstellung abzukiirzen. Sei z!,...,z", u!,...,u™ ein
System von unabhingigen und abhingigen Veriinderlichen, y',... y™, w', ..., wP
ein zweites. Beide seien durch die Abbildungen z* = gzbi(le,yl, ooy y™) und wf =
¢ (whe,yt, ... y™) verbunden. Wir setzen
Dy €0, + 3wk 9 (1.1)
¢ owy
wi



KAPITEL 1. EINFUHRUNG UND GRUNDBEGRIFFE 4

Dabei stehe J, fiir (j1,...,j, + 1,...,7,) und die (formal gebildete) Summe aus
unendlich vielen Gliedern erstrecke sich iiber alle méglichen w”®. Der Ausdruck

Dyih(y*,...,y", wﬁ:) ist fiir jede Funktion A mit endlich vielen Argumenten dann
endlich definiert.
Wir richten nun an ¢*(wh,y',...,y") noch die Anforderung, daf
det(D,,¢')i; 0 (1.2)

die Matrix (Dy,¢");; also invertierbar ist. Dies bedeutet, dafl ' = ¢(w,y?) fiir
alle analytischen w!(y7), fiir die die Determinante in (1.2) nicht verschwindet7 einen

lokal analytischen Diffeomorphismus zwischen z* ;™ und y , .., y" vermittelt.
Wir suchen nun fiir eine beliebige leferentlalglelchung Q(zt,u J) = 0 die Trans-
formierte ¢*(Q2)(y?,w’,) = 0. Fiir dlese gilt, daB fiir eine Losung @7 (y!,...,y") von

¢*(€2) = 0 die Punkte (' = ¢ (@l (y7),y7),a" = ¢"(@Y% (y7),3’)) auf dem Graphen
einer Losung @*(x!, ..., 2™) von Q = 0 liegen.

Um nun ¢, (2) zu finden, reicht es aus, die z° und die u% durch die 3’ und wh
auszudriicken.

Da fiir #° = ¢'(wh,y?) und uF = gF(wh,y?) die transformierten Ausdriicke
bereits feststehen, geniigt es u” " mit |J| =n >0 unter der Voraussetzung zu be-
rechnen, daB fiir alle |J| < n die Transformierten u% = h%(w!;, y?) bereits bekannt
sind. Es wird dann ¢*(Q )(yﬂ wh) = Q¢! (w!, y?), hk(wK,yJ))

Betrachtet man also du® N = uidm , setzt ein, dh’} =uk 7. d¢*, rechnet aus

> (Dyhk) dy—ZuJ S0 (1.3)

l

und vergleicht die Koeffizienten von dy' so ergibt sich

Dyhli =3 "ub (Dyi¢) (1.4)
a (Dyj ¢i) nach Voraussetzung invertierbar ist, hat man die Rekursionsformel

uh =3 Dk (Dyi6?) ™" (1.5)
!

1.3 Systeme linearer partieller Differentialgleichun-
gen (lpdgl)

Eine Gleichung e der Form

Z%ﬂﬁ; =b (1.6)
k,J

heifit lineare partielle Differentialgleichung (Ipdgl) fiir u!,...,u™. Die u’ heissen
differentielle Unbestimmte oder abhdngige Unbestimmie der Gleichung e, die u’} sind
die Differentialmonome von e. Die u* verhalten sich gegeniiber Differentiationen
O,i wie unbestimmte Funktionen u*(z!,...,2™), wir sprechen daher auch von einer
Ipdgl in den Funktionen u®(z?, ..., z").

Falls b = 0, so nennen wir die Gleichung e homogen, anderenfalls inhomogen.

Die b, ar; mogen dabei sdmtlich einem Integritédtsring R von Funktionen ent-
stammen, dessen Elemente f € R die Ableitungen %, ey % gestatten, also
einem integren Differentialring. Wir nennen R auch Grundring, Koeffizientenring
oder Definitionsring der Gleichung e und die lpdgl e auch Ipdgl iiber R. Mit Ry
bezeichnen wir den Konstantenring Ry = {a € R|0z:a = 0}.
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Dabei verstehe es sich hier wie im folgenden von selbst, daf§ eine Summe, wie jene
in (1.6) nur iiber endlich viele Elemente zu erstrecken ist, wenn nicht ausdriicklich
etwas anderes vermerkt ist.

Die so eingefiihrten 1pdgl sind also eine Verallgemeinerung der weiter oben als
Differentialgleichungen eingefiihrten Gleichungen, gehen aber fiir geeignete Wahl
des Koeffizientenrings in diese iiber.

Wenn E ein System von lpdgl e ist, die alle iiber einem Grundring R definiert
sind, so sagen wir E ist ein System von Ipdgl iiber dem Grundring R.

Definition 1.3.1 Sei E eine Menge von Ipdgl mit Grundring R und
l.e,d e E=ec+e €FE
2.ac€RiecE=a-ecF

3. aiieEE fir i=1,...,n

Dann nennen wir E ein (Differential-) Ideal von Ipdgl.

Lemma 1.3.1 Sei E, ein System von Idealen von Ipdgl. Dann sind
1. N, Ea
2. oEBa={e1+---+elkeN e B, }

ebenfalls Ideale von Ipdgl, genannt Schnitt und Summe der E,,.
Fiir eine beliebige Menge E von lpdgl ist

(By= () F (1.7)

FDOFE, F Ideal

das von E erzeugte Ideal.

1.3.1 Koeffizientenringe von Ipdgl

Obwohl wir oben beliebige Integrititsringe R mit Ableitungen d,: als Koeffizienten-
ringe zugelassen haben, sind einige spezielle doch von besonderer Bedeutung und
sollen hier kurz vorgestellt werden:

Bemerkung 1.3.1 1. R=C(a!,...,2") der Kérper der rationalen Funktionen
1 n

max, ...,

2. Sei U C C" offen und zusammenhingend, O(U), der Ring der holomorphen
Funktionen auf U, also ein Integrititsring. Jeder Unterring R C O(U) mit
0,1 R C R ist ein geeigneter Koeffizientenring.

3. R=Clz', ..., 2" formal der Ring der formalen Potenzreihen in x*,... ™.

4. R=Cl[z',...,2"]] der Ring der analytischen Potenzreihen in x',... z™.

5. Sei R ein Integrititsdifferentialring obigen Typs, so ist K = Q(R) sein Quo-
tientenkdrper ebenfalls ein integrer Differentialring und damit ein geeigneter
Koeffizientenring. Im Fall 4 ist K = Q(C[[z!, ... ,2"]]) der Kérper der Keime
meromorpher Funktionen um (0, ..., 0).

Ein weiterer sehr wichtiger Koeffizientenkorper benotigt fiir seine Definition einige
Vorbetrachtungen ([8]):

Sei U C C" eine offene, zusammenhéngende Teilmenge. Eine Teilmenge A C U
heisse diinn, wenn fiir jedes p € U ein Polyzylinder D mit p € D C U existiert, so
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daf} eine holomorphe Funktion f € O(D) auf A verschwindet. Fiir diinne Mengen
Al, AQ, (Ai)iel ist A1 U A2 und ﬂz Az ebenfalls diinn.

Eine abgeschlossene Menge A C U heisse vernachlissigbar, falls sie nirgendwo
dicht ist und wenn fiir jede offene, zusammenhingende Teilmenge V' C U und
jede auf V' — A holomorphe und lokal beschrinkte Funktion f eine holomorphe
Erweiterung f auf ganz V existiert. Eine diinne Teilmenge ist nach [8, Chap.I, Sec.
C, Theor. 3] auch vernachlissigbar. Ausserdem ist Ay U Ay vernachlissigbar fiir Ay,
A vernachlissigbar.

Definition 1.3.2 Wir betrachten nun die Menge der Funktionen fy € O(V), die
auf Komplementen V. = U — A wvernachlissigbarer Mengen A definiert sind. Zwei
solche Funktionen fv,, fv, wollen wir identifizieren, wenn sie auf einer Menge
W C Vi NVy dbereinstimmen, die wieder das Komplement einer vernachlissigbaren

Menge in U ist. Die so erhaltene Menge von Funktionen bildet einen kommutativen
Differentialring K(U) mit 1.

Fiir U zusammenhéngend, A C U vernachldssigbar ist auch U — A zusam-
menhéngend, [8, p. 102]. Also ist L(U) auch Integritétsring, denn aus fy, gy, = 0 in
K(U) folgt flwglw = 0 fiir ein geeignetes W = U — A. Da W zusammenhiingend,
ist O(W) ein Integrititsring und somit fy = 0 oder gy = 0.

Weiterhin ist IC(U) sogar ein Kérper. Um dies einzusehen betrachten wir ein fy
mit V' C U offen, V. = U — A, A vernachléssigbar. Dann ist B = V(fy) C V eine

diinne, also vernachlissighare Menge in V. Nach [8, Chap. III, Sec. B, Theor. 5]

ist AU B vernachléssigbar in U. Auf W Ly - (AU B) ist also das multiplikative

Inverse (fy|w)~! von fy erklirt.

Lemma 1.3.2 Es seien U,V C C™ zwei offene Gebiete und o : V. — U eine
biholomorphe Abbildung von V mnach U. Dann induziert o einen Isomorphismus
o* : K(U) = K(V), indem jede auf U—A, A vernachlissigbar, definierte holomorphe
Funktion f auf die auf V —o~1(A) definierte holomorphe Funktion f oo abgebildet
wird.

Beweis. Erstens ist zu zeigen, da8 B = 0~!(A) mit einer in U vernachliissigbaren
Menge A in V' vernachléssigbar ist. Sei also W C V offenes Gebiet und g in W lokal
beschriinkt sowie in W — B holomorph. Dann ist g o 0~ in o (W) lokal beschriinkt
und in (W) — o(B) = o(W) — A holomorph, also in ¢(W) holomorph. Also ist g
in W holomorph und damit B vernachléssigbar.

Zweitens gilt, daf§ fiir Funktionen f1, fo € K(U) mit f; holomorph auf U — A;,
Aj; vernachlédssighar, und fi|y-a = faly—a auch fiooly_s-14) = fao0ly_s-1(4)
ist.

Drittens folgt fiir f1, fo € K(U) mit f; holomorph auf U — A;, A; vernachléssig-
bar, und f; o oly_p = f2 o o|y_p, B vernachliissigbar in V, B D o~ !(4;), dal
filv—o(B) = folu—o(p) und somit f = fo € K(U).

Also ist o* ein wohldefinierter Isomorphismus. |

1.3.2 Transformation von lpdgl

Sei L(R,u',...,u") die Menge der lpdgl fiir u',...,u" {iber einem Ring R und

L(S,wh, ..., w®) die Menge der Ipdgl fiir w!, ..., w* iiber einem Ring S. R habe die
Derivationen %, e a%" und S die Derivationen 8%1, e %.
Weiter sei gegeben ein Homomorphismus ¢ : R — S fiir den folgendes Dia-
gramm kommutiert:
R
dxt
R

@
_—

(1.8)

S
lmaii Y E'Y, ol 22
S

@
_—
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wobei die o’; € S sind und det(a’;) € S* gilt. Ausserdem sei eine Zuordnung

ut £ Z Lywh, bies (1.9)

gegeben. Dann kénnen die Daten aus (1.8) und (1.9) als Bestimmungsstiicke ei-
ner verallgemeinerten Koordinatentransformation von den £(R,u?,...,u") in die
L(S,wt, ... w*) aufgefasst werden.

Fiir diese Koordinatentransformation gilt

D <Zawuf}) = s (ZaiJaii 8;:ul) = (1.10)
=3 @ai)ps @)+ u (0on) " () (1.11)

wodurch ¢, : L(R,u', ..., u") — L(S,w!,..., w®) eindeutig festgelegt ist.

Die Beziehung zu der Koordinatentransformation fiir allgemeinere DGL, wie wir
sie in 1.2.2 betrachtet haben, ergibt sich, wenn man zum Beispiel R = C[[z!,. .., 2"]],
S =Cly,...,y"]] und v’ = wi(xt, ..., 2"),w! = w(y!, ..., y") wihlt.

Der Morphismus ¢ : R — S wird dann durch eine invertierbare analytische
Abbildung 2! = oi(y!,...,y"),i = 1,...,n induziert. Das Diagramm (1.8) fiihrt
auf die Beziehung

of
50 00 = lag(foo) (1.12)
3f ok
also >
L — gk
Z By 0; (1.14)

und somit ist die Matrix (a’,);; gleich (9o /Ay’ )Z_Jl

1.4 Normalformen von Systemen von lpdgl

1.4.1 Termordnungen

Definition 1.4.1 Sei u% das System der Differentialmonome fir u',... u™ (mit

u'(zt,...,2"™)). Eine Totalordnung < auf den u® heift Termordnung, wenn

1. u* < DpuF
2. uﬁ < ulK = DMu§ < DMulK
Es gilt
Satz 1.4.1 Jede Termordnung ist eine Wohlordnung
Beweis. Wir haben zu zeigen, daf} jede Folge
u"cfi > u% > uﬁz > ... (1.15)

fiir irgendein ¢ > 0 abbricht. Wenn m = 1 so folgt dies aus der gewéhlten Definition
1.4.1 einer Termordnung und dem Lemma von Dickson ([4, 2.4, Theorem 5]). Fiir
m > 1 betrachte man fiir ein festgewéhltes k mit 1 < k < m die Teilfolge von (1.15),
fiir die k; = k ist. Dies entspricht dem Fall m = 1 und dementsprechend bricht die
Teilfolge nach endlich vielen Gliedern ab. Da dies fiir jedes k gilt, bricht auch die
Gesamtfolge ab. [ ]
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Beispiel 1.4.1 FEinige bedeutsame Termordnungen sind

1. Die Termordnung u¥ < uk, fir k <1 oder k =1 und J < K (wobei J < K
bedeute: es gibt ein vy mit j, = k, fir alle v > vy und j,, < ku,), heifst
lexikographische Termordnung.

2. Eine Termordnung mit u’, < u¥ fiir alle |.J| < |L| nennen wir eine total-degree
Ordnung. Falls nichts weiter gesagt wird, sei damit speziell die total-degree
Ordnung u® < uk. fir |J| < |K| oder |J| = |K| und k <1 oder |J| = |K| und
k=1 und J < K gemeint.

3. Es sei A eine n X [-Matrix mit nichtnegativen Fintrigen, B;, i = 1,...,m,
eine Menge von [-Vektoren mit nichtnegativen FEintrigen. Dann legt

ul < uf & JA+ B <iex LA+ By, (1.16)

bei geeigneter Wahl von A und B; eine sogenannte Matrlxtermordnung fest.
Dabei bedeute (dy,...,d;) >ieq (dyi,....dy), dap d, L fiir v < vy und
dyy > dy, ist

Die beiden obigen Termordnungen sind dann als Matriztermordnungen dar-
stellbar.

Nach Einfithrung einer Termordnung konnen wir jede lpdgl e = > ay Ju§ -b=0

als
N

e:aknguf}g +ZakVJVU§Z —-b=0 (1.17)

v=1

mit a, 5, # 0 und uJ > “i fiir 0 < g < N schreiben
D1e emzelnen Glieder dieser Gleichung bekommen dann besondere Namen

Bezeichnung 1.4.1
lcoef(e) = a,j, heift fiihrender Koeffizient.
Imon(e) = uJ heifst fithrendes Monom.
lterm(e) = akOJouﬁg heift fiihrender Term.

Die ay, j, uJ“ heifsen Terme, die ay,, heiffen Koeffizienten und die uJ‘ heifen
Monome von e. b heif$t konstanter Term oder konstantes Glied von e. Thm wird das
Monom 1 zugeordnet, das in jeder Termordnung < vor allen u® liegen soll.

Die ay, 5, heifien Koeffizienten von u?‘j

Ein Monom u% mit k = k,,, J = J, fir ein geeignetes p1, heifit in e enthalten
andernfalls nennen wir e frei von u"“,

Statt fiihrender Koeffizient, fihrendes Monom, fihrender Term sagen wir auch
Leitkoeffizient, Leitmonom, Leitterm.

Ist der Leitkoeffizient gleich 1, so nennen wir e normiert.

Ferner sei

reduct(e) = Zlyvzl akVJyu’}‘V’ — b das Reduktum von e.

der Koeffizient von u¥ in e.

ey ) arg  falls u§ in e enthalten.
coefle, uy) = { 0 sonst.

supp(e) = {uT"|coef(e,ul") # 0} der Triger von e.
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Bemerkung 1.4.1 Wir haben oben das Monom 1 eingefiihrt, das dem konstanten
Glied einer lpdgl zugeordnet wird, Weiter fiihren wir ein Monom 0 ein, das wir der
Gleichung e = 0 zuordnen und fir das D j(1) = 0 und D ;(0) = 0 gilt. Die Ordnung
< erweitern wir nach der Regel 1 < 0 < uiJ fiir alle i, J. Eine so erweiterte
Termordnung < bleibt eine Totalordnung und auch eine Wohlordnung. Ausserdem
gilt fiir sie m < Dj(m) und my; < mg = Dj(my) < Dj(ms) fir alle Monome m,
m1, Mo, wie in Definition 1.4.1 gefordert.

Fiir eine totalgeordnete Menge M konnen wir eine Totalordnung auf der Menge
ihrer endlichen Teilmengen einfiihren:

Definition 1.4.2 Sei (M, <) eine totalgeordnete Menge, Pppie(M) = {N C M||N| <
oo} und Nsp, = {n € Nin > m} fir NC M, m € M. Dann sei

Ni > Ny & 3m € Niym & Na o (N1)sm = (N2)sm (1.18)
fﬂ’l“ N17N2 c Pﬁnite(M)-

Bemerkung 1.4.2 Aus Definition 1.4.2 folgt ) < N fiir alle N C M, N # (. Zum
Beweis wihle man m = max(N).

Bemerkung 1.4.3 Seien N1, Ny € Ppinite(M) und Ny entstehe aus Ny durch Weg-
lassen eines m € N; und Hinzufiigen einer, moglicherweise leeren, Menge von
m’ < m. Dann ist Ny < Nj.

Es gilt:

Satz 1.4.2 Ist in den Bezeichnungen von Definition 1.4.2 die Menge (M, <) wohl-
geordnet, so gilt dies auch fir (Pppite(M), <).

Beweis. Wir nehmen an, es gébe eine unendliche Folge

Ny > Ny > N3 > ... (1.19)

Dann ist max(N;) > max(N;y1), so dal wegen der Wohlgeordnetheit von M ein
i1 > 0 existiert mit max(N;) = my fiir alle ¢ > 4;. Ebenso hat jedes N; mindestens
ein Element, da sonst die Folge abbriche (Bemerkung 1.4.2).

Wir nehmen nun an, es seien bereits i, > 7,1 > ... > 11 gefunden, so daf fiir
i >14,, 1 < p <wvdie p groBten Elemente von N; gleich seien. Insbesondere enthalte
jedes N; mit ¢ > 7, auch mindestens p Elemente. Wir wollen nun ein 7,41 > i,
finden, fiir daf} diese Behauptung entsprechend gilt.

Zunéchst einmal muf} jedes N; mit ¢ > 4, auch v + 1 Elemente enthalten. Ent-
hielte ndmlich eines, N;,, nur v Elemente, so miiite dies aufgrund der Indukti-
onsannahme auch fiir V; 41 gelten, da sonst N;,41 > N;,. Somit wire die Folge
stationér.

Da unendlich abnehmende Folgen in M nicht vorkommen, muf3 aber nun auch
die Folge der v+1-st grofiten Elemente in N;, ¢ > i, ab einem bestimmten ¢ stationér
werden. Dieses ist unser gesuchtes 4,4 1.

Bezeichnen wir nun das v-t grofite Element eines N;, ¢ > ¢, mit m,, so haben
wir eine unendliche Folge m, > m,; konstruiert. Ein solche kann aber in M nicht
vorkommen. |

Korollar 1.4.1 Sei in den Bezeichnungen von Definition 1.4.2 eine Folge N1, No, N3, ...

gegeben, bei der N1 aus N; durch Weglassen eines m € N; und Hinzufiigen einer,
mdglicherweise leeren, Menge von m' < m entsteht. Dann bricht N; ab.



KAPITEL 1. EINFUHRUNG UND GRUNDBEGRIFFE 10

Bemerkung 1.4.4 Indem man die vorigen Betrachtungen auf die Menge M der
Monome u? mit einer gewdhlten Termordnung tbertrdgt, ergibt sich entsprechend
eine Wohlordnung auf der Menge der supp(e) fir Ipdgl e die aus den u§ aufgebaut
sind.

Unter Miflbrauch der Bezeichnung schreiben wir auch e < f falls supp(e) < supp(f)-
Es gibt dann allerdings e # f fiir die weder e < f noch f < e gilt. Allerdings ist
natiirlich e # f fiir e < f.

1.4.2 Reduktionstheorie

Die folgenden Betrachtungen gelten ohne weitere Uberlegung, wenn man die ein-
schrinkende Annahme macht, daf alle vorkommenden Ipdgl homogen sind. Aller-
dings ist diese Einschriankung nicht wirklich erforderlich, und ich werde mit einigen
Hinweisen verdeutlichen, wie man die Uberlegungen auf den allgemeinen Fall wo
auch inhomogene lpdgl zugelassen sind, zu verallgemeinern hat.

Definition 1.4.3 Sei F' ein System von lpdgl, f = Bu+r € F wobei u das Leitmo-
nom (3 der Leitkoeffizient und r das Reduktum von f sei. Weiter sei e = aD ju+w
eine Ipdgl, wo a # 0 und w frei von D ju ist. Dann nennen wir die Bildung von

e =a(D;(-r/B))+w=e—aD;(f/B) (1.20)

eine Reduktion erster Art von e durch F'. Um genauver auf das reduzierende f Bezug
zu nehmen, sprechen wir auch von einer Reduktion von e durch f oder von einer
Reduktion von e durch f am Monom D ju. Wir schreiben abkiirzend auch

e — ¢ oder e -5 ¢ oder e L5 ¢ (1.21)

Definition 1.4.4 Unter Verwendung der Bezeichnungen von Definition 1.4.3 nen-
nen wir die Bildung von
" =pe—aD;f (1.22)

analog eine Reduktion zweiter Art von e durch F' (von e durch f, von e durch f
am Monom D ju), wofiir wir dann

F
em2—s ¢’ oder e 225 ¢ oder e 2L ¢” (1.23)
schreiben.

Bemerkung 1.4.5 Fine Reduktion (erster oder zweiter Art) einer inhomogenen
Ipdgl e = >~ a;ju’; — b am absoluten Glied b # 0 ergibt e = Y a;ju’.

Bemerkung 1.4.6 Sowohl bei einer Reduktion erster Art, als auch bei einer Re-
duktion zweiter Art, enthdalt das Ergebnis das Monom D ju nicht mehr, dafiir kénnen
aber neue Monome v; enthalten sein, fir die v; < D ju ist. Monome v > D ju treten
nicht hinzu.

Bemerkung 1.4.7 FEs gilt stets

eLse = e N ve' und ve ra f, ve' (1.24)

wobei die Reduktionen iberall am gleichen Monom erfolgen sollen.
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Sind die Koeflizienten von e und f aus einem (Differential-)Ring R, so gilt dies auch
fiir die Koeffizienten der Reduktion zweiter Art von e mit f. Bei der Reduktion
erster Art sind die Koeffizienten hingegen aus Rg. Aus diesem Grund sind Reduk-
tionen zweiter Art fiir die praktische Ausfithrung der Rechnung oft vorteilhafter.
Reduktionen erster Art sind aber fiir die Herleitung der im Folgenden zu gebenden
Beweise giinstiger, so daf§ wir auch das Verhéltnis dieser beiden Reduktionsarten
zueinander betrachten werden.

Bemerkung 1.4.8 Sei F', e wie oben. Dann gilt
te' e el e B e e (1.25)
In diesem Fall sagen wir: e ist reduziert beziiglich F'.

Bezeichnung 1.4.2 Durch e e (bei gegebenem F') wird eine Relation unter

den Ipdgl definiert. Den transitiven bzw. reflexiv—transitiven Abschlufl der Relation

F ) .. F Fx .. ., F . Fx
Ly bezeichnen wir mit —= , — . Analog erkldiren wir r2 I , 2.

Lemma 1.4.1 Sei e; eine Folge von Ipdgl mit e; — e;11 wobei —> fiir eine Re-
duktion erster oder zweiter Art stehe. Dann bricht e; ab.

Beweis. Bemerkung 1.4.6, Bemerkung 1.4.4 und Korollar 1.4.1. ]
Wir sagen auch: — und ">— sind noethersche Reduktionsrelationen.

Bezeichnung 1.4.3 Seien e1, es zwei lpdgl. Wenn ein f existiert mit eq— fé—es,
so schreiben wir ey | ea, und nennen f einen gemeinsamen Nachfolger von e; und
es (beziiglich oder fiir — ).

Bezeichnung 1.4.4 Sei F' ein System von lpdgl, £ die zugehorige Reduktionsre-
lation erster oder zweiter Art. Fine Ipdgl e heiffe Konfluenzanfangspunkt wenn fiir

alle ey, eq gelte
e
y \i . =e1les fir N (1.26)
€2

Sind alle e Konfluenzanfangspunkte, so heifse + konfluent.

*
€1

Bemerkung 1.4.9 Um uns Fallunterscheidungen zu ersparen, fiihren wir den Be-
griff der Nullreduktion ein.

Die Ersetzung von ~yu durch yv in einem Ausdruck einer ldpgl yu + r, in dem
r frei von u ist, soll Nullreduktion mit f = u — v heiflen, falls v = 0 ist. Eine
Nullreduktion dndert also an einem Ausdruck nichts, tberfithrt ihn aber in eine
Form, in der er ersichtlich frei von u ist.

Wenn sich ein Ausdruck ey in einen Ausdruck es durch eine Kette von Reduk-
tionen uberfihren lifit, von denen einige Nullreduktionen sind, wird e; natirlich
schon allein durch die in dieser enthaltenen Reduktionen, die keine Nullreduktionen
sind, in eg tberfihrt. Wir nennen diese auch wirkliche Reduktionen.

Lemma 1.4.2 Es seien ey, es, p dret lpdgl. Dann gilt
e1 s en = (e1+p) | (e2 +p) fir N (Summen—Halbkompatibilitit) (1.27)

Beweis. Sei ¢; = au + w, w frei vom Monom u. Die Reduktion finde vermittels
f = u — v statt, wobei u das Leitmonom von f ist. Nach Definition der Reduktion
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erster Art bilden diese Annahmen keine Einschrinkung der Allgemeinheit. Es ist
dann es = av + w.

AuBlerdem konnen wir p = fu annehmen, da fiir p = Su + p; mit p; frei von u
auf jeden Fall ey + p; — ex + py gilt.

Damit ist

e1t+tp=(a+Blutw, e+p=Pu+av+w (1.28)

Fuhren wir also die in (1.28) moglichen Reduktionen an wu jeweils aus, so erhalten
wir ey +p — f und ey +p — f mit f = (a + B)v + w. Man beachte, daf8 hier

— steht, denn die Reduktion an u kann ja durchaus eine Nullreduktion gewesen
sein (ndmlich im Fall o + 8 = 0). |

Lemma 1.4.3 Seien eq, es, p drei lpdgl, F' ein System von Ipdgl. Es gelte
F F F
61:(]14)(124)"")(17‘:62 (129)

und alle ¢; +p, i =2,...,r — 1 seien Konfluenzanfangspunkte fiir £,
Dann ist ey +p | e +pfiiri>

Beweis. Fiir r = 2 folgt das Ergebnis aus Lemma 1.4.2.
Es sei also r > 2 und der Satz fiir » — 1 schon bewiesen. Es gilt dann ¢y +

pg z ieg + p, sowie wegen Lemma 1.4.2 e; +pﬂw iqg + p. Da g3 + p Kon-
fluenzanfangspunkt ist, folgt

e1+p @ +p es+p (1.30)
w z
X\ /
(&

Lemma 1.4.4 FEs seien u ein Monom, p; mit 1 < i < r eine Familie von lpdgl mit

pi <u und p; k¢ q;. Weiter seien alle e < u Konfluenzanfangspunkte fiir iy
Dann gilt pr +---+pr L 1 + -+ - + @r. Insbesondere folgt aus g1 +--- + ¢, = 0,

daf bt L0
Beweis. Der Fall r = 1 ist trivial, fiir alle » < s sei der Satz richtig. Es ist also

Pr+ -+ Ps—1 1+t s (1.31)

Iy

w

Bezeichnen wir die Glieder der Kette p1 + -+ 4+ ps—1 5w mit k; und die Glieder

der Kette g1 + -+ qs_1 ﬁ;w mit [; so gilt k; + ps <wuwund l; +qs < u. e < u
ist ndmlich gleichbedeutend damit, dafl alle Monome in e kleiner als u sind, so daf}
mit e, e’ < u auch e + ¢’ < u ist. Nach Lemma 1.4.3 ist also p; + -+ + ps | w + ps

und w4+ gs | @1 + -+ + ¢s. Fiir die Glieder v; der Kette pg il qs gilt ebenso
v; +w < u und damit w 4 ps | w + ¢s. Nimmt man dies zusammen, so kann man
p1+--+ps @1+ +gs folgern, denn die verbindenden Konfluenzen kénnen stets
konstruiert werden, da alle prasumptiven Konfluenzanfangspunkte < u sind. [ |
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Lemma 1.4.5 Es seien ey, es zwei Ipdgl und 0 = 0,, Dann gilt

e L ey = (0e1) | (Dea)  fiir N (Differential-Halbkompatibilitit) — (1.32)

Beweis Es sei ey = a0u+ fu+ yui +r. Dabei sei v das Monom, an dem reduziert
wird, du; = w und r frei von uy, u und du. Die Reduktion werde ohne Beschrankung
der Allgemeinheit vermittelt durch f = u — (eu; + s) wobei u das Leitmonom und
s frei von u; sei. Wir haben also

er = adu+ Pu+yu; +r (1.33)
e2 = adu+ Bleus +s) +yuy +r (1.34)
u—> U+ (1.35)
Ou — eu+ Oeuy + 0s (1.36)
de; = ad0u + (a+ B)0u + (0B + v)u + dyuy + Or (1.37)
Oeg = a00u + da. 0u + (fe + v)u + O(Be + v) uy + Or + 9(Bs) (1.38)

In (1.37) und (1.38) sind die Terme, in denen w und OJu nicht explizit auftauchen
aufgrund der Vorraussetzungen iiber r und s auch wirklich frei von u und du. Wir
erhalten also nach Ausfithrung der Reduktion (1.36):

ey = adou (1.39)
+ ((Oa+B)e+9B8+7)u+ ((0a+ B) de + 0v) uy
+ (0a+ B)0s + Or
Odeg = addu (1.40)
+ (Oae + B+ ) u+ (0o 0z + 9(Be + 7)) u
+ 0ads + Or + 9(Bs)
= addu (1.41)
+ ((Ba+ B) e +v)u+ ((Oa + B) Oe + (9B + 07)) uy
+ dads + Or + 9(Bs)
= addu (1.42)
+((Oa+B)e+y)u+ ((Oa+ B) e + (€08 + 07)) ua
+ (0a+B)ds+0r+09Bs

Erneut gilt, dafl das Monom u nur explizit auftaucht, und durch die Ersetzung von
0pu gemif (1.35) der Ausdruck (1.39) in (1.42) iibergeht. Also gehen (1.39) und
(1.42) durch die Reduktion an u mit (1.35) in einen gemeinsamen Nachfolger z
iiber. |

Bemerkung 1.4.10 Fiir den Fall inhomogener Ipdgl ist im vorigen Lemma nur
der Fall w = 1 ndher zu betrachten. uy existiert dann nicht, s, € und « sind gleich
0. Man sieht unschwer, daf§ das Lemma auch in diesem Fall giiltig bleibt.

Lemma 1.4.6 Seien ey, ex zwei lpdgl, F ein System von lpdgl, 0 = 0,i. Es gelte
F F F
61:Q1—>QQ—>"'_>(]7“:€2 (1.43)

und alle dq;, i = 2,...,7 — 1 seien Konfluenzanfangspunkte fir —s.
Dann ist Oey | Oes fir i> Insbesondere ist fiir eo = 0 Jey & 0.

Beweis. Wie Lemma 1.4.3 unter Benutzung von Lemma 1.4.5 an Stelle von Lemma
1.4.2 ]
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Lemma 1.4.7 Es seiu ein Monom und alle e < u Konfluenzanfangspunkte. Weiter
seien ey, es zwet Ipdgl mit eq ik es, ' ein System von Ipdgl und 0 = O,i. Es sei
e1 < u und dey < u. Dann gilt ey | Oes, insbesondere ist fiir eo = 0 Oeq .

Beweis. Wir haben nur zu zeigen, dafl die Bedingungen an die ¢; in Lemma 1.4.6
erfiillt sind. Man sieht, dafl dies jedenfalls dann der Fall ist, wenn man aus ¢; < u
und 9¢; < u auf ¢;41 < u und 9¢;+1 < u schlieen kann, da ja wegen ¢; = e; < u
und dq; = de; < u die Grundlage fiir einen induktiven Schlul gegeben ist. Wenn
¢; = av + r mit Leitmonom v und 7 frei von v ist, so ist jedenfalls v < u, und
auch das Leitmonom dv von dg; ist wegen J¢; < u kleiner als u. Damit gilt fiir das
Leitmonom v; von ¢;11 — einer Reduktion von ¢; — v; < v, also dv; < dv < w.
Ovy ist aber das Leitmonom von 0¢;41, also sind alle Monome von 0g¢; 1 kleiner u
und damit d¢;+1 < u. Damit ist der Induktionsschluf} vollzogen und Lemma 1.4.7
bewiesen. [ |

Lemma 1.4.8 Es sei e = auy + Busg + 1 eine Ipdgl, wobei uy > us Monome seien
und r frei von uy und us sei. Es seien f1 und fo zwei lpdgl und e ELN e eine
Reduktion von e an uy, e £> es eine Reduktion von e an ug. Es sei F = {f1, fa}.

) . F
Dann ist ey | eq fiir —.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann f; = uy — (yus + wy) und
fo = us —v9 angenommen werden, wobei u; bzw. us die Leitmonome von f; bzw. fo
und wq, ve frei von wup, ug sind. Damit wird e; = aw; + (ay + S)ug + r und
es = auy + fvg + 7. Erneut tauchen u; und us nur explizit auf, und wir reduzieren
nun e; an us und e an w; und erhalten €] = aw; + (ay + B)ve + r sowie e =

awi + ayus + Pvs + r. Reduziert man jetzt das wieder nur explizit auftauchende
def

ug in €5 so ergibt sich ef = awi + ayvy + fve +r. Mit e = e = €} gilt also
Fx xF
e1—res—eo. |

Bezeichnung 1.4.5 Fliir zwei lpdgl e, €' bedeute e = €', daf$ ein o # 0 existiert mit
/
e=ae.

Lemma 1.4.9 Seien e, e; zwei lpdgl, F' ein System von lpdgl. Es gelte e r F, e1.

Weiterhin seien alle €/ < e Konfluenzanfangspunkte von L. Dann eistieren Ipdgl

k =k mit

Hk(—el

(1.44)

. . . . . F
Beweis. Es sei e = aDju + w, w frei vom Monom D ju. Die Reduktion e 2— e;
am Monom D ju werde vermittelt durch f = pu — r, wobei u das Leitmonom von
f und r frei von u sei.

Dann ist
e1 = faDju+ fw — aDj(fu) + aDyr (1.45)
=pw—« Z cp,rDp(B) Dp(u) + aDyr (1.46)
E+F=J

E>0
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Man betrachte jetzt die Reduktionskette

~a > cprDp(f) Dr(w) = -l (1.47)

E+F=J
E>0

s — — (& Z CEFDE DF(T/ﬂ)

E+4+F=J
E>0
die entstehe, indem, beginnend vom kleinsten Dp(u) an, sukzessive D (u) mit f auf
erste Art reduziert, also Dp(u) durch Dr(r/f) ersetzt werde. Wir bemerken, daf§
Dp(r/B) nur Monome < Dp(u) enthélt, so dafl die Reduktionskette wohldefiniert
ist. Nullreduktionen werden dabei ausgefiihrt, fithren aber nicht zum Eintrag eines
qi-

Da alle g; + fw+aD jr das Monom D ju nicht enthalten, welches in e vorkommt,
und mit e in allen Monomen iibereinstimmen, die > D ju sind, folgt ¢;+Bw+aD jr <
e.

Alle diese Ausdriicke sind also Konfluenzanfangspunkte und wir kénnen Lemma
1.4.3 anwenden. Es ergibt sich

e1=q + Pfw+ OéDJTﬂZi@S =gqs + fw+aDyr (1.48)
Wir rechnen e, weiter aus

es=—a Y cgrDg(B)De(r/B) + pw+aD,r (1.49)

E+F=J
E>0

=—a Y ¢grDp(B)Dr(r/B) + fw+aD, (B(r/B)) (1.50)

E+F=J
E>0

=—a Z cg,rDE(B8) Dr(r/B) + fw + « Z cg,rDE(B8)Dr(r/B) (1.51)

E+F=J E+F=J
E>0

= aBD,(r/B) + Bu (1.52)

Die Reduktion erster Art von e mit f an Dju ist aber nichts anderes als
D;(r/B) +w = es/B. Wir haben also

(1.53)
LN
es/B—es
e
also auch z
(1.54)
e \

es/B

/| */

2/ ——z

Mit k' = z/8 und k = z ist damit der Beweis erbracht. |
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Bemerkung 1.4.11 Fiir den Fall inhomogener Ipdgls ist nur die Moglichkeit von
u=1,e=autw, f = —pu (in den obigen Bezeichnungen) in Betracht zu ziehen.
Fiir diesen Fall ist das Lemma aber trivialerweise richtig, weil e = k = k' = ey mit
eo dem homogenen Teil von e.

Definition 1.4.5 FEs seien u; = u% und ug = u% zwei Monome zur selben Funk-
tion. Wie man sich leicht tiiberlegt, gibt es unter den u mit u = Dpuy = Dyrus ein
eindeutig bestimmtes u’, so daf$ jedes andere dieser Art als Dyu' gebildet werden
kann. Es ist u' = Dgu’ mit S = JV K. Dabei ist JV K (max(jp, kp)) fiir
J = (jp), K = (kp). Mit Jy und Ky bezeichnen wir S — J und S — K. Das Monom
u’ nennen wir auch kleinstes gemeinsames Vielfaches der Monome uy und us und
schreiben u' = kgV(uy,uz).

Bezeichnung 1.4.6 Allgemein wollen wir fir zwei Monome u, D ju das Monom
D ju ein Vielfaches von u und u einen Teiler von D ju nennen. Wir schreiben dafiir
auch u|D ju.

Bemerkung 1.4.12 Durch kgV(uy, us, ..., u,) 1o kgV(kgV(ug, ..., upr—1),u,) laft
sich ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von r Monomen u; = D ju” definieren.

Definition 1.4.6 Seien ey = auy + v1 und es = Pus + vo zwei Ipdgl mit den
Leitmonomen uy und us. v1 bzw. vy seien frei von uy bzw. us.

Die Monome uy und ug seien von der in Definition 1.4.5 diskutierten Art.

Wir definieren nun unter Benutzung der Bezeichnungen aus Definition 1.4.5:

igh; (1, e2) & Dy, (e1/a) — Di, (e2/B) = Dy, (v1/a) — Di, (v2/B)  (1.55)
ighy(e1, ez2) dzefﬁDJlel —aDg, ez (1.56)

und nennen diese Bildungen Integrabilitdtsbedingung erster Art und Integrabilitéts-
bedingung zweiter Art.
Mit ligh(eq, e2) bezeichnen wir kgV(uy, us).

Bemerkung 1.4.13 Beide Integrabilititsbedingungen enthalten nur Monome, die
kleiner als v' = Dgu¥ sind.

Bemerkung 1.4.14 Wir definieren Integrabilititsbedingungen igh, (e1, e2) oder ighy(e1, ea)
nur fir e; mit lmon(e;) # 1 also fiir lpdgl, die von der konstanten lpdgl e = — 3 ver-
schieden sind.

Fiir die Einfithrung zweier Arten von Integrabiltitsbedingungen gilt das oben iiber
die Einfithrung zweier Arten von Reduktionen gesagte.

Lemma 1.4.10 Sei F' ein System von Ipdgl, e1,es € F zwei Ipdgl mit Leitmonomen
uy, ug fir die kgV(uy,us) = u existiere. Ferner seien alle e mit e < u Konfluenz-

anfangspunkte fiir R
Dann existieren lpdgl w' = w mit

igby (e1,e2) igby (€1, e2) (1.57)

|,

w/%w

Beweis. Sei e = auy +v1, e = Bug + va, vq frei von uy, ve frei von us. Weiter sei
DJlul = DJ2u2 = Dsul’.
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Dann ist
ighy(e1,e2) = BDje1 — aD,eq (1.58)
= BDy, (1) + BDj,v1 — aDy, (Buz) — aDy,v;
Weiter gilt

8Dy, (aur) — aDy,(Pus) = s1 — so mit (1.59)
S1 = 5 Z CE’FDE(CV)DF(’LU)
E+F=J;
E>0
ss=a Y cxrDr(B)Dr(us)
K+L=Jy
K>0
und also
igh,(e1,e2) = 81 — 82 + 8Dy, (v1) — aD g, (v2) (1.60)

=81 — SS9 +r mit
r= 5DJ1(U1) - aDJ2(UQ)

Wie in Lemma 1.4.9 schlielen wir nun auf die Existenz der Reduktionsketten

s1-3% =B Y cprDp(a)Dp(vi/a) =5 (1.61)
E+F=J1
E>0
Sgg — Z CK7LDK(,8)DL(U2/,B) = 5/2 (1.62)
KJ;(L:JQ
>0

Sie entstehen durch der Ordnung < nach von unten her beginnende Reduktionen
der Dp(uy) mit ey zu —Dp(vy/a) und der Dy (uz) mit es zu — Dy (va/S).
Bezeichnet man die Glieder der Reduktionskette (1.61) mit p; und die der Re-
duktionskette (1.62) mit g;, so ist leicht ersichtlich, dafl alle p; — so + 7 < u und
alle —g; + s} + r < w sind, weil sie ndmlich « nicht, sondern nur kleinere Monome

enthalten. Sie sind also alle Konfluenzanfangspunkte von iy

Wie in Lemma 1.4.9 schliessen wir nun mit Lemma 1.4.3 auf s;—so+7r | 8] —so+r
und —sg + 8§ +r | —s5 + s} + r und weiter auf s — so + 1 | s§ — sh + .

Im Bild

s1— 8o+ sy — s+ sy —sh+r (1.63)
F F F F
* % * %
Z1 22
F F
* ok
z3
Wir rechnen nun aus:

sy —sh+r=- Z ce,rDE(a)Drp(vi/a) (1.64)

E+F=J;
E>0

+a Z cx, . Dk (B)Dr(v2/B) +1

K+L=Jgy
K>0

= —B(Dy,(avi/a) —aDy, (vi/a)) + a(Dy(Bv2/B8) — D, (v2/B))
+BDy, (v1) — aDj,(v2)

= aB (Dy,(v1/a) — Dy, (v2/B))

= afigh,(e1,e2)
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Aus (1.60), (1.63) und (1.64) folgt also

ighy(e1,€9) =81 — $o + 71 — sy +1r —1igb(e1, e2) (1.65)
oder eben
igh, (€1, e2) igh, (e1, €2) (1.66)

S

Z%Z/

Definition 1.4.7 Seie; = uy + v1,e2 = ug + va,...,€6, = u, + v, eine Folge von
Ipdgl mit Leitmonomen u; und v; frei von u;. Es set u; = Dyu” firl <i<r und
es gelte kgV(u;, uip1) | kgV (ur,uy) fir 0 <i <r.

Dann heifle eq, es, ..., e, eine Darstellungskette fiir e, e,.

Lemma 1.4.11 FEs sei eq,eg,...,€,. eine Darstellungskette In den Bezeichnungen
von Definition 1.4.7 sei Dgu” = kgV(u1,u,), Dg,u” def kgV(us, uipr) und K; def
S—=8; fir0<i<r.
Dann gilt
igb (e1,e,) = Z Dy, igb, (i, €i41) (1.67)
o<i<r

Beweis. Es sei E; = S; — J; und F; = S; — J;41 fir 0 < ¢ < r. Dann ist
igbl(ei, 6i+1) = DE,-Ui — DF,LvUi+1 und

D, igh, (€, €i+1) = Ds—y,0i = Ds— .y, Vi1 (1.68)
Also auch
Z D, igh, (e, €i41) = Dg—j,v1 — Ds_j, vy (1.69)
0<i<r

= igb; (€1, e;)

Die Annahme, daf3 die Leitkoeffizienten der e; gleich 1 sind, stellt aufgrund der
Definition der Integrabilitdtsbedingungen erster Art keine Einschrinkung dar.
|

Satz 1.4.3 Sei F' eine Menge von lpdgl. Fiir jedes Paar f1, fo € F fiir das igbs(f1, f2)
definiert ist, existiere eine Darstellungskette e, ea, ..., e, mit fi = ey und fo = e,

mit ighy (e, €i41) r 1 firo<i<r.

Dann gilt:
e
*7 Y\* =e1le (1.70)
€1 €9

das heiffit st konfluent.

Fiir zwes lpdgl e, e; mit e ">— ey existieren w = w', mit

s

w'’ 4>w<—el

(1.71)
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Fiir alle Paare ey,e5 € F, fiir die igh,(e1, e2) definiert ist, gilt

ighy (1, €2) ——0 (1.72)

Beweis. Wir fiithren den Beweis durch transfinite Induktion. Es sei — wie schon in
diesem ganzen Abschnitt zugrundegelegt — (M, <) die wohlgeordnete Menge der
Differentialmonome u” mit der Ordnungsrelation < und P = Papite(M) mit der in
Definition 1.4.2 eingefithrten Ordnung, die wir ebenfalls mit < bezeichnen.

Fiir den Fall inhomogener Ipdgl ist M = {uk} U1 UO0.

Es sei N € P und fiir alle M € P mit M < N sei (1.70) und (1.71) richtig, falls
e < M ist, Aussage (1.72) sei richtig fiir ligh(eq, e2) < M. Wir werden nun zeigen,
dafl diese Aussagen dann auch fiir e < N bzw. ligh(ey,es) < N giiltig sind.

Im Fall inhomogener lpdgl ist als Basis NV = 1 in Betracht zu ziehen. Offensicht-
lich sind dann (1.70) und (1.71) richtig, falls e < N ist und ebenfalls Aussage (1.72)
fiir die (leere) Menge der ligh(eq, e3) < N.

Wir beginnen mit Aussage (1.72).

Es seien ej,eq € F mit ligb(ey,e2) = v < N und der Darstellungskette e; =
fisfay oo, fr = ea mit igbhy(fi, fiv1) 2 30, Dann gilt nach Lemma 1.4.11:

ighy(e1,e2) = > Di,igh (fi, fi+1) (1.73)

o<i<r

Zunichst leiten wir nun ighy (f;, fi+1) 50 gemif folgendem Diagramm ab:

igbz(fi,fiﬂ) (1.74)

LN

ighy (fi, fiy1) —=w' ——=w 0<—0

L

0

R

Man beachte zunéchst u; def ligh(fi, fi+1) | ligb(e1,e2) = u also u; < u < N. Die
Existenz von w = w’ folgt aus Lemma 1.4.10, denn alle e < u; < u < N sind nach
Induktionsannahme Konfluenzanfangspunkte. Das Dreieck rechts ergibt sich durch
Anwendung von (1.71), was wegen igbs(f;, fix1) < u; < u < N kraft Induktion
moglich ist. Die in (1.71) auftauchende w = w’ sind dabei gleich 0. Das mittlere
Parallelogramm entsteht schlieBlich, weil ighy(f;, fi+1) < u; < w < N nach (1.70)

und Induktion Konfluenzanfangspunkt ist.

Als néchtes folgern wir Dy, igbi(fi, fit1) £ 0. Wir betrachten dazu die nach
< geordnete Kette der Monome

ui:DJoui<o~<DJUui~~~<DJ.§ui:DKiu1v:u (175)

Da fiir eine Ipdgl e und ein Monom v aus e < v auch de < v folgt, ist D, igb1 (fi, fi+1) <
Dju; <u < N. Weiter ist Dy, ,, = 04, Dy, , so dafl die Voraussetzungen fiir einen
Induktionsschlufl geméfl Lemma 1.4.7 gegeben sind. Das dort genannte u kann da-
bei mit dem hier verwendeten u = ligh(ey, e2) gleichgesetzt werden, das dortige e
ist gleich 0.

SchlieBlich ziehen wir noch Lemma 1.4.4 heran, um aus Dg,igb1(fi, fi+1) 50

Z Dxigbi(fi, fiv1) o (1.76)

o<i<r
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zu erhalten. Das dort genannte w kann mit dem hier gebrauchten gleichgesetzt
werden, da alle e < u < N wegen Induktion und (1.70) Konfluenzanfangspunkte
sind. Ebenso sind die Dg,igb1 (fi, fi+1) < Dg,u; = u < N.

Damit ist Aussage (1.72) auch fiir M = N bewiesen und wir gehen zu Aussage
(1.71) fiir e < N tiber. Falls e < N oder e ra £¥ ) gar keine echte Reduktion
enthalt, ist nichts zu zeigen. Wir nehmen also an, daf supp(e) = N und eine echte

. F . o .
Reduktion in e 2— e; vorkommt. Der Beweis ergibt sich dann aus dem Diagramm

N

w4>u)<;62 ro
* ’ E *
u v v €1

Es ist dann ndmlich nach Induktion und (1.70) jedes ¢’ < e Konfluenzanfangspunkt,
so daB die w = w’ im oberen Dreieck nach Lemma 1.4.9 konstruiert werden kénnen.
Das untere Dreieck folgt dann kraft Induktion aus (1.71), da ja ez < e = N. Damit
ist es auch nach (1.70) und Induktion Konfluenzanfangspunkt und das Parallelo-

(1.77)

gramm kann mit u geschlossen werden. Beachtet man k ke ak 5 ak!, so
ist (1.71) auch fiir supp(e) = N gezeigt.
Um (1.70) fiir e < N zu zeigen, geniigt es fiir ein solches e

e
f/ Y el les (1.78)
€1 €9

herzuleiten. Man kann n#mlich in (1.70) annehmen, dafi die Reduktionen e e

und e % e2 beide wenigstens eine echte Reduktion enthalten, da ansonsten die
Behauptung trivial erfiillt ist. Dann kann aber ein Diagramm

N

NG\
NS
N

konstruiert werden, in dem €/, e}, < e sind. Da wir fiir den Augenblick annehmen
wollen, dafl (1.78) schon fiir alle e < N bewiesen sei, existiert eg im obigen Dia-
gramm. Weiter sind e}, e}, e3 < e < N Konfluenzanfangspunkte kraft Induktion
und (1.70), so dafl das Diagramm komplettiert werden kann.

(1.79)

Es bleibt also (1.78) fiir e < N zu zeigen. Falls e i> e ein Monom uq von e

und e eq ein anderes Monom uy von e reduziert, dann folgt (1.78) ohne weiteres
aus Lemma 1.4.8.
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Der Fall inhomogener Ipdgl kann hier extra behandelt werden, insofern lediglich

die Reduktionen e £, e; an einem eventuell in e vorkommenden konstanten Glied
einen Spezialfall bilden. Diese fiithren aber beide lediglich zur Eliminierung dieses
konstanten Gliedes, also zum selben Ergebnis.

Wir nehmen also an, dafl e = aDju + w mit einem Monom v = v und w

frei von D ju. Die Reduktionen e i> e; bzw. e i> es werden vermittelt durch
f1 = pB1Dgu — vy bzw. fo = B2 Dru — v mit den Leitmonomen Dgu bzw. Dyu.
v1 bzw. wvs seien frei von Dxu bzw. Dyu. Weiter sei S = K VL, K1 = S — K,
Li=S—-Lud J, =J— S, was wegen Dgu|Dju und Dyu|D ju wohldefiniert
ist. Es ist also DJ = DJlDKlDK und DJ = DJlDLlDL-

Dann ist
er = Dy Dic, (v1/B1) +w (1.80)
es = aDy, Dy, (va)Ba) +w (1.81)
also
e1 — ey = aDy, (Dk, (v1/B1) — Dy, (v2/B2)) (1.82)

aDj igbi(f1, f2)
(1.83)

Das Monom Dgu ist ligh(f1, f2), also ist wegen S+ J; = J auch ligh(f1, f2) < D ju.
Da e < N ist auch Djyu < N, also zusammen ligh(f1, f2) < N. Nach dem oben

schon vollzogenen Induktionsschlufl kénnen wir also igb; (f1, f2) %0 annehmen.
Wir bilden nun wieder eine nach < geordnete Monomkette

Dgu = DpoDsu EGERE DpVDsu <o < Dpstu = DJIDSU = Dju (184)

und schlielen aus Dp, Dgu < Dyu < N und Dp,igh,(f1, f2) < Dp, Dsu < N sowie

Lemma 1.4.7 auf Dy igb,(f1, f2) % 0. Das u in Lemma 1.4.7 ist dabei unser Dju.
Wir kiirzen Dy igb,(f1, f2) mit p ab und bezeichnen die Glieder in der Re-

duktionskette ap 50 mit q;- Dann sind alle ¢; + eo Konfluenzanfangspunkte. Sie
enthalten namlich alle das Monom D ju nicht, da es in e; wegen der Reduktion von
e mit fo an D yu fehlt, und auch in aD j,igb, (f1, f2) < Dju und seinen Reduktionen
@; nicht vorkommt. In den Monomen > D ju stimmen e und es 4 g; aber iiberein, so
daB ¢; + e2 < e < N gilt, und die ¢; + ey kraft Induktion Konfluenzanfangspunkte
sind. Damit ist nach Lemma 1.4.3 ap + e2 | e3 also e | es.

Das war aber die noch zu zeigende Behauptung. ]

Bemerkung 1.4.15 Die Bedingung igb,(e;, €;41) 2 F30 im vorigen Satz kann dqui-

valent durch igby(e;, €;41) iy 0, igby (e, €i41) 2 20 oder igby (ei, €i41) 50 e
setzt werden.

Satz 1.4.4 Sei F' eine Menge von Ipdgl und N konfluent. Dann gilt igb,(e1, e2) 30
fiir alle e1,eo € F fir die ighy(e1,e2) definiert ist.

Beweis. Sei e; = aDgu — vy, e = Dpu—v, u=u",J=KVL K =J-K,
Ly = J — L. Dann sind die Reduktion von Dju mit e; bzw. ey gleich Dk, (v1/a)
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bzw. Dy, (ve/B). Wegen Konfluenz von L existiert das Diagramm

N

DK1 ’Ul/Oé DL1 ’02/6

S

so daB —Dg, (v1/a) — —w und Dy, (v2/8) — w. Aus Lemma 1.4.4 folgt dann

—Dg, (vi/a) + D, (v2/B) 1 0, also igby(e1,e2) = =Dk, (v1/a) + Dy, (v2/3) .
|

(1.85)

Definition 1.4.8 Fin System E von Ipdgl, das die nach Satz 1.4.3 und Satz 1.4.4,
dquivalenten Voraussetzungen dieser beiden Sdtze erfiillt, heifle passiv, vollstindig,
vollstédndig integrabel oder auch involutiv.

Lemma 1.4.12 Seien ey, ey zwei lpdgl fiir die igb(e1, es) existiert. Dann ist

ighy(e1, e2), igby(e1,e2) € (e1,e2)
Beweis. Folgt direkt aus Definition 1.4.6. ]

Lemma 1.4.13 Sei F' ein System von Ilpdgl, (F) das zugehdérige Differentialideal.
Dann gilt fii beliebige e, €': e e me—ec (F).

Beweis. Nach Definition 1.4.3 gilt direkt e —e’ € (F) fiir e L5 ¢ Die Behauptung
folgt dann durch Induktion und e, e’ € (F) = e+ ¢’ € (F). [ |

Korollar 1.4.2 Fiir ein System F von lpdgl gilt e o= ee (F).

Satz 1.4.5 Sei E ein System von lpdgl, (E) das zugehdorige Differentialideal. Dann
ist E passiv genau dann wenn e 50 fiir alle e € (E).

Beweis. Es sei F passiv und e € (F), also e = Y a;5Dje;, e; € E. Dann gilt
e 230 wegen e; —= 0 und Lemma 1.4.7 sowie Lemma 1.4.4. Umgekehrt folgt aus

e 230 fiire € (E) auch igb, (e, e2) 30 fiir e, e0 € B wegen Lemma 1.4.12, so
dafl F passiv ist. [ |

Korollar 1.4.3 Es sei E ein passives System von Ipdgl. Dann ist e € (E) genau

dann, wenn e )
Beweis. Korollar 1.4.2 und Satz 1.4.5. |

Korollar 1.4.4 Sei E ein passives System von lpdgl, E' ein zweites mit E C E' C
(E). Dann ist auch E' passiv.

Beweis. Alle igh;(e1,€2) mit ej,es € E’ sind nach Lemma 1.4.12 in (F) und
reduzieren nach Satz 1.4.5 sogar schon mit E zu 0. |

Passive Systeme bleiben also passiv, wenn sie mit Elementen aus dem von ihnen
erzeugten Ideal erweitert werden. Im folgenden untersuchen wir, ob ein passives
System auch passiv bleibt, wenn man ein Element eines solchen Systems durch
seine Reduktion mit einem anderen Element ersetzt. Es erweist sich als zweckméfig
dafiir einige Begriffe einzufiihren.
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Definition 1.4.9 Eine Menge E von Monomen u’ (oder im Fall inhomogener
Ipdgl: u%, 1, 0 ) die mit jedem v € E auch alle 8,,u enthdlt , heiffe Monomide-
al oder monomiales Ideal.

Lemma 1.4.14 FEs sei E eine beliebige Menge von Monomen. Die Menge M aus
allen D ju fiir u € E ist ein Monomideal und heifit das von E erzeugte Monomideal.

Beweis. Klar. [}
Satz 1.4.6 Es sei

FEiCE,CE;C... (1.86)
eine aufsteigende Kette von Monomidealen F; aus Monomenu';, v =1,...,n. Dann

wird E; stationdr, das heifit B; = F; 1 fir alle i > 1.

Beweis. Falls n = 1 ist die Behauptung identisch mit dem sogenannten Lemma von
Dickson [4, 2.4, Theorem 5]. Fiir n > 1 bilden fiir ein bestimmtes v die Teilmengen
EY der E;, die nur aus Monomen u% € E; bestehen, ebenfalls aufsteigende Idealket-
ten, die geméifl dem abgehandelten Fall n = 1 einzeln stationir werden. Also wird
auch F; stationir. [ |

Definition 1.4.10 Es sei F' ein System von Ipdgl. Das Monomideal M = Mg das
von den Ilmon(f), f € F, erzeugt wird heiffe Leitmonomideal von F.

Lemma 1.4.15 Es sei F = (F) ein Ideal von Ipdgl, M = M py, sein Leitmonom-
ideal, w € M ein Monom. Dann ezistiert ein f € F mit Imon(f) = u.

Beweis. M besteht aus allen D ju, wobei u das Leitmonom eines f € (F) ist. Dju
ist aber auch das Leitmonom von D f € (F). [ |

Lemma 1.4.16 Es sei ' ein System von Ipdgl, f, " € F und f1 eine Reduktion
erster oder zweiter Art von f mit f'. Es sei Fy = F\ {f} U{f1}, entstehe also,
indem ein f € F mit seiner Reduktion durch ein anderes f' € F ersetzt wird. Dann
st das Leitmonomideal My von F' gleich dem Leitmonomideal Mg, von Fy und es

ist (F) = (Fy).

Beweis. Reduziert f’ ein Monom von f, das nicht das Leitmonom von f ist, so
dndert sich die Erzeugungsmenge von Mp nicht. Reduziert f’ das Leitmonom, so
ist der Wegfall des Leitmonoms von f aus der Erzeugungsmenge unerheblich, da
es ohnehin durch (eventuell nullfache) Differentiation aus dem Leitmonom von f’
gebildet werden kann. Die Gleichheit (F') = (Fy) folgt, da f bzw. f; nach Definition
1.4.3. im jeweils anderen Ideal mitenthalten sind. ]

Satz 1.4.7 Ein System F von Ipdgl ist genau dann passiv, wenn das Leitmonom-
ideal Mp von F' mit dem Leitmonomideal Mgy des Ideals (F') tibereinstimmit.

Beweis. Es sei I' passiv, u € M(p). Dann existiert nach Lemma 1.4.15 ein f €

(F) mit Leitmonom u. Da F' passiv, gilt f % 0. In dieser Reduktionskette muB
irgendwann auch das Leitmonom u von f von einem f’ € F reduziert werden. Damit
ist u ein Vielfaches des Leitmonoms von f’ und somit in Mp.

Sei umgekehrt Mp = M(py und f € (F) beliebig, f # 0. Da das Leitmonom u
von f in My liegt, ist es Vielfaches eines Leitmonoms v von f’ € F. f kann also mit
f' an w zu einem neuen f; € (F) reduziert werden. Dieser Schlufl kann fortgesetzt
werden solange fi; # 0 gilt. Da die Reduktionskette aber irgendwann abbrechen
muf}, wird das Ergebnis der Reduktion irgendwann gleich 0 sein. Damit ist f 50
nachgewiesen und nach Satz 1.4.5 F passiv. ]

Dieser Satz erlaubt uns nun das gewiinschte Ergebnis auf einfache Weise abzu-
leiten:
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Satz 1.4.8 FEs sei F' ein System von lpdgl. Das System Fy entstehe aus F' indem ein
f € F durch seine Reduktion (erster oder zweiter Art) mit einem anderen f' € F
ersetzt werde. Dann ist F' passiv genau dann wenn Fy passiv ist.

Beweis. Lemma 1.4.16 und Satz 1.4.7. ]
Wir machen von den Monomidealen noch eine zweite Anwendung, die fiir den
néchsten Abschnitt benotigt wird:

Lemma 1.4.17 Es se:
FiCF CFC... (1.87)

eine Kette von Systemen von Ipdgl, von denen F; 1 aus F; durch Hinzunahme einer
Menge S; von lpdgl entstehe, deren Elemente alle reduziert beziiglich F; seien. Dann
bricht die Kette ab.

Beweis. Die Leitmonome der Elemente von S; gehoren nicht zum Leitmonomideal

von F;. Das Leitmonomideal von F;; ist also echt grofer als das von F;. Nach Satz

1.4.6 muf} die Kette abbrechen. |
Auch die folgenden Begriffe werden im néchsten Abschnitt gebraucht:

Definition 1.4.11 Fin System E von Ipdgl heif$t autoreduziert, wenn fiir alle e, ¢’ €
E, e # €', e reduziert beziiglich €', also e reduziert beziiglich E \ {e} ist.

Satz 1.4.9 Secien E, F zwei passive, autoreduzierte Systeme von Ipdgl mit (E) =
(F). Es sei |E|, |F| < oo und alle lpdgl in E, F seien normiert. Dann ist E = F.

Beweis. Seien eq,...,e, die Elemente von E, fi,..., fs die Elemente von F. Sie
seien so geordnet, daff lmon(e;) < lmon(e;+1) und lmon(f;) < lmon(f;41) ist. Per
Induktion kénnen wir annehmen, daf fiir ein bestimmtes j gilt: r,s > j—1,¢; = f;
fiir i < j — 1.

Enthalten sowohl E wie F' nur j — 1 Elemente, ist der Beweis schon erbracht, so
daB wir im folgenden r > j oder s > j annehmen.

Enthélt nun E ein ej, so wird dieses wegen e; € E C (EF) = (F') und Satz 1.4.5
von F reduziert. Enthielte F' jetzt nur die Elemente fi; =e1,..., fj—1 = ej_1, gibe
es Elemente in E die e; reduzieren. Dies widerspricht aber der Autoreduziertheit von
E. Alsoist r > j = s > j, und mit einem symmetrischen Schlufl auch s > j = r > j.
Zusammen also r, s > j wenn nicht r; s < j.

Es sei lmon(e;) < lmon(f;). Dann kann e; nicht von F' reduziert werden, denn
die f; = e; mit ¢ < j reduzieren e; nicht, da E autoreduziert ist. Die f; mit ¢ > j
kénnen e; aber auch nicht reduzieren, da fiir sie Imon(f;) > lmon(e;) gilt. Da aber
jedes e € E von F reduziert wird, ist Imon(e;) > Imon(f;) und im Umkehrschluf
sogar lmon(e;) = lmon(f;).

Betrachte nun die Reduktion f; 5 2 von f; an seinem Leitmonom. Dann ist

: 50 und 2 = fj — e; frei vom gemeinsamen Leitmonom von e; und f;. Daraus
folgt aber schon z = 0, denn andernfalls wiirde ein f; = e; mit i < j z reduzieren. z
enthélt aber nur Monome aus f; und e;, so dal dann entweder f; oder e; von f; = e;
reduziert werden kénnten, obwohl F und F' autoreduziert sind. Also ist z = 0 und
e;j = f;. Damit ist der Induktionsschlu8 komplett und der Beweis erbracht. |

Sei F' ein System von lpdgl, e eine beliebige Ipdgl. Wir kénnen dann immer eine
Kette von Reduktionen erster oder zweiter Art bilden, die mit e anfingt und nach
endlich vielen Schritten mit einem e’ abbricht, das beziiglich F' reduziert ist. Wir
geben einem solchen €’ einen besonderen Namen:

Definition 1.4.12 FEs sei F' ein System von Ipdgl, e, €' zwei Ipdgl mit e 5 e b,

e 23 o und ¢ reduziert beziiglich F'. Dann nennen wir ¢ eine Endform von e fiir
F beziiglich Reduktionen erster Art bzw. beziiglich Reduktionen zweiter Art. Wir
schreiben auch ¢’ = Eq(e) bzw. e = Ex(e).
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Eine Endform einer lpdgl e fiir ein beliebiges System F ist nicht notwendig eindeutig
bestimmt. Es gilt aber

Bemerkung 1.4.16 Sei F' passiv, e, ey, es drei lpdgl, e1, es Endformen von e
beziiglich Reduktionen erster Art. Dann ist e; = eq, denn es ist ey | es und ey, e
sind nicht weiter reduzierbar. Wir schreiben e; = eq = Ny(e).

Aus folgendem Diagramm entnimmt man nun, da8 fiir ' passiv eine Endform Fs(e)
beziiglich Reduktionen zweiter Art stets mit der eindeutig bestimmten Endform
N (e) bis auf einen Faktor iibereinstimmt, also Fs(e) = N (e) gilt.

*

N1(6)-7 e\ (1.88)
Ny (e) < w—= s X Es(e)

Eine normierte Endform Es(e) ist also eine Normalform Ns(e).
Die Bildung der Normalform Nj(e) fiir passive F' ist eine lineare Operation:

Lemma 1.4.18 FEs sei F passiv, e, € zwei lpdgl. Dann ist Ni(e + €') = Ni(e) +
Ni(e') und Ni(ae) = aNy(e).

Beweis. Aus e — N} (e) und ¢’ =iy (¢') folgt e+e€’ | Ni(e)+Ni(e’). Wir nennen
den gemeinsamen Nachfolger z. Es ist z = Nj(e) 4+ Ny(e’) da Ny(e) + Ny(e') bereits
reduziert ist. Also ist z eine Endform von e + ¢ und somit z = Nj(e + ¢’). Die
Multiplikativitdat mit « ist klar. |

1.4.3 Janet—Basen

Definition 1.4.13 Sei E ein System von lpdgl. Ein passives, autoreduziertes, nor-
miertes System F von lpdgl mit (E) = (F) heifit Janet-Basis von E, F = J(E).

Zur Berechnung der Janet-Basis J(FE) eines Systems E von lpdgl geben wir
zunéchst eine Reihe von Hilfsalgorithmen an.

Algorithmus 1.4.1 reduce(e, f)
f

e, [ sind Ipdgl, reduce(e, f) berechnet ein ¢ mit e =23 ae’ fiir ein geeignetes
a # 0. e'ist reduziert beziiglich f.
Der Algorithmus lautet

Imf := lmon(f)

lcf := lcoef(f)

do
reduced := false
mle := (Mme,, ..., Me,) Liste der Monome von e mit m., < me, .,
cle:=(Cepy---sCep) Liste der entsprechenden Koeflizienten

fori:=1to k do
if me, = DrImf fiir ein geeignetes L
then
e:=e—c/lcf- Dif
reduced := true
fi
od
od until reduced = false V e=10
return contentreduce(e)
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Falls der Korper K, iber dem e definiert ist Quotientenkorper eines ZPE-Ringes
R ist, stehe contentreduce(e) fir einen Algorithmus, der e mit dem Hauptnenner
seiner Koeffizienten durchmultipliziert und durch den griften gemeinsamen Faktor
seiner dann in R liegenden Koeffizienten teilt. Andernfalls sei contentreduce(e) = e.

Bemerkung 1.4.17 Es gilt (e, f) = (¢/, f) fiir ¢ = reduce(e, f).

Algorithmus 1.4.2 reduce(e, E)
e ist eine lpdgl, E ein System von lpdgl. reduce(e, E) berechnet eine lpdgl €' mit

e 23 qef fiir ein geeignetes oo # 0. €' ist reduziert beziiglich E.

sortiere E = (ey,...,e,) mit lmon(e;) < lmon(e;41)
do
reduced := false
fori:=1tondo
e' := reduce(e, ¢;)
ife' #£e
then
e:=¢'
reduced := true
break
fi
od
od until reduced = false
return e

Bemerkung 1.4.18 FEs gilt (e, E) = (¢/, F) fiir ¢’ = reduce(e, E).

Algorithmus 1.4.3 autored(E)

E ist ein System von Ipdgl, autored(F) berechnet ein autoreduziertes System E'
mit (E) = (F').

do
sortiere E = (eq,...,e,) mit Imon(e;) < lmon(e;41)
und e; # 0
i:=1
while i < n do
reduced := false
forj:=i+1tondo
€' = reduce(e;j, ;)
if 6/ 75 €j
then
ej =€
reduced := true
break
fi
od
if reduced = true
then
break
else
i=i+1
fi
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od
od until i=n
return F

Bemerkung 1.4.19 (E') = (E), da (E') mit Elementaroperationen reduce(e;, e;)
gewonnen wird, und Bemerkung 1.4.17 gilt.

Algorithmus 1.4.4 igh(F)

Sei E = (er)1<k<n ein autoreduziertes System von lpdgl in den Funktionen
ul,...,u™ und P die Menge der Paare (e;,e;) fiir die igby(e;,e;) definiert ist.
Dann bestimmt igb(E) eine Teilmenge P’ C P, so daf fir alle (e;,e;) € P
eine Darstellungskette e; = ey, ,€p,, ..., ex, = e; mit (ex,,ex,,.,) € P, 0<v <r,
existiert.
igb(E)
igb(E) :=
proc
res := ||
foreach u € [u!,...,u"]do

L := Liste der (Jg, k) mit Leitmonom von e, gleich uy,
pairlis := grobnersyz(L)

F := Liste der (e;,e;) mit (¢, ) € pairlis

res := [op(res), op(F)]

od
return res
grobnersyz(L) :=
proc
L1 :=sort(L, (x,y) — lexless(x[1],y[1]))
B:={}
C:={}

N := length(L1)
fori:=2to N do
indi := L1[i][2]
forj:=1toi—1do
indj := L1[j][2]
B := B U {{indi,indj}}
conntab[{indi, indj}] := [{indi, ind]}]
partoftab[{indi, indj}] := {{indi,indj}}
od
od
C:=8B
for j:=2 to N do
dmj := L1[j|[1]
indj := L1[j][2]
fori:=j—1tolby —1do
dmi := L1i][1]
indi := L1[i][2]
for k =1toNdo
if (k=1) V (k=]j) then next fi
dmk = L1[K][1]
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indk := L1[K][2]
dmij := dmi V dmj
if (divis(dmk, dmij)) A
({indi,indj} ¢ conntab[{indi,indk}]) A
({indi,indj} ¢ conntab[{indk, indj}])
then
C:=C\ {{indi,indj}}
ctij := [op(conntab[{indi, indk}]), op(conntab[{indk, indj}])]
conntab[{indi, indj}] := ctij
foreach pp € ctijdo
partoftab[pp] := partoftab[pp] U {{indi,indj}}
od
for bb € partoftab[{indi, indj}] do
conntab[bb] := subs({indi, indj} = op(ctij), conntabbb])
for pp € ctij do
partoftab[pp] := partoftab[pp] U {bb}
od
od
partoftab[{indi, indj}] := {}
fi
od
od
od
return C

Daf} der Algorithmus igh(E) korrekt ist und terminiert, ist unmittelbar verstind-
lich, wenn man folgende Schleifeninvarianten beachtet:

1. Die Liste conntab((4, j)] besteht aus Paaren (iq, jo), so dafl die (e;,,e;, ) die
samtlichen Mitglieder einer Darstellungskette fir (e;, e;) bilden.

2. Die Liste partoftab|(i, 7)] dient lediglich der Beschleunigung des Algorithmus.
Sie besteht aus den (iq,jo), fiir die (e;,e;) Teil einer Darstellungskette von
(€i, €5, ) ist. Es handelt sich also um das zu conntab inverse Verzeichnis.

Der obige Algorithmus ist selbstverstindlich nicht der einzig mogliche um eine
Auswahl unter der Gesamtheit der igb(e;, e;) zu treffen, so dafl diese Auswahl alle
iibrigen Integrabilitdtsbedingungen in Form von Darstellungsketten erzeugt.

Versuche zeigen aber, daf} er sowohl in Bezug auf die Laufzeit als auch in Bezug
auf die Eliminierung redundanter Integrabilitdtsbedingungen mit dem Verfahren
von Janet ([7]) nicht nur sehr gut konkurrieren kann, sondern sogar in der Regel
leicht iiberlegen ist.

Algorithmus 1.4.5 janetBase(FE)
E ist ein System von lpdgl, janetBase(E) berechnet ein System E' von Ipdgl, das
(nach eventueller Normierung) eine Janet-Basis von E darstellt.

do
E := autored(E)
I = igh(E)
1= {igby(es,e)|(1,1) € Ieire; € B}
I := {reduce(f,E)|f € I}
if I = {0}
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then
return E
else
E=FUlI
fi
od until false

Der Algorithmus janetBase(FE) terminiert wegen Lemma 1.4.17. Das Ergebnis ist
offensichtlich autoreduziert mit (E’') = (E) und fiir alle Integrabilitéitsbedingungen
ighy(e1,e2), e1,e2 € E’, gibt es eine Darstellungskette, deren Elemente igh, (f;, fit1)
auf zweite Art von E’ zu 0 reduziert werden. Damit ist E’ nach Satz 1.4.3 passiv
und somit nach Normierung auf 1 der Leitkoeflizienten eine Janetbasis.

1.5 Losungen von Systemen von lpdgl

1.5.1 Allgemeines

Sei E ein System von Ipdgl in den Funktionen ui(x!,...,2™) (i = 1,...,m) iiber

einem Definitionsring R. Sei S/R eine R-Funktionenalgebra, die % gestattet.

Definition 1.5.1 Ein System ug,...u5' € S ist eine Lésung von E, wenn fiir jedes
e€E,e=Y aput —b=0 gilt:

> ars - Dyuf =1b (1.89)

Die Losungen von E in der Algebra S bilden einen Sp—affinen Untermodul von
S™. den wir mit Solng(E) bezeichnen. Sy sei dabei der Konstantenring von S. Die
Losungen von E und (F) sind identisch.
Sei E eine Janetbasis von Ipdgl in den u! beziiglich einer Termordnung <.
Dann lassen sich die Monome uf“, durch ihr Reduktionsverhalten gegeniiber F
in zwei Klassen einteilen

Definition 1.5.2 Fin Monom ul}, das von E reduziert wird, nennen wir prinzipales
Monom, ein Monom, das von E nicht reduziert wird, parametrisches Monom fiir
E.

Die prinzipalen Monome bilden also das friiher eingefiihrte Monomideal M(gy. Wir
wollen nun als Vorbereitung fiir spéteres zeigen, dafl jedes Ideal von Ipdgl endlich
erzeugt ist.

Lemma 1.5.1 Seien (E) C (F) zwei Ideale von Ipdgl mit M gy = M(py. Dann ist
(B) = (F).

Beweis. Es sei f € (F) ¢ (E). Dann 148t sich f mit (E) zu einem [’ # 0 aus (F)

reduzieren, das reduziert beziiglich (F) ist. Das Leitmonom von f’ ist aber auch

Leitmonom eines Elements von (E), was der Reduziertheit widerspricht. |
Aus Satz 1.4.6 folgt

Lemma 1.5.2 Es sei (E) ein Ideal von Ipdgl in den Funktionen u', < eine Ter-
mordnung. Dann gibt es endlich viele u.’i, so daf die prinzipalen Monome Mg
eine Vereinigung von DKuf}"; sind. Wir nennen die ufj’a auch eine Basis oder ein
Erzeugendensystem von M g).

Also gilt

Satz 1.5.1 Sei (E) ein Ideal von Ipdgl in den Funktionen u'. Dann existieren end-
lich wviele lpdgl e, so daf8 (E) = (€q)a-

Beweis. Man wéhle uf]a wie im vorigen Lemma als Basis von Mgy und e, € (E)
mit lmon(e,) = uff; Dann erzeugen die e, wegen Lemma 1.5.1 das Ideal (E). [ ]
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1.5.2 Der Existenzsatz von Riquier

Im folgenden soll J (und entsprechend K, L, I) fiiv J = (j1,...,Jn) mit j1,...,5n >
0 stehen, j oder |J| bedeute dann j; 4+ --- 4 j,. A sei eine n x -Matrix, so daf§
J-A=(d,...,dy) wird, wobei d;,...,d; > 0, falls A, wie im folgenden immer
angenommen, nur nichtnegative Eintrage hat. J! stehe fiir ji!--- j,lund J + K fiir
(j1+ k1, dn + kn). J > K bedeute j, > k, und analog sei J > K erklirt.

Mit einer Variable s sei (s1,...,sq) fiir ein bestimmtes ¢ > 0 gemeint und es sei
57 = 5q91 .., dn.

ul, ..., u™ seien Funktionen der komplexen Variablen ', ..., 2" und fiir eine be-

liebige Funktion a(x!,... 2") sei ay(x!, ..., 2") wie iiblich als ’ 1
definiert. a(0) stehe fiir a(0,...,0).

Eine xg € C™ analytische (bzw. formal-entwickelbare) lpdgl e sei eine Ipdgl iiber

dem Koeffizientenring C[[z'—2{, ..., 2" —x§]] (bzw. C[[z' — 2, ..., 2" — 28]lto1ma1)-

Eine in xo € C™ analytische (bzw. formal-entwickelbare) Losung einer in xg
analytischen (bzw. formal-entwickelbaren) Ipdgl in den differentiellen Unbestimm-
ten u',...,u™ sei ein System von @',...,u™ € S wie in Definition 1.5.1, wobei
S =Cllzt —z},...,2" —a]] (bzw. S = C[[z* — 2§, ..., 2" — 2]]forma1) ist.

Eine auf U C C™ analytische lpdgl e sei eine 1pdgl iiber dem Ring O(U) der auf
U holomorphen Funktionen und entsprechend eine analytische Losung von e eine

Losung geméss Definition 1.5.1 und S = O(U).

Theorem 1.5.1 Es sei E eine Janet—Basis von in einem Punkt xq € C" ana-

lytischen, homogenen Ipdgl in den Funktionen u'(x), i = 1,...,m beziiglich einer
totdeg—Matrixtermordnung.
Weiter seien w'(x), i = 1,...,m vorgegebene in xo analytische Funktionen.

Dann existiert fiir E um Xqo eine lokale, eindeutige, analytische Lisung u'(x)
mit D i’ (xg) = Djw'(xo) fiir jedes parametrische Monom D ju®.

Bevor wir das Theorem beweisen, formulieren wir zunichst einen Hilfssatz und
einige Lemmata

Satz 1.5.2 Es sei E eine Janet-Basis von in einem Punkt xo € C™ formal-
entwickelbaren, homogenen ldpgl in den Funktionen u'(x), i = 1,...,m beziiglich
einer beliebigen Termordnung. Fiir jedes parametrische Monom D ju' sei der Wert
w = Dyu'(xg) € C im vorhinein festgelegt. Dann existiert fir E eine eindeutige,
um xqo formal-entwickelbare Losung u* mit D ju'(xq) = w'.

Beweis. Wir setzen ohne Einschriankung der Allgemeinheit xo = 0 und machen

den Ansatz
Zajzzz z=(2',...,2") (1.90)

Wir ermitteln nun fiir alle prinzipalen % die Normalform beziiglich Reduktion mit
b
N1 uJ chKUuK (191)

(beachte Bemerkung 1.4.16) wobei die endliche Summe rechts sich nur iiber pa-
rametrische Ableitungen beziiglich E erstreckt. Da Ny (u’, — Ny (u’)) = Nq(uf) —
Ny (u%) = 0 gilt, ist u; — Ni(u%) € (E). Also erfiillt jede Lésung @' von E auch
1%(0) =" crris (0)uk(0), so daB die prinzipalen Monome durch die parametrischen
Monome eindeutig bestimmt sind.

Fur alle parametrischen Monome u%- wihle man nun a¥. so, daf wk = u% (0) =
K!ak % wird. Die prinzipalen Ableitungen u J(O) sind dann nach oblger Uberlegung
durch u%(0) = Y crxis(0) wh eindeutig festgelegt, und somit kann al; = u%(0)/J!
gesetzt werden. Es ist dann @%(0) = Ny (u%)(0) fiir jedes Monom @5.

9
ST ay U
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Es bleibt zu zeigen, daf8 die so definierten u® wirklich eine Losung von E dar-
stellen. Dies gilt jedenfalls, wenn (D;(e(@)))(0) = 0 fiir jedes J und jedes e € E
ist. Dann ist auch e(@’) = 0 weil e(i’) eine formale Potenzreihe ist.

Es sei also Dje = 3 bigub € (E) und deshalb 0 = Ny(Dje) = Y b N1 (uly).
Umsomehr ist 0 = Y b;x (0) N1 (u)(0) = Y bix (0)u(0) = (Dye)(u@)(0). Das aber
war noch zu zeigen. [ ]

Aus Satz 1.5.2 folgt die Existenz einer formal-entwickelbaren, eindeutigen Losung
in Theorem 1.5.1. Da jede analytische Losung auch formal-entwickelbar ist, bleibt
also nur zu zeigen, dafl die in Satz 1.5.2 beschriebene formale Losung unter den
Voraussetzungen des Theorems analytisch ist. Wir tun dies, indem wir zeigen, daf
die Koeffizienten @, nicht ,zu schnell“ wachsen.

Lemma 1.5.3 Es ist fir ji,...,0n >0 und j =751+ + jn

j .
. ) <’ 1.92
(Jlu"w]'ﬂ) ( )

Beweis. Der Ausdruck (j1 7 jn) gibt an, auf wie viele Arten j unterscheidbare

Elemente so auf n Tépfe zu verteilen sind, dafl der v—te Topf j,—Elemente erhélt,
withrend n/ die Gesamtzahl der Moglichkeiten angibt, j unterscheidbare Elemente
auf n Topfe zu verteilen. [ ]

Lemma 1.5.4 FEs sei J = (j1,...,7n), K = (k1,...,kn) und 0 < k, < j,. Dann

G2 = (199

Beweis. Der linke Ausdruck ist die Zahl der Moglickeiten aus einer Menge von
j =71+ -+ jn unterscheidbaren Elementen, von denen j, mit einem Merkmal M,
behaftet sind, k = k; + - - - + k,, Elemente so auszusuchen, daf die Auswahl genau
k, Elemente mit dem Merkmal M, enthilt. Der rechte Ausdruck gibt die Anzahl
der Moglichkeiten an, beliebige k£ aus den j Elementen auszusuchen. |

Lemma 1.5.5 Es sei < eine Matriztermordnung fir die Monome u', die durch
ul < ub & JA+ Bi <ien LA+ By, (1.94)
gegeben ist. Dann lGfst sich
Z(uh) = Z(JA+ B;) = t/A+B) (1.95)
mit ty,...,t; > 1 so definieren, daf$ fiir eine endliche Menge M wvon u’J gilt
uy e M <uf € M= Z(LA+ By) > M Z(JA + B;) (1.96)
fiir ein bestimmtes, vorher festgelegtes M > 0. Ausserdem gilt
20, ) = 42 () > Z(uty) (1.97)

Beweis. Es sei d, < 3, 8 > 1 und ganz, fiir alle (d1,...,d;) = JA+B; und u;, € M.

Dann ist -
> d,p =N "d, T > (1.98)

wenn LA + By, = (dy,...,d}) >1ex (d1,...,d;) = JA+ B; und ug,u’z € M (Zahlen
zur Basis 3 !). Man setze also t, = A7 mit 8 > M, und

2(JA+B) =[] (tﬁ’“’”)d" — XA (1.99)

erfiillt die an Z(JA + B;) gerichteten Forderungen. [ |



KAPITEL 1. EINFUHRUNG UND GRUNDBEGRIFFE 32

Lemma 1.5.6 Essciu=>_ ay (z})7 - (2")/", ay € C eine formale Potenzreihe
um 0. Dann ist u eine um 0 analytische Funktion genau dann, wenn fir D ju(0) =
Jlay gilt

lus(0) < CJls’ (1.100)
oder

us(0)] < Cjls’ (1.101)
d
oaer ’ 1 s

fiir geeignete s1,...,8, >0, C' > 0.

Beweis Bedingung (1.100) ist wohlbekannt, (1.101) ist mit ihr wegen 1 < j!/.J!

(j1 7 p ) < nJ #quivalent. Bedingung (1.102) ist mit Bedingung (1.101) wegen 1

(a+7)P < K& (fiir geeignete K > 0, ¢ > 0) dquivalent

H A

Lemma 1.5.7 Es seien a,u zwei Funktionen von x',..., 2", a analytisch um 0 und

mit |a;(0)| < Cy! (j+12),, s fiir s1,...,8, > 0 geeignet und p > 0 so grof, dafs

>~ L <1 (1.103)

p
20 z0 U T2)

wird.
Fiir u gelte |ur,(0)| < DI!'st Z(LA+ B) fiir alle ur,(0) mit L < K + I, wobei Z
eine Funktion ist, wie sie in Lemma 1.5.5 definiert wurde.

Dann ist
|Dr (aur)(0)| < CD (k+14)! s+ Z((K + I)A + B) (1.104)
Beweis. Es ist K
Dg(aur) = > (L)DL(a)DKLuj (1.105)
L<K
also
K
DO < 3 (7 ) s ) lux-s1]
L<K
k 1
< Z ( >Cl!p st D (k—1+i) 5 Z(K -~ L+1)A+ B)
AL (1+2)
k 1
< l—— — 1 4i)! sKH
<y <l>cz g D (k—1+1i)! s Z((K +1)A+ B)
L<K
da K+1=(K—-L+1)+Lund (1.97) gilt
. K\ (k+i 1
— K41 |
CDs"*' Z(K+1)A+ B) (k+i)! > (l>/< z ) 127
L<K
<ODs M Z((K+I)A+ B) (k+1i)!  wegen (1.103)
was zu zeigen war. |

Lemma 1.5.8 Es sei E eine Janet-Basis von in einem Punkt xg € C™ analyti-
schen, homogenen Ipdgl in den Funktionen u'(x),i=1,...,m.

Weiter seien w'(x), i = 1,...,m vorgegebene in Xo analytische Funktionen und
€1,...,es € (E) Elemente des von E erzeugten Ideals, die beziiglich einer totdeg—
Matriztermordnung < geordnet den Leitkoeffizienten 1 haben, also mormiert sind.
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Fiir diese e, gelte, daf fiir alle bis auf endlich viele prinzipalen Monome u; ein e,
existiert, so daf} das Leitmonom von Dy (e,) gleich u’, wird.

Dann ezistiert fir E um xq eine lokale, eindeutige, analytische Losung u'(x)
mit Dyt (xo) = Dyw'(xo) fiir jedes parametrische Monom D ju’.

Beweis. Die totdeg—Matrixtermordnung < sei definiert durch
u'y < ub & Bi+ JA <jex By + LA (1.106)
Nach Satz 1.5.2 existiert eine eindeutige formale Losung
u' =Y cha’ (1.107)

mit 4% (0) = wi(0) fiir die parametrischen Monom % . Es sei nun (aq(z)), die
Gesamtheit der in den e, auftretenden analytischen Koeffizienten. Dann wéhlen
wir s = (s,...,s), C >0,s>0,D >0 so, daf

[(Djaa)(0)] < Cj!

s/ =Cj! sl (1.108)

1

(2+7)P (245)P

und ' 4
|(Dyw')(0)| < Djls” = Djls’ (1.109)

und fiir die prinzipalen Monome u’, die nicht als Leitmonome von De, dargestellt
werden kénnen _ '
a5 (0)| < Djls’ Z(B; + JA) (1.110)

gilt, wobei p die in Lemma 1.5.7 genannte Bedingung erfiillt.

Die Funktion Z(JA + B;) sei nun geméfl Lemma 1.5.5 gebildet, wobei M die
endliche Menge der in den e, € E enthaltenen Monome sei und M > Cm,, fir
v=1,...,s, wo m, fiir die Anzahl der in e, enthaltenen Monome stehe.

Wir zeigen nun durch Induktion, da§

|@(0)] < D j's? Z(B; + JA) (1.111)

fiir alle u(0) gilt.

Es sei also (1.111) fiir u% noch zu zeigen, und fiir alle u¥ < u% schon nach-
gewiesen. Wenn v’ eine parametrische Ableitung ist, so folgt (1.111) aus (1.109)
und Z(B; + JA) > 1. Es sei also u’J eine prinzipale Ableitung. Dann existiert ein
e, € E,sodafl u’] das Leitmonom von Dge, fiir ein geeignetes K ist oder u’] gehort
zu den moglicherweise vorhandenen endlich vielen Ausnahmemonomen, fiir die aber
(1.111) schon vorausgesetzt wurde. Wir kiirzen ab, e = e, und schreiben e aus als

e:uiL—&—Zanpu}% (1.112)
Dann ist Dge gleich
Dge = Dg(uy) + Y Di(anpup) =uy + Y Di(anpup) (1.113)
und somit
@(0) = = Y (Dic(anpip)) (0) (1.114)
also
a5 (0)] < | (Dk(anpup)) (0)] (1.115)

Nach Lemma 1.5.7 gilt

|Di(anpu'p)(0)] < CD (k+p)! s*? Z((K + P)A+ B,) (1.116)
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Als Voraussetzung fiir die Anwendung von Lemma 1.5.7 ist dabei lediglich das
Vorliegen von
ay(0) < Dmls™ Z(B, + MA) (1.117)

fir M < K + P einer niheren Betrachtung wert. Im Fall M = K + P ist uf, p <
Uy, = ufy (weil w}p < uf in e) und fir M < K + P ist m < k + p, also weil
die Termordnung totdeg ist u};, < u, p < u}. Nach Induktionsannahme ist also
(1.117) fiir die notigen n und M erfiillt.

Da < eine totdeg-Termordnung ist, gilt k + p < k + 1 = j. Weiterhin ist nach
den iiber Z getroffenen Annahmen Z(u%) < Z(u%)/M fiir die us, u% aus (1.112).
Also ist wegen Z(ulp, ;) = 94 Z(u) und Z(ul , ;) = 94 Z(ul) auch Z(up, ) <
Z(u ) /M = Z(uY)/M. Wir kénnen also (1.116) durch

|Dg (anpup)(0)| < CD 5! 87 Z(JA+ B;)/M (1.118)

ersetzen. Beachten wir jetzt, daB M > Cm, wobei m = m, — 1 die Anzahl der
Summanden in (1.115) bezeichnet, so ist (1.111) induktiv bewiesen.

Nun ist Z(JA + B) < tllJAJrBl und somit wegen |JA + B;| < «a(j + 1) auch
Z(JA+ B) < 77 mit einem geeigneten T > 0 gezeigt. Damit ist aber nach Lemma
1.5.6 4'(x) als analytisch um 0 nachgewiesen. |

Das Theorem von Riquier 1.5.1 wird dann zu einem einfachen Korollar von
Lemma 1.5.8, indem man als e,, v = 1,..., s die Gleichungen von F selbst nimmt.
|

Beispiel 1.5.1 Im Theorem von Riquier (Theorem 1.5.1) hatten wir als Bedingung
aufgenommen, dafl die Termordnung, beziiglich derer das vorgelegte System von Ipdgl
eine Janet-Basis darstellt, eine totdeg—Termordnung ist. Diese Bedingung ist auch
notwendig, wovon man sich mit folgendem Beispiel iiberzeugt:
Es sei u(x,y) eine von den Unbestimmten x, y abhdngige Verinderliche und u
gentige der lpdgl
Uy — Ugg =0 (1.119)

die um den Punkt (x,y) = (0,0) analytisch ist. Die Termordnung sei so gewdihlt,
dafs wy > ugs ist, also die parametrischen Monome durch Uy, yo0, 7 = 1,2,...
gegeben sind. Dabei soll g ;; . ; fiir 9% 0] u stehen.

Offensichtlich bildet die Gleichung (1.119) auch eine Janet-Basis zu dieser Ter-
mordnung und somit sind alle Voraussetzungen von Theorem 1.5.1 erfullt, bis auf
die totdeg—Natur der Termordnung.

Wir wéihlen nun als Funktion w(x,y), die die parametrischen Monome bestimmdt

w(r,y) =1/(1 —az) =1+ar +a’z* + - +a"2" +--- (1.120)
und fordern fir die parametrischen Monome
Uz n: 4,0(0,0) = 97 w(0,0) = nla” (1.121)
Induktiv zeigt man, daff dann
U s 3,i(0,0) = a" " (n 4 2i)! (1.122)

1st.
Fiir i = 0 folgt dies aus der vorigen Gleichung und aus (1.119) folgt induktiv

Uy n; y,(i-‘rl)(oa 0) = ua:,(n+2); y,i(oa O) = (1123)
a2 (n 42 4 2i)! = @"T20FD (n 4235 4 1))! (1.124)
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und speziell Uy n; y.n(0,0) = a®" (3n)!.
Andererseits muss, damit u um (0,0) analytisch ist uy n; 4.1 (0,0) < n!n! R*™ fir
geetgnetes R > 0 sein, also

a’" (3n)! < nln! R also (1.125)

(22) <2:) n! < (R%/a3)" (1.126)

was fir alle n offensichtlich unmdglich ist, dan! schneller wichst als C™ und (Z) >1
15t.

Eine andere Version des Existenzsatzes von Riquier kann fiir den Fall formuliert
werden, daf} es nur endlich viele parametrische Monome gibt. Hier kénnen wir die
Einschrinkung aus Theorem 1.5.1 fortfallen lassen, dafl die Termordnung, beziiglich
derer E eine Janet—Basis ist, eine totdeg—Matrixtermordnung ist.

Satz 1.5.3 FEs sei E eine Janet—Basis von in einem Punkt xo € C™ analytischen
homogenen Ipdgl in den Funktionen u'(z',...,2"), i =1,...,m und es sei P(E) =
{uilgy},,:l ,,,,, ~ die endliche Menge der parametrischen Monome von E. Weiter sei
w, € C (v=1,...,N)vorgegeben. Dann existiert eine eindeutige, in Xo analytische
Lésung @' (z) von E mit Higy (x0) =w, firv=1,...,N.

Beweis. Man wiihlt ein p so dafl p > k fiir alle u%, € P(E). Dann bildet man die
Elemente u’, — Ny(u%) = €% € (E) fiir alle J mit j = p. Sie sind beziiglich einer
beliebigen totdeg—Termordnung < auf 1 normiert und analytisch und erfiillen aus-
serdem die Voraussetzung, daf} jedes prinzipale Monom u’ mit [ > p als Leitmonom
eines Dy (e%) fiir M, i, J geeignet auftritt. Fiir diese €% als System von Elementen

ey, v =1,...,s und eine beliebige totdeg—Termordnung < sind die Voraussetzungen
von Lemma 1.5.8 in Bezug auf E erfiillt, und somit ist die Analytizitit der Losung
gesichert. |

Bemerkung 1.5.1 In den obigen drei Sdtzen tber die Lisungen von Janetbasen
von Ipdgl haben wir immer nur von Fxistenz und Findeutigkeit einer bestimmten
Liosung gesprochen. Tatsdchlich bilden die Lisungen aber C—Vektorriume die im
einzelnen folgenden C—Vektorrraumen isomorph sind:

e Im Fall formal-analytischer lpdgl (Satz 1.5.2) ist der Lisungsraum isomorph
CP, wobei P die Menge der parametrischen Monome der Janetbasis sein soll.

e Im Fall analytischer lpdgl (Theorem von Riquier) ist der Lésungsraum iso-
morph zum Raum der in Xo analytischen Potenzreihen w'(x), i = 1,...,m
mit D jw'(xo) = 0 fiir alle prinzipalen u’.

o Im Fall endlich vieler parametrischer Monome (Satz 1.5.3) ist der Lisungs-
raum isomorph C¥, wobei P die Menge der parametrischen Monome der Ja-
netbasis sein soll.

1.5.3 Anwendungen des Existenzsatzes von Riquier

Wir wollen im Folgenden den Existenzsatz von Riquier auf inhomogene Systeme
von lpdgl verallgemeinern.

Definition 1.5.3 FEs sei e = Zauuf] — b eine nicht notwendig homogene lpldgl,

ui(xt, ... 2™), i =1,...,m ein System von abhingigen Verdnderlichen, und w(x?!,. ..

eine weitere von x',... x™ abhingige Verdnderliche. Dann ist é = Y a;ju’y — bw

die Homogenisierung von e mit w.
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Lemma 1.5.9 Es sei e L> e1 bzw. e ’"QLZ e1 eine Reduktion von nicht notwen-
dig homogenen Ipdgl. Weiter seien €, €1, f Homogenisierungen von e, ey, f mit
derselben Funktion w. Dann ist

e—ért > cwy (1.127)
|J|>0

é 7-2i> él + Z cjwy (1128)
|J|>0

Beweis. Es sei e = aDgu+1 — B, f = Bu— s — B¢, wobei u das Leitmonom von
f ist, B¢ der konstante Term von f und s frei von v und 1 ist. 3. ist der konstante
Term von e und 7 frei von Dgu, dem Term von e, der von f reduziert werden
soll. Wir betrachten der Kiirze halber nur die Reduktion erster Art, der Beweis von
Gleichung (1.128) ist nicht komplizierter. Zunichst ist

e1 =e—aDg(f/B) also (1.129)
e1 =r+aDk(s/B) — Be + D (B /B) also (1.130)
€1 =r+aDg(s/B) — (Be — Dk (By/B)) w (1.131)

weiter gilt
é=aDgu+r— few (1.132)
f=pBu—s-psw (1.133)
(1.134)

und deshalb fiir € mit é L> e

e=r—Bew+aDk(s/B) + Dk(Bs/Bw) (1.135)

also weiter
G —e= > cyuy (1.136)

|J]>0

|

Lemma 1.5.10 Es seien e; und es zwei nicht notwendig homogene Ipdgl (in den
abhingigen Verdnderlichen u'(x!,... a™)) fir die igh,(e1,e2) bzw. ighy(e1,ez) de-
finiert ist. Dann ist

igb; (€1, €2) = igb;(e1,ea) + Z cIw; (1.137)
[J|>0

wobei €; die Homogenisierung von e; mit einer Funktion w darstellt.

Beweis. Es sei e; = a;u; + v; — 5;, wobei u; das Leitmonom von e;, §; der kon-
stante Term und v; frei von wu,; sei. Weiter sei Dg,u1 = Dg,us. Wir betrachten der
Kiirze halber nur den Fall igbl(el, 62) = I)K1 (vl/al —61/041) —DK2 (UQ/O(Q —62/@2).
Der konstante Term ist also gleich Dy, (—81/a1) + Dk, (82/az), homogenisiert al-
so gleich (Dg, (—f1/a1) + D, (B2a2)) w. Weiter ist igh,(€1,€2) = Dk, (v1/01) —
Dk, (B1/onw) — Dk, (va/as) + Dk, (B2/cew). Vergleicht man die Terme, die w ent-
halten, folgt das Ergebnis. |

Die folgenden beiden Lemmata zeigen wie eine Matrixtermordnung in den oben
beschriebenen Féllen der Hinzunahme einer neuen differentiellen Unbestimmten w
so erweitert werden kann, daf alle w’, < uf}, werden (Lemma 1.5.12) oder im Falle
einer urspriinglichen totdeg-Matrixtermordnung die neue Termordnung ebenfalls
eine totdeg-Matrixtermordnung ist, fiir die dann w, < u’ ist, wenn |J| < | K| gilt.
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Lemma 1.5.11 Es seiu’(z!,...,2"),i=1,...,m ein System von abhingigen und

unabhdngigen Verdnderlichen, und < eine totdeg—Matriztermordnung auf den Mo-
nomen uiJ, die durch die Matriz A und die Vektoren B;, i = 1,...,m charakterisiert
ist (also u, < uk fiir JA+ B; <jex LA+ By). Weiter sei w(x!,...,2") eine weitere
abhingige Verinderliche. Dann lisst sich < zu einer Termordnung <y fiir die u’
und wy erweitern, so dafl gilt

o <, ist eine totdeg—Matriztermordnung.
e wy <1 u’K firallei=1,...,m und |J| <|K]|.
e Eingeschrinkt auf die u'; ist <1 mit < identisch.

Beweis. Es sei A = (ai,...,a;), B; = (b%,...,b}). Ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit kann man annehmen, da a; = (1,...,1)" und b} = 0 fiir alle 4 ist.
Wire dem némlich nicht so, so konnte man ein solches a; der Matrix A und sol-
che bi den B; voranstellen, ohne die Ordnung < zu beeinflussen. Setze nun A =
(a1,ay,as,...,a;), wobeia, = (0,...,0)" sein soll. Setze weiter B; = (0,1,b%,...,b}) €
Z" und By, = (0,0,b,...,b°) € ZM*! fiir ein beliebiges 1 < iy < m. Die Term-
ordnung <; wird dann durch A, B; und B,, definiert, indem uf, der Vektor JA+ B;
und wy der Vektor JA + B,, zugeordnet wird. [ |

Lemma 1.5.12 Es seiu’(z',...,2"),i=1,...,m ein System von abhdngigen und
unabhdingigen Verdnderlichen, und < eine Matriztermordnung auf den Monomen
uY, die durch die Matriz A und die Vektoren By, i = 1,...,m charakterisiert ist
(also vy < uk fiir JA + B; <jep LA + By). Weiter sei w(x!,...,z") eine weitere
abhingige Verinderliche. Dann lisst sich < zu einer Termordnung <y fir die u’
und wy erweitern, so daf gilt

o < ist eine Matriztermordnung.
o wy <y ub firalei=1,...,m.
e Fingeschrankt auf die ulJ ist <1 mit < identisch.

Beweis. Essei A = (ai,...,a;), B; = (b,...,b}). Setzenun A = (a,,as, as,...,a),
wobei a,, = (0,...,0)! sein soll. Setze weiter B; = (1,b%,b%,...,b%) € Z'*1 und B,
= (O,bzf’,b;‘)7 e ,blio) € 7M1 fiir ein beliebiges 1 < ig < m. Die Termordnung <;
wird dann durch A, B; und B,, definiert, indem u’; der Vektor JA + B; und w; der
Vektor JA + B,, zugeordnet wird. |

Satz 1.5.4 Es sei E eine Janet—Basis von nicht notwendig homogenen lpdgl in den
abhingigen Verdnderlichen u'(z',... ") und zur Termordnung <. E sei {é|e €
E} wobei é die Homogenisierung von e gemdss Definition 1.5.3 mit einer abhdingigen
Verdinderlichen w(x!,... 2™) sei. <1 sei die Erweiterung von < gemdss Lemma
1.5.11 oder Lemma 1.5.12. E; sei die Erweiterung von E um die Gleichungen ¢* =
wgi. Dann ist E\ eine Janet-Basis in der Termordnung <1 in den abhdngigen
Verdinderlichen u'(z*, ..., ") und w(z?, ..., z").

Beweis. Offensichtlich ist das System Ey autoreduziert, es bleibt also nur zu zeigen,
dass es auch passiv ist. Die igh; (¢°, g7) verschwinden trivial, und das gleiche gilt auch
fiir alle igb; (¢, ¢%) mit e € E, denn solche kann es nur fiir e = —3 mit konstantem
Term S geben. Es bleiben also nur die igh, (€1, €2) mit ey, es € E. Fiir diese gelte

ighy (e1,e2) = do 25 q1 25 go — -+~ 2g, = 0 (1.138)
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Dann ist zunéchst nach Lemma 1.5.10

. . L Gy . ,—7 .
igh, (€1, €2) = igb, (e1,ea) + Z cjwy — igh;(e1,e2) = go (1.139)
|J|>0

wobei G fiir die Gesamtheit der g° stehe. Weiter folgt aus q;_; N ¢; und Lemma
1.5.9 daf§

61 15 G+ Y ews G (1.140)

[J]>0
Nimmt man (1.139) und £1.140) fiirallei = 1,...,r zusammen, folgt igh, (€1, €2) iy
also die Passivitat von Ej. |

Bemerkung 1.5.2 Die parametrischen Monome uiJ von E. stimmen mit denen
von E iiberein, fir die Funktion w(z,...,x") ist die Menge der zugehérigen pa-
rametrischen Monome mit w selbst identisch, falls E keine lpdgl enthdlt, die nur
aus dem konstanten Term besteht. Enthdlt E aber ein e € E, das nur aus dem
konstanten Term besteht, so existieren nur prinzipale Monome fiir w.

Satz 1.5.5 Fs sei E eine Janet-Basis von in einem Punkt xg € C™ analytischen
Ipdgl in den Funktionen u®(x,... 2", i =1,...,m beziiglich einer totdeg—Matriz-
termordnung <. Die e € E brauchen nicht homogen zu sein, es seien aber keine
E > e = —b enthalten, die nur aus dem konstanten Glied bestehen. Dann existiert
fiir jedes System von in Xo analytischen w*(x!,... 2"), i =1,...,m eine eindeutige
Lésung u'(z) von E, analytisch in xo und mit Djw'(xe) = Dju'(xo) fiir alle
parametrischen Monome u’;.

Beweis. Man bilde die mit einer Funktion w(z?!,...,2™) homogenisierte Janet—
Basis F; wie in Satz 1.5.4. Sie erfiillt die Voraussetzungen des Theorems von Riquier
1.5.1, wobei ihre parametrischen Monome in den u* mit denen von E iibereinstim-
men und das Monom w fiir die Funktion w(x!, ..., 2™) parametrisch ist (Bemerkung
1.5.2).

Da Ej fiir w(z) = 1in E iibergeht, gibt es eine 1-1-Korrespondenz zwischen den
Lasungen @’ (), w(z) von Ej, analytisch um xo und mit Djw'(xe) = Dt (xo)
sowie w(xg) = 1 und den Loésungen 4‘(z) von E, analytisch um xo und mit
Djwi(xg) = Djii'(xg), unter der @ (z) = u'(z) ist.

Da E; um xq die Voraussetungen des Theorems von Riquier erfiillt liefert die
obige 1-1-Korrespondenz die behauptete eindeutige Losung von F um Xg. |

Satz 1.5.6 Es sei E eine Janet-Basis von in einem Punkt xo9 € C™ analytischen
Ipdgl in den Funktionen u®(z',...,2™), i = 1,...,m. Die e € E brauchen nicht
homogen zu sein, es seien aber keine E > e = —b enthalten, die nur aus dem
konstanten Glied bestehen.

Weiter sei P(E) = {u@;u =1, n die endliche Menge der parametrischen Mo-
nome von E und es seiw, € C (v=1,...,N) vorgegeben. Dann existiert eine ein-
deutige, in xo analytische Losung u'(z) von E mit ﬂku (x0) =w, firv=1,...,N.

Beweis. Wie Satz 1.5.5 nur unter Verwendung von Satz 1.5.3 anstelle des Theorems
von Riquier. |

Bemerkung 1.5.3 Die Lésungen einer nicht notwendig homogenen Janetbasis in
einer gegebenen Algebra iber ihrem Koeffizientenkorper bilden affine Teilrdume die-
ser Algebra.

In dem Satz 1.5.5 ist dies die Algebra C[[z' — 2}, ... 2™ — zP]] mit einem affi-
nen Losungraum, der isomorph zum Vektorraum der Potenzreihen (w'(z))i=1, .. m.,
analytisch in xo, mit D jw'(xo) = 0 fiir alle prinzipalen u’.
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In Satz 1.5.6 ist dies ebenfalls die Algebra Cl[z! — xf, ..., 2" — aF]] mit einem
affinen Losungsraum der isomorph zum Raum CN der Abbildungen von den para-
metrischen Monomen nach C ist.

Wir wollen nun noch den Satz von Riquier fiir einen wichtigen Typ von Koef-
fizientenkérpern formulieren, nimlich die Koeffizientenkorper I(U) aus Abschnitt
1.3.1. Fiir diese gilt

Satz 1.5.7 FEs sei E eine Janet—Basis von lpdgl iber dem Koeffizientenkéirper K(U)
(U C C") in den Funktionen u'(z',...,a"), i = 1,...,m beziiglich einer totdeg—
Matriztermordnung. Die e € E brauchen nicht homogen zu sein, es seien aber keine
E 5 e = —b enthalten, die nur aus dem konstanten Glied bestehen.

Dann ezistiert eine in U vernachldssigbare Teilmenge A, so dafS man fir alle
xg € U — A und w'(z), i = 1,...,m, analytisch im Punkt xq, eine offene Um-
gebung V- mit xg € V. C U — A wdihlen kann, auf der eine eindeutige analytische
Lésung at,...,a™ € O(V) von E ezistiert, fiir die D u'(xo) = Djw'(xo) fiir alle
parametrischen Monome u'; ist.

Beweis. Es sei C die Gesamtheit der Koeffizienten von allen e € E. Jedes ¢ € C'
ist auf einer offenen Menge U — A, holomorph, wobei A, vernachléssigbar in U ist.
Die endliche Vereinigung A = | J . A ist ebenfalls vernachléssighar und auf U — A
sind alle ¢ € C holomorph. Nach Satz 1.5.5 existiert dann fiir jeden Punkt xqg € U—A
eine eindeutige, lokal um xo analytische Losung @’(x) von E mit u%(x¢) = w’(x¢)
fiir die parametrischen Monome u". Da @', ...,u™ eine lokal analytische Losung im
Punkt xq ist, gibt es auch eine offene Gebletsumgebung V C U — A von Xq, so daf3
@',...,u™ als holomorphe Funktionen auf V eine Losung von E darstellen. Dabei
wird O(V) als Teil von K (V') aufgefasst, das seinerseits eine K(U) Funktionenalgebra
iiber die Restriktionsabbidung ryy @ K(U) — K(V) ist. (V) ist dann das S aus
Definition 1.5.1. ]

Satz 1.5.8 Fs sei E eine Janet—Basis von lpdgl iber dem Koeffizientenkirper K(U)
(U C C", offenes Gebiet) in den Funktionen u'(zt,...,2"),i=1,...,m. Dice € E
brauchen nicht homogen zu sein, es seien aber keine > e = —b enthalten, die nur
aus dem konstanten Glied bestehen.

Weiter sei P(E) = {Ui;éy}u:L...,N die endliche Menge der parametrischen Mo-
nome von E.

Dann existiert eine in U vernachlissigbare Teilmenge A, so daf8 man fiir alle
xg € U — A eine offene Umgebung V. mit xg € V. C U — A wdhlen kann, auf
der fiir jede Wahl von w, € C, v = 1,..., N, eine eindeutige analytische Lisung
ul,...,u™ € O(V) von E exzistiert, fiir die ﬂky (x0) =w, firv=1,...,N ist.

Die Lisungen von E in O(V) bilden also einen N—dimensionalen affinen Teil-
raum von O(V)™

Weiterhin gilt fir jedes z € V' und jedes offene Gebiet W C 'V, daf$ die kanoni-
schen Injektionen

(1) O(V) = Oy

(i) O(V) = O(W)
(1) O(V) = K(V)
(i) O(V) = K(W)
Isomorphismen

(i) Solnovy(E) AR Solno,, . (E)
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(ii) Solnoy(E) — Solnow(E)
(iii) Solnovy(E) — Solni (v (E)
(iv) Solnovy(E) = Solnywy(E)
von komplexen affinen N -dimensionalen Rdumen induzieren.

Beweis. Wie in Satz 1.5.7 wihlt man ein xg, so dafl alle Koeffizienten von E
in xo holomorph sind. Anschliessend bestimmt man N + 1 Lsungen in C[[a! —
xh, ...,z —zf]]™ von E wie folgt: @ sei die in xo analytische Losung, fiir die alle
(ﬁo)%y (x0) = 0 sind und ﬂf“ uw=1,...,N seien die N Losungen von FE, fiir die
()%, (X0) = Oy ist. Dann ist @' = @) + Y, w, (@}, — u}) die eindeutig bestimmte
Losung in C[[z — z,..., 2" — 2p]]™ fiir die ﬂ%u (x0) = w, ist.

Als V kann jedes offene Gebiet V' 3 x¢ gew#hlt werden, das in U — A liegt und
auf dem die @} und ﬂfL holomorph sind.

Nach Bemerkung 1.5.3 und Satz 1.5.6 ist Solno,, () ein N-dimensionaler af-
finer Raum in OF, (die Gleichungen von E sind in z analytisch !). Gleichzeitig
bildet O(V) — Oy,. den N-dimensionalen affinen Lésungsraum Solneoyy(E) in-
jektiv in Solne,,  (E) ab. Wegen der Gleichheit der Dimensionen ist diese Injektion
eine Bijektion und der Fall (i) von oben erledigt.

In den Fillen (ii), (iii), (iv) geniigt es einzusehen, daf jedes (vl,...,v™) €
o)™, K(V)™, K(W)™ auch Element von Of}, fiir ein geeignetes zp € V' ist.
Damit ist jedes (v',...,v™) € Solnow)(E) auch Element von Solno, . (E) und
damit von Solno vy (E). Entsprechendes gilt auch fiir (V') und IC(W) anstelle von
O(W). ]

Bemerkung 1.5.4 Es sei E eine Janetbasis von Ipdgl iber dem Koeffizientenkdrper
K(U) wie in Satz 1.5.7. Es sei W C U ein offenes Gebiet und Solnyw(E) ein
N —dimensionaler komplexer affiner Raum fiir jedes offene Gebiet W' C W. Dann
hat E genau N parametrische Monome.

Beweis. Hitte £/ weniger als N parametrische Monome, so kénnte Soln w1 (E)
kein N—dimensionaler affiner Raum sein. Umgekehrt konnte man im Fall von mehr
als N parametrischen Monomen mit der Methode vom Anfang des Beweises von
Satz 1.5.8 ein Solnyw)(E) finden, das mehr als N affin unabhéngige Funktionen
enthélt. |

Als Konsequenz von Satz 1.5.8 beweisen wir noch einen Satz iiber die Konstanz
der Anzahl parametrischer Monome in verschiedenen Janetbasen desselben Ideals
von lpdgls:

Satz 1.5.9 FEs seien E und F zwei Janetbasen mit (E) = (F) dber dem Koeffizi-
entenkérper K(U), U C C", in den differentiellen Unbestimmten ul,... u™

Die Janetbasis E habe genau N parametrische Monome, dann hat auch F genau
N parametrische Monome.

Beweis. Wihle fiir E ein V wie in Satz 1.5.8, so daf} fiir jedes W C V, W of-
fenes Gebiet, Solniw)(E) ein N-dimensionaler affiner Raum ist. Damit ist auch
Solnwy (F) = Solniw)((F)) = Solnkw)((E)) = Solngmw)(E) ein N-dimen-
sionaler affiner Raum.

Wenn nun F N’ parametrische Monome hétte, mit N’ > N, so gibe es ein
W C V, W offenes Gebiet, auf dem Solni ) (F') ein N'-dimensionaler affiner Raum
wire. Dann wire aber auch Solngw)(E) ein N'-dimensionaler affiner Raum, im
Widerspruch zu obiger Wahl von V. Also ist N’ = N. |
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1.5.4 Koordinatentransformationen von lpdgl und ihrer L&sun-
gen

Es seien R bzw. S integre Differentialringe mit den Ableitungen 0,: bzw. 0y, i =
1,...,n,und ¢ : R — S ein Homomorphismus von gewo6hnlichen Ringen.

Weiter seien R bzw. S R— bzw. S—Algebren vermdge von Homomorphismen
R — Rbzw. S — S und es sei ¢ : R — S ein Homomorphismus von gewohnlichen
Ringen.

Es seien u!,...,u" differentielle Unbestimmte zu den Derivationen d,: und
vl, ..., v* differentielle Unbestimmte zu den Derivationen Oyi-

Schliefflich seien Abbildungen
ZbkLvL (1141)

und
$(0p) = > aldy, ol €8, det(ad) #0 (1.142)
gegeben und das Diagramm
_ @ _
R S (1.143)
R .

P

-

S
o, lqb* (0,0) | +(8,4)
S

¢
—_—

SN\

S

=

kommutiere.
Dann existiert wie in Abschnitt 1.3.2 beschrieben eine Abbildung

by L(R,u') — L(S,v7) (1.144)

die als Koordinatentransformation angesehen werden kann.
Diese Abbildung ist

Ox (Z az‘JUf}) o (Z a;J 8“
=" 6(ain)de (901)" - b (0, )J" () (1.145)
=) B(aig) Ga (0r)" -+ fu (Bn)" b 0f

Satz 1.5.10 Die Bezeichnungen seien wie oben und es sei E C L(R,u?) ein System
von lpdgl und ¢, E = {¢.(e)le € E} sein Bild unter ¢..
Weiter sei (') € R™ und (v7) € S* mit ¢(a’) = Y bt 5. Dann ist

(@') € Solnp(E) = (v7) € Solng(¢.E) (1.146)

und wenn phi injektiv ist, sogar

(@') € Solng(E) < (v7) € Solng(¢.E) (1.147)
Beweis. Aus (1.145) und (1.143) folgt, da8
b’ =] = d(elu’ = u']) (1.148)

fiir ¢(u') = > bt v%. Damit ist alles gezeigt. |
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Satz 1.5.11 Die Bezeichnungen seien wie oben, und es set v = s und b (ut) =
Y b5 07, b5 € S mit det(b;) € S™.
Dann induziert - -
oy RT— 5° (1.149)

Jestgelegt durch ¢y((u')) = (v7) mit ¢(u’) = Y b’ v7 einen Homomorphismus
¢ Solnp(E) — Solng(p.E) (1.150)
der injektiv resp. bijektiv ist, wenn ¢ es ist.

Beweis. Folgt direkt aus vorigem Satz. |

Im folgenden betrachten wir einen konkreten Spezialfall der oben angefiihrten
Siitze, niamlich zwei offene Gebiete U, U C C", die durch eine biholomorphe Abbil-
dung o : U — U aufeinander bezogen sind.

Weiter seien W C U, W C U zwei offene Gebiete mit o(W) = W.

Dann induziert ¢ Abbildungen o* : K(U) — K(U) und o : K(W) — K(W)
wie in Lemma 1.3.2 beschrieben.

Die Differentialringe R, S, R, S seien K(U), K(U), K(W), K(W) und es sei wie
in Satz 1.5.11 ¢, (u’) = 3 b% v7 mit b5 € K(U). Die Abbildungen ¢ und ¢ von oben
werden dann durch die Isomorphismen o* und o} gegeben, und es ist ¢, (0,:) =

i -1 . . _
> ((%)U) 0z3, wobei x* die Koordinaten in U und Z’ die Koordinaten in U
sein sollen.

Die Abbildung (1.150) ist unter diesen Bedingungen ein Isomorphismus.

Satz 1.5.12 Die Bezeichnungen seien wie eben eingefiihrt, und es sei E eine homo-
gene Janetbasis, E C L(K(U),u?), mit endlich vielen parametrischen Ableitungen.

Weiter sei F = J(¢«F) eine Janetbasis der Transformierten der Gleichungen
aus E. Dann hat F dieselbe endliche Anzahl N von parametrischen Ableitungen wie
E.

Beweis. Wir wihlen V' C U so, daf} die Aussagen von Satz 1.5.8 fiir £ zutreffen.
Wé’_uhle nun weiter ein beliebiges offenes Gebiet V/ C V und finde V/ C V mit
o(V') = V’. Dann ist

Solnycyn (F) = Solncy (¢ E) = Solni v (E) = Solng vy (E) (1.151)

Also ist Solnc
Gebiet V! C ‘_/ ach Bemerkung 1.5.4 hat F' deshalb genau N parametrische
Ableitungen. ]

) =
(F) ein N-dimensionaler komplexer Vektorraum fiir jedes offene
N

1.6 Anwendungen der Janetbasen von lpdgl

1.6.1 Eliminationstheorie

Im Rahmen der Eliminationstheorie betrachten wir Ipdgl in zwei Gruppen von dif-
ferentiellen Unbestimmten, u!,..., 4™ und v',...,v" (die von z!,..., 2™ abhingen
sollen).

Die Grundaufgabe der Eliminationstheorie besteht darin, fiir ein vorgelegtes
System F von Ipdgl in v’ und v7 alle diejenigen Ipdgl in den u’ allein zu finden, die
aufgrund des Bestehens von E zu gelten haben. Dies nennt man auch die Elimination
der v/ aus E. Die Losung dieser Aufgabe wird in Satz 1.6.1 gegeben. Vorher fiihren
wir einige Begriffe und Bezeichnungen ein:
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Definition 1.6.1 Seien u',...,u™ und v',...,v" zwei Systeme von differentiellen
Unbestimmten (zu den unabhdngigen Verdnderlichen xt,...,2"). Eine Termord-
nung < fir die u’;, < v}, fir alle i, J, j, K ist, heifle Eliminationstermordnung

Bezeichnung 1.6.1 Es sei L(K,u',v/) die Menge der Ipdgl iiber dem Differen-
tialkérper K in den differentiellen Unbestimmten u',... u™ und v',...,v" (zu
den unabhdingigen Verdnderlichen x',... x"). Entsprechend seien L(K,u') und
L(K,v7) definiert. ‘

<elim S€t eine Eliminationstermordnung mait uf, <elim v%(.

E sei ein System von Ipdgl, E C L(K,u’,v7). F = J(E) sei die Janetbasis von
E beziiglich <epim-

F, sei F N L(K,u"), die Menge der f € F, deren Differentialmonome nur aus
den uf] und 1 bestehen.

Die Menge F — F,, die aus den f € F besteht, die wenigstens ein v}'{ als Diffe-
rentialmonom enthalten, wollen wir mit F, bezeichnen.

Es sei L/ K eine differentielle K -Algebra. Fira',...,a™ € L und f € L(K,u*,v7)
sei flu' = u'] € L(L,v?) die lpdgl, die aus f entsteht, wenn u% in f durch u%, € L
ersetzt wird.

Fir E C L(K,u',v7) sei E[u’ = '] = {e[u’ = @']le € E}, F,[u® = @] wollen
wir auch mit F, 5 abkirzen.

Lemma 1.6.1 In den Bezeichnungen von 1.6.1 gilt
f € F, < Imon(f) = vl (1.152)

Beweis.
<: Kklar.
=: Wire das Leitmonom ein u’, aber trotzdem ein v}, als Monom in f enthalten,
so miisste vﬁ{<enmu§ sein, was der Definition von <y, widerspricht. |

Satz 1.6.1 Es seien die Bezeichnungen wie in Bezeichnung 1.6.1. Dann gilt
(B)NL(K,u") = (F)NL(K,u') = (F,) (1.153)

und F, ist eine Janetbasis von (F)NL(K,u?) beziiglich der Einschrinkung von < cyim
auf die u’.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dafl F), ein Janetbasis bildet.

Die F, sind als Teil der autoreduzierten und normierten Janetbasis F' selbst
autoreduziert und normiert, es bleibt also nur zu zeigen, da8 igh, (f1, f2) Lo 0 fiir
alle f1, fo € F,. Auch das ist aber offensichtlich, denn zunéchst gilt ja wegen der

Passivitdt von F' ighy(f1, f2) £%0. Dabei muB aber jeder Reduktionsschritt mit
einem f € F, ausgefithrt werden, denn jedes f € F' — F, hat ein Leitmonom aus
den v (Lemma 1.6.1). Somit muf§ der erste Reduktionsschritt mit einem f € F,
erfolgen, und das Ergebnis der Reduktion ist erneut aus F,. Induktiv folgt die
Behauptung.

Was Gleichung (1.153) angeht, so folgt (F) = (F) aus F' = J(F) und somit
ist die erste Gleichung von (1.153) gezeigt. Nach Korollar 1.4.3 ist f € (F') genau

dann, wenn f £50. Sei nun f € (F)N L(F,u'), so miissen die Reduktionsschritte
in f %0 kraft des oben ins Feld gefithrten Arguments mit f; € F, ausgefiihrt

werden, also f FuE ) sein.
Nach Korollar 1.4.2 ist dann aber f € (F,). Damit ist (F) N L(F,u®) C (F,)
gezeigt, die umgekehrte Richtung ist offensichtlich.
Da F), eine Janetbasis ist, ist sie auch Janetbasis von (F,) = (F) N L(F,u?).
]
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Bemerkung 1.6.1 Wenn F (in den Bezeichnungen von Bezeichnung 1.6.1) eine
Janetbasis mit endlich vielen parametrischen Monomen ist, so gilt dies auch fir F,
und F, 5 aufgefaft als Janetbasen in den u' bzw. v7.

Im folgenden sei der oben mit K bezeichnete Koeffizientenkorper gleich IC(U)
fiir ein offenes Gebiet U C C™. Nachdem wir in Satz 1.6.1 geklart haben, wie man
aus einem System E von Ipdgl die differentiellen Unbestimmten v/ eliminieren kann,
wollen wir uns nun der Frage zuwenden, ob fiir jede Losung a*, ..., a™ € K(V ) von
F, v',...,v" € K(W) gefunden werden kénnen, so da @!,.. ,17”, ol,...,7" eine
Losung von F' darstellen. Dabei sollen W und V' offene Gebiete mit W g VU
sein und (V) als KC(U)—Algebra sowie K(W) als IC(V')—Algebra aufgefait werden.

Zu diesem Zweck beweisen wir erst einmal das folgende Lemma:

Lemma 1.6.2 In den Bezeichnungen von Bezeichnung 1.6.1 seie ke Ni(e), wobei
Ni(e) die Endform von e beziiglich F fiir ein e € L(K,u®,v7) sei.

Dann ezistiert ein e, € L(K, ut, v7) mit e Lot e, MNl(e) und es ist e, €
L(K,u") bzw. e, € (F,) fir Ni(e) € L(K,u") bzw. N1(e) € (F,).
Beweis. Man bilde eine Reduktionskette e L>61 £> , L> e, mit f; € Fy, so
daf} e, beziiglich F, nicht weiter reduzierbar ist. Nach Lemma 1.4.1 existiert eine

solche endliche Kette stets. Setze nun e, = e,. Da L konfluent ist, kommutiert
das Diagramm

e \4> * N (e (1.154)

In der darin enthaltenen Reduktionskette e, N 1(e) treten aber nur Reduktionen
mit f € F, auf, wie man induktiv einsieht. Das erste Glied, e,, ist ndmlich nur mit

f1 € F, reduzierbar. Es sei also e, i> €y,1- Dann enthélt e, ; hochstens uZJ als
neue Differentialmonome, neue v}( treten nicht hinzu. Also ist auch e, ; nur mit F,
reduzierbar usw. Das Diagramm (1.154) kann also geschrieben werden als

e—F  INi(e (1.155)

\/

Nach Lemma 1.4.13 gilt somit e, — Ni(e) € (F,), also ist fiir Ny(e) € L(K,u?)
bzw. Ni(e) € (F,) auch e, € L(K,u’) bzw. e, € (F,). ]

Satz 1.6.2 In den Bezeichnungen von Bezeichnung 1.6.1 sei a',...,a™ € K(V)
eine Lisung des Systems F,, von Ipdgl. Dann ist F,[u’ = 4] = F, 5 eine Janetbasis
von Ipdgl aus LIK(V),v7).

Beweis. Zunichst einmal kann F' als Janetbasis iiber dem Koeffizientenkorper
K(V) 2 K(U) aufgefalit werden, da die Janetbasis—Eigenschaft unter Erweiterun-
gen des Koeffizientenkorpers erhalten bleibt. Da F' autoreduziert und normiert ist,
ist es auch F,, C F und offensichtlich auch F), 5, da die Differentialmonome v}, in
den Ipdgl von F;, 5 mit denen in den Ipdgl von F;, iibereinstimmen.

Bleibt zu zeigen, daB igb, (f1, f3) Bt 0 fiir alle fi, fs € Fyu. Wir kiirzen im
folgenden f[u! = 4‘] mit f ab. Es ist dann also f] = f1, f3 = fo fiir f1,fo € F,
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geeignet. Mit e bezeichnen wir igb, (f1, f2) = e. Es gilt dann nach Lemma 1.6.2
e— £ O
Ebenfalls nach Lemma 1.6.2 ist dann e, € (F,,), also &, = 0. Schreiben wir die
Reduktion e ~ e, in (1.156) ausfithrlich als

(1.156)

igbl(fl,fz) —6—60L€1£> L)eé = €y, fl e F, (1.157)

so gilt nach Einsetzen u’ = @’ in (1.157)

ighy (f1, fa) =e =g o e L2 o L =

3

=

|
S

(1.158)
Weiter ist offensichtlich
igh, (f1, f2) = igby (f1, f2) = igb, (f1, f2) (1.159)

Nimmt man (1.159) und (1.158) zusammen, so folgt

igh (f1, fa) — Uu 0 (1.160)
was zu beweisen war. ]
Satz 1.6.3 Es gelten die Bezeichnungen von oben und es sei w',...,u™ € K(V)

eine Lésung von F,. Weiter sei die zugrundeliegende Eliminationstermordnung <
so gewdihlt, daf ihre Einschrinkung auf die v}, eine totdeg—Matriztermordnung ist,
falls F' unendlich viele parametrische Monome hat.

Dann existieren v',..., 0" € K(W), fir ein geeignetes offenes Gebiet W C 'V,
so daff wl,...,a™ vl,... ;0" € K(W) eine Losung von F (und damit von (F) =
(E)) darstellt (dabei sind die u* kraft der kanonischen Injektion K(V) C K(W) als
Elemente von K(W) aufzufassen,).

Beweis. Nach Satz 1.6.2 und der Annahme iiber < ist F, 5 eine Janetbasis von
Ipdgl aus L(K(V),v7) beziiglich der Termordnung, die durch Einschrinkung von
< auf die v} entsteht. F, ; enthilt keine Ipdgl, die nur aus dem konstanten Glied
besteht, da eine solche bereits in F’, enthalten wére und F, entweder die leere Menge
ist, oder aus Ipdgl besteht, deren Leitmonom ein v}, ist. Also existieren nach Satz
1.5.7 im Fall, daB8 F' unendlich viele parametrische Monome hat, bzw. nach Satz
1.5.8 im Fall, da§ F' und damit F, z nur endlich viele parametrische Monome hat,
o, 0" € K(W), die eine Losung von F, ; darstellen. @', ..., 4™ und ot,... 0"
bilden dann zusammen eine Lésung von F im Kérper K(W)/KC(U). |

Eine wichtige Anwendung von Satz 1.6.3 besteht in folgender Uberlegung: Es
sei U C C™ ein offenes Gebiet und & C K(U)™ ein komplex r—dimensionaler Vek-
torraum von m-—Vektoren iiber K(U):

E=S (... ,um™)[u' e KU)ut =) df},d €C,fi € KU) (1.161)
j=1

Dann lisst sich £ als Losungen eines Systems von lpdgl in den u? iiber dem
Korper K(U) kennzeichnen.
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Satz 1.6.4 Die Bezeichnungen seien wie oben, dann ezistiert eine Janetbasis Fg
von Ipdgl aus L(K(U),u?), so dafs

(@',...,a™) € £ <= flu' =a'] =0 fir alle f € Fg (1.162)

Beweis. Wir betrachten das System E von Ipdgl in den u’ und den ¢/ iiber K(U)

r

u' = df =0 (1.163)
j=1
=0 (1.164)

das beziiglich einer Eliminationstermordnung mit ¢/ < u’ offenbar eine Janetbasis
mit r parametrischen Monomen ist.

Es sei F' eine Janetbasis F' = J(F) beziiglich einer Eliminationstermordnung
mit uZJ < le, F hat damit ebenfalls r parametrische Monome. Die Janetbasis F),
ist dann die gesuchte Janetbasis F¢.

Sei niamlich @!, ..., 4™ € K(V), V C U, eine Lésung von F,, so existieren nach
Satz 1.6.3 auch &',...,&" € K(W), W C V, die zusammen mit den @' F erfiillen,
also auch (F) = (E), also auch E.

Die & sind vorderhand nur € (W), aber in Wirklichkeit sind sie sogar € C.
Sei némlich A; die vernachlissighare Teilmenge von W, so dafl auf U — A4; &, =0
als holomorphe Funktion gilt (Gl. (1.164)), so ist auf W — A, A= A, U--- U A,,
é; . = 0 als holomorphe Funktion fiir alle s = 1,...,n, also & = ¢/ € C konstant auf
W — A. Da A vernachlissigbar ist, ist ¢/ € C die eindeutig bestimmte analytische
Fortsetzung von W — A nach W der Funktion &@ € K(W).

Legt man diese so erhaltenen ¢/ € C zu Grunde, so bedeutet das Erfiilltsein der
Gleichung (1.163) von E (iiber dem Kérper K(W)), daB (a!,...,a™) € K(W)™ die
Einschréinkung eines Vektors (@', ..., a™) € € ist. Damit ist ,,<= “in (1.162) gezeigt.

Sei nun umgekehrt (#!,...,u™) € £ gegeben. Dann existieren nach Definition
(1.161) von € c!,...,c" € C, so daf die Ipdgl (1.163) erfiillt sind. Die Gleichungen
(1.164) sind erfiillt, da die ¢/ konstant sind. Also ist E erfiillt und damit auch (E).
Da (E) = (F) erfiillen diese @!,..., 4™ und c!,...,c¢" auch (F), also F, also auch
F,,, womit ,,= “gezeigt ist. |

1.6.2 Multilineare Kombinationen

Es seien E C L(K(U),u,...,u™) und F C L(K(U),v,...,v"), U C C" offenes
Gebiet, zwei Systeme von homogenen Ipdgl.

Die Janetbasen von FE und F seien F' = J(F) und F' = J(F). E' und F’
mogen genau die endlich vielen parametrischen Monome P(E’) = {ufj: H<a<a und
]P)(F/) = {Ug?b}lbeN besitzen.

Weiter sei V' C U ein offenes Gebiet, so daf3 fiir V und U die Annahmen von
Satz 1.5.8 sowohl beziiglich E’ als auch beziiglich F’ gelten.

Satz 1.6.5 Es gelten die oben eingefiihrten Bezeichnungen. Dann gibt es ein Sy-
stem G wvon Ipdgl in den abhingigen Verinderlichen w®,a=1,...,M,b=1,...,N
und mit Koeffizientenkérper K(U), so daf

SOl’I’L;C(V) (F)® Soln,C(V)(F) = SOln;C(V) (@) (1.165)

Beweis. Betrachte die Ausdriicke u’; ® vi{ und erkldre die Wirkung der Ableitung
O, durch _ _ _ _ ' _
O (uly @ v) :ulJ,k@v;(Jru’J@v%{,k (1.166)

wobei J, k= (§1,...,Jk +1,...,4,) fiir J = (j1,...,4r) und analog K, k fiir K sei.
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Setze weiter w = uzja ® vi@b, uf]“a e P(E), vﬁ’-b e P(F"), so daB3

ab _ ia Jb ia Jb
IHw® =uf vk, +uf Qug, (1.167)
wird.
. i ia . I} . k,a ic . .
Dann 1t sich u} , vermége E' zu } wie €P(BY) &, “ujy reduzieren und ebenso

Jb - / ) kb ja
vy, , vermoge F' zu Zvjlgdep(p) Ny VK,

Zusammengenommen folgt aus (1.167) und den durch E’ und F’ gegebenen
Relationen

Apw™® = foa u?fc ® U%b
+ Z ns’b ufj‘a ® vggd (1.168)
kab | cd
=D 0w

Die Gleichungen (1.168) bilden das System G.

Aus der Konstruktion von G folgt, da$ fiir Losungen (u'); € Solngw)(E') =
Solncwy(E) und (v7); € Solngw)(F') = Solnw)(F) das MN-Tupel (@0 =
af;a : ﬁﬁb)ab eine Losung von G in (W) darstellt. W C V sei dabei ein beliebiges
offenes Gebiet in V.

Genauer gilt, dafl die Abbildung

Solnwy (E) x Solnwy(F) RN Solniw)(G)
(@), (@7);) — (0™ =’y - 032 )ab
eine C—bilineare Abbildung von C—Vektorrdumen darstellt. Also induziert ¢ vermoge

Solncwy (E) @ Solnjcwy(F)

/

SOan(W)(E) X SOan(W) (F) h

\
SOan(W)(G)

einen C-linearen Homomorphismus h : Soln ) (E)®@Solniwy (F) — Solniw)(G).
Dieser ist aber sogar ein Isomorphismus.

Um das einzusehen wéihlen wir zunéchst ein xg € W aus und betrachten die
Losungen {(a},)i }1<u<m C Solngw)(E) und {());}1<v<n € Solniw (F) fiir die
(ule), (x0) = 04 und (0")f, (%0) = 8% gilt. Solche muB es nach Satz 1.5.8 stets
geben und sie stellen sogar eine Basis von Solngw)(E) bzw. Solnigmw(F) dar.
Setzt man (wgg)ab = h((u},); ® (0]);), so erhilt man wegen QDZ?, (x0) = 03, §b M- N
iiber C linear unabhéingige Losungen (@2))q, € Solngw)(G).

Es gilt also

dlmC(Soan(W)(E) & Soln,C(W)(F)) =MN (1169)
dime (h(Solniw (E) @ Solniwy(F))) > MN (1.170)

und wegen der Struktur von G
dimc¢ SOl’I’LK(W)(G) = dim¢ SOln;C(W)(G/) <MN (1.171)

wobel G’ eine Janetbasis von G beziiglich einer totdeg—Termordnung ist.
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Also ist h ein Isomorphismus und G’ mit G identisch. Wiirden némlich in G’ noch
Integrabilititsbedingungen zu den Gleichungen in G hinzutreten, so hiitte G’ echt
weniger als M N parametrische Monome und es wiirde dimc Solngw)(G) < MN
sein. ]

Bemerkung 1.6.2 Fir V C U gelten die Aussagen von Satz 1.5.8 beziiglich der
Janetbasis G.

Im folgenden wollen wir — unter Beibehaltung der oben benutzten Bezeichnun-
gen — die allgemeinen multilinearen Abbildungen

Solny vy (E) x Solng vy (F) % K(V)P

(@), (@7);) — (28 = anJjKaf] : 171();@, k=1,...,p, UijK e K(V)
(1.172)

untersuchen. Offensichtlich kann jede solche Abbildung ¢ in eine dquivalente Form

SOl’Il;C(V)(E) X Soan(V)(F) i) IC(V)‘D

(@ (#);) — (2 DR T S

' €P(E"),vjt, €P(F')

gebracht werden, indem man die Gleichungen aus E’ und F’ benutzt, um die @
und T)%( zu KC(V)-Linearkombinationen aus den parametrischen Ableitungen ubfa
und Uggb zu reduzieren.

Aufgrund der C-Bilinearitdt von (1.173) kénnen wir das folgende kommutative
Diagramm aufstellen

Solng(vy(E) x Solng vy (F) ——= K(V)? (1.174)

il / ka—Z ik, @

®

SOan(V)(E) & Soln,c(v) (F) — SOZTL;C(V) (G)

Den von t(Solnj(vy(E) x Soln vy (F)) erzeugten C-Untervektorraum von K(V')?
wollen wir mit £ bezeichnen.

In Satz 1.6.4 hatten wir gesehen, dafl jeder solche lineare, endlichdimensionale
Teilraum eines (V)P sich als Raum der Losungen eines geeigneten Systems von
Ipdgl darstellen 1ié8t, hier also als Losungen eines Systems von lpdgl in den abhéngi-
gen Verinderlichen z*, k = 1,.. ., p mit Koeffizientenkorper (V).

Satz 1.6.6 £ = Solni(y)(HY') fir ein System H{ C LIK(V), 2!, ..., 2P).

Beweis. Die Gleichungen H
F =N akw™ =0, € L(K(V), 25, w™) (1.175)

vereinigt mit den Gleichungen G C L(K(V), w) bilden eine Janetbasis H; = HUG
beziiglich einer Termordnung mit zf > wf}b.

Berechne nun die Janetbasis H; = J(H;) beziiglich einer Eliminationstermord-
nung < mit 2§ < w4 und nenne Hy C Hj die Ipdgl, die nur Monome z% enthalten.
Dann ist £ = Solnvy(HY).

Sei némlich (%) € &, so gibt es (0*)q € Solni(v)(G) mit 2% = 3 ik w?®,
also erfiillen (z*, w*) HUG = Hy, also H| = J(H}), also speziell die z* H}' C Hj.
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Umgekehrt, sei (2%)5, € Solnic(vy(HY'), dann gibt es ein W C V, so daB fiir 2¥|y
@™ € K(W) existieren, mit denen (2*|y, w*) € Solngw)(H]) = Solniw(Hi)
ist. Insbesondere erfiillen die w?® auch G und wegen Bemerkung 1.6.2 lassen sie sich
zu Losungen w(® € K(V), 0%y = w®, von G iiber K(V) erweitern. Weiterhin
erfiilllen z*|y und w® auch H als Elemente von (W) und somit erfiillen 2%, w§®

H als Elemente von K(V). Damit ist aber (%) als € € nachgewiesen. |

Der Beweis von Satz 1.6.6 zeigt einen konstruktiven Weg zur Bestimmung von
H{ auf, zu dem es aber auch noch eine — ebenfalls konstruktive — Alternative
gibt.

Man geht dazu von den Gleichungen

~ e i i
= ihut R (1.176)
aus und betrachtet die z§¥ mit I = (i1,...,i,). Fiir sie ist
I g . I
ZI - Z Z Sy (nab)h uf]a-‘rb ’U%?b-i'fs €N I,15 € L (1177)

ab I1+1x+13=1I

Da @' bzw. o/ E’' bzw. F' erfiillen, lassen sich @'y, ; und oy, wieder zu K(V)-
Linearkombinationen der aus den parametrischen Monomen von E’ bzw. F’ gebil-
deten Ausdriicke @' * und vy, reduzieren:

wp L, =y, ah g eKk()

't €P(E')

, (1.178)
@ﬁib-‘rfa = Z Cb[s ‘;?d bIS = IC( )
vid EP(F)
zusammengenomimen also
Zp=Y 0k v 05 e K(V) (1.179)

cd
mit
bei= D D e (M), <6 (1.180)
I1+Ix+1I3=I ab

Wir wollen nun die h = ZMHSMN Ak z’f, Akr € K(V) bestimmen, fiir die
h[zF = zF] = 0 ist, fiir jedes (2*), das sich aus beliebigen (@') € Solni vy (E'),
(v7) € Solni(vy(F') gem#B (1.176) ergibt.

Es muf also fiir solche (u*), (97)

> ez => | Y 6k | v, =0 (1.181)
kI

k| I|<MN cd

sein.

Nun gibt es nach Satz 1.5.8 und den Annahmen iiber V. C U, E" und F” fiir
jedesxg e VM Losungen (Uy )i b =1,. M von E' und N Lésungen (04, ,);,
v=1,...,N,sodal (uy, ). (%0) = dj, und ( vde )k, (%0) = 62 ist. Setzt man nun
diese uxO w vio , in (1.181) ein und Wertet bei xg aus, so ergibt sich als Bedingung
an die \g; das IC( )-lineare Gleichungssystem

> M%) 05(x0) =0 ,p=1,....M, v=1,....N (1.182)
E|I|<MN
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Weitere Bedingungen entstehen nicht, da die (4, )i baw. (0, ,,)
von Solny vy (E") bzw. Solni vy (F") darstellen.

Wiéhle nun eine K(V')-Basis (Ay;), a =1,..., A des Losungsraumes von (1.182)
und nenne Ho das zugeordnete System von lpdgl in den z¥, Hy = {3\ 2¥|a =
1,..., A}

Dann gilt

; jeweils eine Basis

Satz 1.6.7
&= SOZTL;C(V) (HQ) (1183)

Beweis. Es ist ndmlich zunéichst einmal jedes h = }; \71< a7y Akt 2% fiir das h[zF =

ZF] = 0 fiir alle (2*) € € gilt, eine K(V)-Linearkombination von Elementen aus H.
Wir zeigen nun, daf§ eine Janetbasis H{" = J(H{) von H{ aus Satz 1.6.6
beziiglich einer totdeg—Termordnung nur aus Elementen h € H{’ besteht, die nur
2% mit [I| < M N enthalten. Also ist jedes solche h eine K(V)-Linearkombination
von Elementen aus Hj, also Soln(y)(Hz) C Solngvy(H{") = Solnknvy(H{') = .
Da nach Konstruktion von H auch die Umkehrung & C Solnkv)(Hs) gilt, ist
der Satz unter obiger Annahme iiber H{” bewiesen.
Sei diese Annahme nun falsch, also existiere ein h € Hj”’ mit 2¥ € supp(h)

und |I| > M N. Dann muss es aber auch ein parametrisches Monom z#, geben mit

I' = (if,...,i), i) +---+1i. = MN, da sonst z¥ prinzipal wire, im Widerspruch
zur Autoreduziertheit von Hj".
Damit wiren aber auch die Monome 2¥ mit I, = (if,...,iy,...,i), 0 <
Ty vy
1y, < z'7 parametrisch, von denen es Zﬁ/ gibt. Fir v = 1,...,r hitte man dann

it + -+ + il = M N parametrische Monome, zu denen noch z¥ selbst hinzutriite.
Dann wire aber dime Soln vy (H{") > MN im Widerspruch zu dim¢ € < MN.
|

1.7 Transformationsgruppen

1.7.1 Allgemeines

Definition 1.7.1 Fin Vektorfeld X auf einer offenen Teilmenge U C M einer
komplexanalytischen Mannigfaltigkeit M ist ein analytischer Schnitt der kanoni-
schen Abbildung 7y : TU — U.

Nachdem wir Differentialgleichungen und ihre Losungen immer lokal definiert hat-
ten, werden wir uns im allgemeinen auf Vektorfelder beschrinken, die auf einer
(koordinatisierbaren) offenen Umgebung U eines Punktes p € M definiert sind.

Sind 2!, ..., 2™ Koordinaten in U so lisst sich ein Vektorfeld X als X = a'd,, +
-+ 4 a"d,, mit in U analytischen Funktionen a’ schreiben. Den O(U)-Modul der
Vektorfelder auf U nennen wir V(U). Jedes Vektorfeld X € V(U) definiert eine
Abbildung X : O(U) — O(U) mit X(fg) = gX(f) + fX(9).

Definition 1.7.2 Die Lieklammer zweier Vektorfelder X und Y auf U ist defi-
niert durch [X,Y](f) = X(Y(f)) — Y(X(f)). Sie ist ein Vektorfeld auf U. Die
Lieklammer ist eine alternierende, C-bilineare Abbildung des C-Vektorraums V(U)
in sich, und macht V(U) zu einer Lie—Algebra, erfillt also die Jacobi—Identitit
X, [Y, Z]) + [V, 2, X] + [2,[X, Y]] = 0.

Sind in Koordinaten X = a’0,:, Y = b'0,:, so ist [X,Y] = (a’0,:b7 — b'0,ia )0y,

Definition 1.7.3 Als Transformationsgruppe auf U C M bezeichnen wir eine C-
Unterliealgebra V C V(U).
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Definition 1.7.4 FEs sei N C M eine analytische Untermannigfaltigkeit. Ein Vek-
torfeld X auf U heisse tangential zu N im Punkt p € N NU wenn X(p) € T,N C
T,M. Ein Vektorfeld X, das fir alle p € U NN tangential zu N ist, heisse in U
tangential zu N.

Ist U eine Koordinatenumgebung, so kénnen immer Koordinaten z!,. .., 2™ gewihlt
werden, in denen N durch ™ = --- = 2" *+1 = () gegeben ist.

In diesen Koordinaten ist ein X = a’8,: genau dann zu N in U tangential wenn
a™(p) = --- = a" **1(p) = 0 fiir alle p € N ist. Solche X erfiillen dann, wie man
leicht einsieht, die Bedingung X (f)(p) = 0 alle f € O(U), die auf N verschwinden
und fiir alle p € N. Umgekehrt sind X, die diese Bedingung erfiillen auch zu N in
U tangential (man nehme z", ..., 2" **1 als f).

Lemma 1.7.1 Es sei N C M eine analytische Untermannigfaltigkeit, U C M
offen. Dann bilden die Vektorfelder X € V(U), die in U tangential zu N sind, eine
Transformationsgruppe.

Beweis. Man benutze die Koordinatendarstellung 2" = --- = " %1 = 0 der
Untermannigfaltigkeit V. |
Wir wollen jetzt den Typ einer Transformationsgruppe definieren.

Bemerkung 1.7.1 Es sei ¢ : U — V eine biholomorphe Abbildung offener Teil-
mengen komplexanalytischer Mannigfaltigkeiten. Dann induziert T(¢) : TU — TV
einen C—-Liealgebraisomorphismus ¢* : V(V) — V(U).

Definition 1.7.5 Zwei Transformationsgruppen V1 C V(Uy) und Vo C V(Us) seien
unmittelbar vom selben Typ, wenn es eine biholomorphe Abbildung ¢ : Uy — Us
gibt, mit ¢* : Vo — V4, oder Uy C Uy ist und Va|y, = V.

Definition 1.7.6 Zwei Transformationsgruppen V1 C V(Uy) und Vo C V(Us) sei-
en vom selben Typ, wenn sie im symmetrischen und transitiven Abschluf3 der in
Definition 1.7.5 definierten Relation liegen.

1.7.2 Formale Transformationsgruppen

Fiir die spéatere Verewendung definieren wir hier noch eine kleine Erweiterung des
Begriffs der Transformationsgruppe:

Definition 1.7.7 FEs sei R ein integrer Differentialring mit den Derivationen O, . . .

Dann ist ein formales Vektorfeld dber R ein Ausdruck X = a'O,1 + - -+ a™Ogn mit
a' € R.

Zwei formale Vektorfelder X = a'0,1 + - +a"0y» und Y = b10,1 + -+ + b"0pn
kénnen durch das Klammerprodukt

3

[aiawi,bjawj] = <Z (aiﬁlibj - bial.iaj)> 81.j (1.184)

verkniipft werden. Es erfiillt die Jacobiidentitét [ X, Y], Z|+[[Y, Z], X]+[[Z, X], Y] =
0 fiir formale Vektorfelder X, Y, Z.

Durch komponentenweise Addition X +Y = (a’+b")9,: und skalare Multiplika-
tion rX = (ra)d,: mit r € R wird Vg, die Menge der formalen Vektorfelder iiber R
zu einem R-Modul, der gleichzeitig eine Ry—Liealgebra iiber dem Konstantenring
Ry von R ist. (Wir haben hier den Begriff der Liealgebra leicht verallgemeinert,
indem wir von Vektorrdumen iiber Kérpern zu Moduln iiber Ringen iibergegangen
sind).
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Hat man wie in Abschnitt 1.3.2 (1.8) ein Diagramm

R—Y-5 (1.185)

é] 9 _ydef. i _o

3T7l l‘p*(ami)_zj'aiayj
%2}

R—— S

so wird eine Abbildung ¢, : Vg — Vg induziert, die durch

6. (D a'0n) = 6(a)u(00) (1.186)

gegeben ist. Diese Abbildung kommutiert mit der Lieklammer:

s ([a" Dyi, ¥ D,4]) (1.187)

= s ((a’ Opil? — b 0pia?)0,s) (1.188)
= (o(a")af Bys 9(V)af — ¢(b")af Dya P(a”) ) Dy (1.189)
[0:(a" Dy ), ps (7 Oys)] (1.190)

= [¢(a’)af ay ,¢(bJ o Oy | (1.191)
((;5( ( )a ) o( bz Yo Oyr (gb( )a]s)) Dys (1.192)

= ¢ ([a ax ,b7 0yi]) (1.193)
+ (¢(a")af ¢(b7) dyras — (b')af d(a?) Dyrars) Oy (1.194)

Nun ist aber

(6 — 6(6)al 9(a?) 9yra3) By

(6 — $(17)a p(a’) Dyral) Dy (1.195)
((b(al)(b(b]) (a 8 raf —af Oyral)) Oy

Aus ¢4 (04i045) = ¢4(0,5 0, ) folgt aber als Bedingung an die a , daB of Oyraf =
ajOyraf, so daf (1.195) verschvvlndet.

at)al d) (v)

Qm \wrn

(
( l T

a’)a;

1.7.3 Implizite Darstellung

Definition 1.7.8 Es sei V C V(U), U C C" offenes Gebiet, eine Transformations-
gruppe.

Weiter sei ein System von lpdgl E C L(R,u',...,u"™), R C O(U) integrer Dif-
ferentialring, mit Solno ) (E) — V unter (a',...,u") = (@0 + -+ + U"Opn)
gegeben.

Dann heifst E implizite Darstellung von V.

Satz 1.7.1 Es sei V C V(U), U C C" offenes Gebiet, eine r—dimensionale Trans-

formationsgruppe, die von X; = uj Opi, i =1,...,7, erzeugt wird, wobei u] € R,
R C O(U) integrer Differentialring.

Dann ist eine implizite Darstelluing E C L(K,u',...,u™) von V konstruktiv
bestimmbar (K = Q(R)).
Beweis. Satz 1.6.4 mit m = n und £ — V unter (a',...,a") — (@20, + - +
W Opn ) |

Im folgenden wollen wir untersuchen, wie bei der Bildung einer neuen Transfor-
mationsgruppe aus einer oder mehreren implizit gegebenen Transformationsgrup-
pen die implizite Darstellung der neuen Transformationsgruppe konstruktiv aus den
impliziten Darstellungen der Ausgangsgruppen gebildet werden kann.
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Satz 1.7.2 FEs seien U,V CV(U), U C C™ offenes Gebiet, zwei endlichdimensiona-

le Transformationsgruppen mit den impliziten Darstellungen E C L(K,ut,... u"),
F C L(K,vl,...,o") gegeben, wo K C Q(O(U)) sei.
Weiter sei
(i) W=UNV
(ii) W=U+V

(i1i) W der von [u,v], u € U, v € V erzeugte C—Vektorraum.

Dann kann man eine implizite Darstellung G C L(K,w",...,w") von W kon-
struktiv bestimmen.

Beweis. Im Fall (i) setze man G=EUF.

Im Fall (ii) nehme man die Gleichungen w® = u’ + v sowie F und F' zusammen
und nenne das so erhaltene System G’. G" = J(G’) sei eine Janetbasis von G’
beziiglich einer Eliminationstermordnung mit w’ < w};,v¥. G besteht dann aus
den Ipdgl von G” die nur wf] als Monome enthalten. Der Beweis dieser Behauptung
ist dem von Satz 1.6.4 und Satz 1.6.6 so dhnlich, dafl wir auf seine Durchfithrung
im einzelnen verzichten.

Im Fall (iii) ist die Abbildung (u,v) — [u,v] = w in Koordinaten geschrieben:

wt = W, vt — I, ,u 1.196
> (w0, o) (1.196)
J

Es handelt sich also um eine C-bilineare Abbildung, wie in den dem Satz 1.6.6
vorausgehenden Bemerkungen diskutiert. Also kann man nach dem im Beweis dieses
Satzes angegebenen Verfahren G konstruieren. |

1.7.4 Transformationsgruppen der Ebene
1.8 Symmetrien von Differentialgleichungen

1.8.1 Prolongationen
1.8.2 Differentialinvarianten

1.8.3 Bestimmende Systeme
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95,1 p,4q,2q4, TP — Yq,yp

96,2 b,q,xq,Yq,Tp,Yyp

98,3 P: 4>, Yq, T, yp, T°p + 2Yq, 2Yp + Y>q

g2.4 4,94

93,5 D, q,Yq

94,6 p,4,Yyq,xp

93,7 p,g;xp +cyq,c # 0,1

933 4,99,9%q

94,9 P4, Y9, ¥4

93,10 p+q7p+yq,2°p + y°q

95,11 P4 Yq TP, y>q

96,12 P, 4, Y4, tp,y>q, ©°p

93,13 p, xp + yq, 2°p + 2xyq

94,14 yq, p, xp, °p + wyq
9r+1,15 q, ¢1(.’E)q, ¢2(1’)q, EEE) (b'r’(m)q? r Z 17 (bl ({L‘) =z
g7‘+2,16 q, ¢1 (‘:C)qa ¢2(I)qa ey ¢T(I)Q) yq,T Z 1a ¢1 (l’) =z

e ®q,xe*q,. .. ,xk"e“'/"”q,p
Gr,17 1<v<L1>1,a, #ay, firv#pu, a1 =1, a, # 0 fir alle v oder
a1 =0, a3 =1, sowie ky <kpj1.7=> (kv +1)+ 1.
e®q,xeq,. .. ,kae“V‘”q,p, yq
Ggr 18 1<v<LI>1, a#aufirv#p, a1 =0, ax =1 sowie ky < kpqa.
r=>(k,+1)+2.

Jri2.19 q,xq,...,x" tq,p,xp +cyq,r > 1
gr+2,20 ¢xq, .., x" g, p,ap+ (ry+a")gr>1
9r+3,21 q,xq7...,xT_1q7yq7p,:Up,r >1
Gr+3,22 ¢, 2q,..., 2" 1q,p,2xp + (r — Dyq,2%p + (r — D)wyq,r > 1
gr44.23 4 7q, 2" g, yq, p,ap, ’p + (r — Dayg,r > 1

93,24 D, ¢, xp +yq

92,25 q,Tp +yq

392,26 p,q

91,27 p

Tabelle 1.1: Transformationsgruppen der Ebene.
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