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1

Algebraische Kurven

1.1 Grundlagen

1.1.1 Definition

Definition 1.1.1. Ein integres Schema X/k, separiert iber einem Korper k
mit dim X = 1 heifst algebraische Kurve iber k. Ist iberdies X/k eigentlich,
so heifst X vollstandige Kurve.

1.2 Morphismen

1.2.1 Allgemeine Eigenschaften

Proposition 1.2.1. Es sei f : X — Y ein nichtkonstanter Morphismus
vollstindiger Kurven. Dann ist f selbst eigentlich, affin, ganz und flach.

Beweis. Da f eigentlich ist, ist fiir jedes y € Y und jede kohdrente Garbe F auf X:
(R £.9)y —>LH” xm. )

Also R? f,F =0 fiir p > 0, denn Xé") = X Xy Oy,y/my ist nulldimensional.

Wir betrachten jetzt die eigentliche Abbildung f' : U — V mit V C Y offen,
affin und U = f~1(V), die durch Einschriinkung von f auf U entsteht. Weiter sei F
eine kohdrente Garbe auf U.

Wir haben die Leray-Spektralsequenz

H?(V,Rf1F) = H* (U, F)
Nach der Eingangsbemerkung ist nun immer RYf,F = 0 fiir ¢ > 0. Weiterhin ist
HP(V, f.F) = 0 fiir p > 0, denn f,F ist kohiirent und V affin. Also ist H'(U,F) = 0
als Grenzwert der Spektralsequenz und damit U nach dem iiblichen kohomologischen
Kriterium affin.

Nun ist aber fiOpy eine kohirente Oy-Garbe, weil f’ eigentlich. Also ist mit
U = Spec (B) und V = Spec (4), der A-Modul B ein endlich erzeugter A-Modul.

Somit ist f eine affine, endliche und als surjektive Abbildung eindimensionaler
integrer Schemata auch flache Abbildung.
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1.2.2 Verzweigungsindex

Es sei f : X — Y ein Morphismus von Kurven und f(P) = @ eine Abbil-
dung von abgeschlossenen Punkten. Weiter sei k(Q) = Oy,g/mg und B =
Ox.p/f*(mg) mit der kanonischen, injektiven Abbildung f*: Oy o — Ox p.

Definition 1.2.1. Mit den eben eingefiihrten Bezeichnunen seiep = ep(f) =
dimy gy B der Verzweigungsindex von f in P

1.2.3 Frobenius—Morphismus

Es sei X = A} der affine Raum iiber einem Korper k& mit chark = p und
A = E[xy,...,x,)], sein Koordinatenring. Das Ideal I C A definiere ein Unter-
schema Y C X.

Wir betrachten die Abbildung

Fi(ry:ooimy) — (@l 0 29) (1.1)

auf den abgeschlossenen Punkten X (k).

Definition 1.2.2. Die so definierte Abbildung F' heifst (geometrische) Frobe-
niusabbildung.

Auf Ringebene wird F' durch den Morphismus

P:A— A oz al (1.2)
gebildet. Es handelt sich um einen Morphismus von k—Algebren.
Essei f=Y ayz] - x; ein Polynom aus A. Dann sei
@ = Z aladt . an (1.3)

Lemma 1.2.1. Es seien f,g € A zwei Polynome. Dann ist (f+¢)@ = f(@) +
g9 und (fg) 9 = f9gl@ . Weiterhin gilt d(f(9) = f9.

Mit I(@ sei das von den f(@ fiir alle f € I erzeugte Ideal bezeichnet. Es gilt
dann

Lemma 1.2.2. Ist k ein perfekter Kérper, so ist die Abbildung g — ¢'9 eine
Surjektion A — A.

Weiterhin ist 119 = {f(@ | f € I'} wobei die rechts stehende Menge bereits
ein Ideal ist, sowie

@([(q)) cricrt

Beweis. Es sei g = ZJanJ. Dann ist ay = bY%, weil k perfekt. Also ist g = h(®
mit h =3, byz’.

Ist f€I'9 soist f=3, gihz(.q). Nun ist aber gi = (¢/)? und damit nach
vorigem Lemma f = (3, g{-hi)(q).

Ist schlieflich f = S a%z’ € 1D mit f = Yayz’ € I, so ist &(fV) =
Salz? = fie1e



1.2 Morphismen 3

Lemma 1.2.3. Es sei k ein perfekter Korper und I ein Primideal von A.
Dann ist auch I'D ein Primideal von A.

Beweis. Es sci f,g € A und f@¢@ € [(9 Dann ist @(f<q)g(q)) = fig9? € I, also
oBdA f € I. Somit ist f¥ e IY und damit I‘? prim.

Weiter sei
V(@ = V(1) = Spec (A/ﬂq)) (1.4)
Fir z4,...,x, € B, mit einer k—Algebra B, gilt
FOf,. . 20) = flar,...,20)" (1.5)
Ist insbesondere @1, ..., x, € kund f(21,...,2,) = 0,s0ist f(O (2%, ... 29) =

0. Der Frobenius F induziert also eine Abbildung F : Y — Y@,
Auf Ringebene hat man die Abbildungen

0—10 —>A—= A/TWD —0 (1.6)

R

0 I A A/T 0

mit ¢(1(@) C 9,

Lemma 1.2.4. Es sei k ein perfekter Korper und & : A — A die oben ein-
gefiihrte Frobeniusabbildung. Dann ist &*(I) d:ef@*I(I) =TI fiir I C A prim
und die Abbildung

{I1CA, prim} Z5 {19 | 1@ C A, prim} (1.7)

ist eine inklusionserhaltende Bijektion.

Beweis. Es sei (9 € &71(I), also &(f9) = f9 € I, also f € I, also f@ ¢ [(@,
Umgekehrt ist fiir (9 € 19 das Bild &(f9) = f7 € 17 C I.

Weiterhin ist * injektiv: Es sei fir I, J C A prim, I = J@_ Mit f € I gilt
fO e 19 =@ also &(f V) = f9 € J, also f € J.

Korollar 1.2.1. Ist k ein perfekter Korper, und I prim, so ist die Abbildung
& A/TD — AJT injektiv.

Lemma 1.2.5. Es sei k perfekt und @ : A — A wie oben sowie I C A prim. Es

sei®: A/ID — A/I auch die Bezeichnung fiir die induzierte Abbildung sowie

die auf den Quotientenkirpern Q(A/ID) — Q(A/I) induzierte Abbildung.
Ist « € Q(A/ID) ganz diber AJID | so ist B(a) ganz iber A/I.

Beweis. Es sei a € Q(A/I'?) und
A" +ad™ 4 a, =0

mit a; € A/TD.
Da &(a;) € A/I, ist P(a) ganz iiber A/I in Q(A/I)
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Proposition 1.2.2. Fs sei @ : A — A und I C A, prim, wie im vorigen
Lemma. Ist dann AJI ganz abgeschlossen in Q(A/I), so ist A/I9 ganz ab-
geschlossen in Q(A/ID),

Beweis. Es sei @ = gé:; € Q(A/I'PD) ganz iiber A/I'D. Dann ist &(a) = (%)q
ganz iiber A/I, also f/g ganz iiber A/I, also f/g =h € A/I, also f = gh in A/I.
Damit ist f@ = g@hD in A/TD also a = f9 /gD = h®D € A/TD also A/TD

ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkoérper.

Proposition 1.2.3. Es sei ®: A — A und I C A, prim, wie oben. Dann ist
A/T ganz iiber AJI9 unter der Einbettung & : A/I9 — A/I.

Beweis. Es gilt fiir z; + I € A/I, daB (z; + I)? — ®(x; + I'D) = 0 ist. Also ist A/T
ganz iiber A/ID.

Korollar 1.2.2. Es gilt fiir die Krulldimension
dim A/T = dim A/ 19 (1.8)
Korollar 1.2.3. Ist A/I ein Dedekindring, so gilt dies auch fir A/1(9).

Proposition 1.2.4. Es sei C' eine algebraische Kurve tber einem perfekten
Korper k mit chark = p. Es sei F : C — C9 der geometrische Frobenius-
morphismus.

Dann gilt

1. Man hat ein Dreieck

K(C)

N

K(C)

K(C) (1.9)

2

2. Es ist [K(C) : K(C)?] rein inseparabel vom Grad q.

Beweis. 1. Es sei A = k[z1,...,2s] und K(C) = Q(A/I) mit einem Primideal
I C A. Esist dann K(C?9) = Q(A/I?).

Die Abbildung @ : K(C'?) — K(C) wird nun von der injektiven Abbildung
& : A/TI'D — A/I induziert.

Ein Element f + I € A/I9 kann als ffq) + 19 geschrieben werden und man
hat &(f + ID) = f2 + 1. Also ist $(K(C?)) C K(C)?. Weiterhin ist z? + I =
&(z; + I'?) und somit und wegen der Perfektheit von k auch @ : A — A? surjektiv.
Damit ist auch ¢(K(C?)) — K(C)? surjektiv, also & : K(C?) — K(C)? der
behauptete Isomorphismus.

2. Es sei K(C) = k(z,y) mit y separabel iiber k(z). Eine solche Darstellung kann
man immer finden, denn weil k perfekt, enthilt jedes endliche Erzeugendensystem
von K (C) eine separierende Transzendenzbasis.
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Es ist dann weiterhin K(C)? = k(z?,y?) und damit K(C)/K(C)? rein insepa-
rabel, da fiir jedes z € K(C) immer z? € K(C)? ist. Betrachte nun das Diagramm

N
SN

q
k(x,y?)

\/

Da ¢ eine separable Erweiterung darstellt, ist auch die Erweiterung ¢ mit k(z,y9)
separabel. Andererseits ist 1) o @, nach dem eben Bemerkten, eine rein inseparable
Erweiterung. Also ist die Inklusion ¢ die Identitit und K(C) : K(C)? = k(z,y?) :
k(z?,y?).

Die Einbettung ~ ist separabel vom Grad d, dem Grad des Minimalpolynoms

(1.10)

von y iiber k(z), und p ist rein inseparabel vom Grad g. Die Erweiterung « ist rein
inseparabel vom Grad ¢’ < ¢ und v ist vom Grad d’ < d, wie man erkennt, indem
man das Minimalpolynom G(y,z) von y iiber k(z) zur g—ten Potenz erhebt. Aus
der Multiplikativitdt von Separabilitdts— und Inseparabilititsgraden folgt, daf fiir
den Separabilititsgrad d’ < d von v die Beziehung d”’ > d gelten muf}. Also ist
d'=d =dund ¢ = q.

1.3 Riemann—Roch

Lemma 1.3.1. Es sei X/k eine algebraische Kurve und D ein Divisor auf
X. Dann ist dquivalent

a) D hat keine Basispunkte.
b) Fiir jeden Punkt P € X ist dim HY(X,0x (D — P)) < dim H°(X, Ox(D)).

Beweis. Es ist P ein Basispunkt fiir D, wenn fiir jedes s € Ox(D)(X) immer
sp € mPO)((D)p gilt.
Betrachte nun mit mp = Ox (—P) die exakte Sequenz

0—0x(—P)—= O0x = k(P)—0
Tensorieren mit Ox (D) und Bilden der globalen Schnitte I'(X, —) ergibt
0— O0x(D - P)(X)— 0x(D)(X) = k(P)

Genau wenn P ein Basispunkt von D ist, wird jeder globale Schnitt s € Ox (D)(X)
auf s(P) = 0 abgebildet. Genau dann ist die Abbildung links surjektiv, also dquiva-
lent H°(X,0x(D — P)) = H°(X,0x(D)).
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1.4 Differentialmodule

Es sei im folgenden B/A/k eine separable Erweiterung von geometrischen
Dedekindringen und M ein B—Modul.

Lemma 1.4.1. Fiir einen B-Torsionsmodul M und mazimale Ideale ¢ C B
tiber p C A gilt die Beziehung

len Mq = dimk(p)(M XA k(p))q (1.11)
Beweis. Es gilt ja mit B’ = By eine Gleichheit My = >, B'/(qB’)%. Aus
dimyp) o’ B'/q’ " B’ = dimyp) B'/q = f(k(a)/k(p)) =
folgt die Behauptung

Lemma 1.4.2. Es seien q C B tber p C A zwei mazimale Ideale. Weiter sei
A" = A, und B' = By.

Dann st

Qp1a®ak(p) = 2par @ar k(p)

Ist B/A wie oben und A ein diskreter Bewertungsring, so existiert ein
monisches f(T) € A[T] mit B = A[T]/(f(T)).
Lemma 1.4.3. Es sei B = A[T)/(f(T)) wie oben. Dann ist

2p1a = AT/ (f(T), f(T))dT (1.12)

Es sei B = A[T)/(f(T)) = AJt] mit den obengenannten Bezeichnungen

und es sei

F(T) = 11T =z € k(p)[T]
das Bild von f(T') unter A[T] — k(p)[T] mit z; € k. Dann sind die Primideale
von B iiber p gleich

pB=]]a

und es ist e; der Verzweigungsgrad bei g; der Abbildung A — B.
Weiterhin ist mit k = k(A4) = k(p)

es ist

2pja ®a k(A) = k[T ]/(f( ), f'(T ))
_@k / T — ;)" vJF/(T)):

=@ kT [ (T — ), (T — 2:) " T(T = )

% VE

— @ k[T (T — )%, e;(T — ;)" ") (1.13)

i
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(beachte: a(T)(T — ;)¢ +b(T)(T — ;) = 1 mit geeigneten a(T),b(T)). Ist
char k 1 e; fiir alle i, so ist dies gleich

@km/ (T — 2;)% ) (1.14)

wobei
kK[T)/ (T = 2:) ") = (2p14)q; @4 k(A) (1.15)
also
dimy(4)(£2pja)q; ®a k(A) =e; — 1 (1.16)
ist.

Proposition 1.4.1. Ist f : X — Y ein separabler Morphismus nichtsin-
guldrer Kurven, so ist {2xy ein Ox—Torsionsmodul. Es gilt dann

Oxpy =Y Oxp/mF! (1.17)
Pex
wenn chark tep fir alle P € X.

Beweis. Lokal ist f gegeben durch eine Erweiterung von Dedekindringen B/A
mit Quotientenkérpern L/K und U = Spec (B) C X sowie V = Spec(A) C Y.
Betrachte das cartesische Diagramm

B®a K

B/ \K
N

Aus dem Diagramm folgt 2514 ®p L = 21k = 0 weil L/K separabel. Also ist
2|4 ein B-Torsionsmodul und damit auch 2x|y ein Ox-Torsionsodul

Die Behauptung folgt dann aus den vorangegangenen Uberlegungen iiber B—
Torsionsmoduln M im allgemeinen und den Modul 25,4 ®a k(A) im besonderen.

1.5 Hurwitz—Formel

Es sei f : X — Y eine Abbildung vom Uberlagerungsgrad n von nichtsin-
guldren Kurven iiber k. Weiter seien gx und gy die Geschlechter von X und
Y, sowie ep fir P € X der Verzeigungsgrad von f bei P. Es gelte chark { ep
fir alle P € X.

Proposition 1.5.1 (Hurwitz). Mit den obigen Begriffen gilt:

(29x —2)=n(2gy —2)+ »_(ep — 1)
PeX
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Beweis. Es ist {2x, und 2y lokal freier Ox— bzw. Oy-Modul (Linienbiindel).
Weiter ist x|, = Ox(Kx) und £2y |, = Oy (Ky) per definitionem.
Man hat die Sequenz

0— f*.Qy‘k — QX|k — QX\Y —0

Nur die 0 links ist zu begriinden: Ist lokal Oy,;, = Aund Ox . = B, soist 2y ,, = A4
und {2x,, = B. Man hat also links eine B-lineare Abbildung B ®4 A — B. Gébe
es einen Kern, so hétte man 0 -+ b — B — B mit b 2 (0). Also B/b — B.
Betrachtet man Assg auf beiden Seiten, so stiinde links mp und rechts (0). Da aber
Ass B/b C Ass B wire das ein Widerspruch. Also steht links die 0. (b = B ist
ausgeschlossen, da sonst 2x|y,, = {2x, = B und damit {2x|y keine Torsionsgarbe
wire).
2%y ist eine Torsionsgarbe

ep—1
2x)y = E Ox,p/m%’
Pex

mit Trager den Punkten P € X fiir die ep > 0 ist.
Man tensoriere nun die obige Sequenz mit Q;(‘lk und erhalte

0— Q;ﬂlk ®f*9y|k —- 0x — .Qx|y —0

Der supp {2x|y ist gleich dem effektiven Divisor R =, (ep — 1)P.
Dann ist Q)_(‘Ik ® f* 2y = Ox(—R). Also wenn man deg anwendet

—(29x —2)+n(29y —2) = — Z(ep -1
PeX
also

(29x —2) =n(29y —2)+ Y (er —1)

Das ist die Hurwitzformel.
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Geometrie der elliptischen Kurven

2.1 Weierstral3l—Normalform

Es sei X/k eine algebraische Kurve vom Geschlecht g(X) = 1 iiber einem
algebraisch abgeschlossenen Korper k.

Lemma 2.1.1. Es set D = P + Q ein Divisor auf X. Dann definiert D eine
2 — 1 Uberlagerung X — IE”,l€

Beweis. Wegen (D) = degD + 1 — g = deg D fiir deg D > 1 (beachte deg K =
29 —2=0) ist I(D — R) < (D) fiir jeden Punkt R € X, also D basispunktfrei. Es
gibt also eine nichtkonstante meromorphe Funktion f € K(X), die hochstens P und
Q@ als Pole aufweist. Ein einfacher Pol einer solchen meromorphen Funktion kann
nicht vorkommen, da sonst X 2 P}, wire. Also ist P+Q = f~*(c0) und W+ f(W)
definiert eine 2 — 1 Uberlagerung X — Pj.

Lemma 2.1.2. Es seien P,Q € X zwei Punkte auf X. Dann existiert ein
Isomorphismus o : X — X mit Q = o(P), 0? =idx und R+ c(R) ~ P+ Q.

Beweis. Setze D = P+Q und erhalte nach vorigem Lemma eine 2 —1 Uberlagerung
7 : X — Pi. Die Punkte P und Q sind die Urbilder von co € P. Die Uberlagerung
7 definiert eine Korpererweiterung k(z) C K(X) mit k(z) = K(P;) vom Grad 2.
Es gibt also einen Kérperautomorphismus o’ : K(X) — K(X) iiber k(z). Dieser
korrespondiert mit einem Kurvenmorphismus o : X — X mit 7 o 0 = 7. Also ist
o(P) = Q und o(Q) = P, sowie generell 6% = idx, weil ¢'* = idg(x)-

SchlieBlich ist fiir jedes R € X immer 7(R) = w(c(R)) = W € P}, also R +
o(R) = 7 *(W). Aufgrund allgemeiner Sitze iiber Divisoren auf Kurven ist damit
schon R+ o(R) ~ 77 (c0) = P + Q gezeigt.

Lemma 2.1.3. Es sei X wie oben und f1, fo : X — P} zwei2—1 Uberlagerun-
gen. Dann existieren immer Automorphismen o : X — X und 7 : P}, — Py,

so dafs
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X—2-X

J

P! =P}

kommutiert.

Beweis. Man wendet zunichst Automorphismen 7 und 72 an, so daf} fi und fo
iiber co verzweigt mit Verzweigungsindex 2 sind. Es ist also dann f;'(co) = 2P;
mit P; € X. Wéhle dann nach vorigem Lemma ein o : X — X mit o(P1) = P». Man
kann dann also annehmen, da8 f;'(co) = 2P = f; !(P) ist. Es werden also dann
f1, f2 durch meromorphe Schnitte &1,&2 von Ox (2P) gegeben, fiir die &(P) = oo
ist. Da {(2P) = 2 ist, gibt es also immer Konstanten a,b € k mit £; = a&; + b und
somit unterscheiden sich f1 und f2 um einen Automorphismus 7(z) = az+0 fiir eine
Koordinate z von P} mit z(co) = oo.

Proposition 2.1.1. Es sei X eine Kurve, wie oben. Dann exisiert eine abge-
schlossene Immersion
it X — P}
fir die i(X) = V(f) mit A € k und einem Polynom
flay) =y —a(e —1)(z — )

ist, wobei V (f) fiir den Abschluf in P der affinen Verschwindungsmenge von
[ in A2 C P steht. In diesem Abschluf tritt noch ein Punkt i(Py) = [0:1: 0]
2u V(f) hinzu.

2.2 Gruppengesetz

2.3 Isogenien

Es seien (E1,O1) und (E3, O2) zwei elliptische Kurven tiber K.

Definition 2.3.1. Es sei f : E1 — E5 ein Morphismus von algebraischen
Kurven iiber K mit f(O1) = Oy. Dann heifit f eine Isogenie von E; nach Fs
iiber K und Ey und Es heifflen isogen.

Proposition 2.3.1. Es sei f : Ey — FEs eine Isogenie. Dann ist f sogar ein
Gruppenhomomorphismus, also

f(P+Q)=f(P)+ f(Q) (2.1)
fir alle P,Q € Fy. Anders gesagt

x5 e B, (2.2)

[ . =

E, E,

kommutiert.
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Beweis. Die Abbildung h = p2o (f, f) — fou1 : E1 X E1 — E» hat die Eigenschaft
h(P,0) = h(0, P) = 0 fiir alle P € E1. Da E; eigentlich ist, folgt nach dem , Rigidity
Lemma“, da h(P, Q) = 0 fiir alle P,Q € Ei.

Lemma 2.3.1. Es scien f : E1 — Eo und g : E5 — E3 Isogenien. Dann ist
auch go f: By — Ej3 eine Isogenie.

Lemma 2.3.2. Die Abbildung —idg : P — —P ist eine Isogenie auf der
elliptischen Kurve E.

Esseien f, g : By — FEy zwei Isogenien. Dann sind auch f+g = poo(f,g)oA
mit A : By — Ej x Ey, der Diagonaleinbettung, und — f = —idg, o f Isogenien.

Proposition 2.3.2. Die Menge Homg (E1, Es) der Isogenien iiber K von F;
nach Es ist eine abelsche Gruppe.

Anmerkung 2.3.1. Mit End g (E) bezeichnen wir Homg (F, E) und mit Aut g (F)
die f € Endk (E) fiir die ein g € Endg (F) existiert mit fog=go f =idg.

Es sei F eine elliptische Kurve. Dann sei [0] : E — E die Isogenie f(P) =
Og und [N]: E — E definiert durch [N] = [N — 1] 4+ idg. fiir alle N > 0 und
durch [N] = —[-N] fiir N < 0.

Definition 2.3.2. Die Isogenie [N]: E — E heifst Multiplikation mit N.

Lemma 2.3.3. Es sei E eine elliptische Kurve und [2] : E — E die Multipli-
kation mit 2. Dann ist [2] surjektiv und es gibt P # Og € E mit 2P = 0.

Proposition 2.3.3. Die Isogenie [N] : E — E ist fiir alle N > 1 von Null
verschieden und surjektiv.
Beweis. Es sei N = 2N’ und N’ P # 0. Nach vorigem Lemma ist P = 2Q und
damit NQ = N'2Q = N' P # 0.

Es sei N = 2N’ + 1. Wiire N P = 0 fiir alle P, so wire 2N’ P = —P fiir alle
P € P. Sei nun 2 P = 0 mit P # Og, so folgte —P = O, Widerspruch.

2.4 Invariantes Differential

Es sei E eine elliptische Kurve mit y? = 2% + Az + B als WeierstraBgleichung.

Dann ist p
T
W= € Crm

ein invariantes Differential, das heiflt fiir jedes P € X ist Tpw = w

Proposition 2.4.1. Es sei E eine elliptische Kurve mit Gruppengesetz | :
E x E — E. und Projektionen p; : E x E — FE miti=1,2.
Dann gilt die Gleichheit

piw + phw = i'w (2.3)

in Qg (ExE)k-
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Proposition 2.4.2. Es seien f,g: Ew — E5 zwei Isogenien elliptischer Kur-
ven. Dann gilt fiir ein invariantes Differential w € Qg (p,)x die Beziehung

(f+9)w=fwtgw (2.4)

n )k

Beweis. Betrachte das Diagramm:

Ey (2.5)
|
F1 x Eq
P1 a1
Ey Er
[P PR
Es By
FEs x Es
i/u
B,

Esist (f +¢)*"w = A"H*p*w. Nun ist nach voriger Proposition
H"(p'w) = H" (p3w + qaw) = pi f'w + qig"w (2:6)
und deshalb
A'H y (w) = A'piffw+ A'¢lg'w= ffw+g'w (2.7)
Es folgt die Behauptung.

2.5 Duale Isogenien

Proposition 2.5.1. Es sei (E,Og) eine elliptische Kurve und Pic’(E) die
Gruppe der Divisoren vom Grad 0 auf E. Dann ist die Zuordnung

&p: E — Pic’(E), P+ [P]—[0g] (2.8)
ein Gruppenisomorphismus

Definition 2.5.1. Es sei f : By — Es eine Isogenie elliptischer Kurven. Das
Diagramm

PicO(El)g— B (2.9)

Ey
f*T fT
PicO(Eg)ﬁ E,

E2

definiert eine Isogenie f: FE5 — Eq, die duale Isogenie.
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Es sei E/k eine elliptische Kurve iiber dem Korper k. Weiter sei
w:Exy E—FE (2.10)
der Morphismus der Addition auf der elliptischen Kurve.
Es seien p1,ps : E X, E — E die kanonischen Projektionen auf den ersten

und zweiten Faktor und es sei £ = £(D) das Linienbiindel auf F zu einem
Divisor D auf E vom Grad deg D = 0.

Lemma 2.5.1. Es sei

£ € Pic’(E) (2.11)
Dann gilt mit obigen Bezeichnungen die Beziehung
pwL=piLepsL (2.12)

Beweis. Wir zeigen zuniichst, da8 ;"L ® (piL£)~! auf den Fasern p, '(P) = E x P
fiir einen Punkt P € E immer trivial ist, also

(WL ®®L)™") |exp = Opxp (2.13)

ist.
Es ist nimlich p*L|gxp 2 75L|E, wobei 7p : E — E die Abbildung Q — P +Q

ist.
Weiterhin ist (piL) |Exp = L£|g. Nun ist aber der Divisor D, der zu £ gehort

vom Grad 0, also
D:Znipi, an =0 (2.14)

Damit ist 7p(D) = >, ni(P; — P) ~ >, n:P; = D. Also ist 7pL = £ auf E und
damit (M*L ® (pfﬁ)fl) |[Exp = Opxp wie behauptet.
Nach den Halbstetigkeitssdtzen ist dann

WL @iL) =pN (2.15)

mit einem zunéchst unbekannten Linienbiindel N auf E.

Wir betrachten nun (p3N)|pxe. Es ist u*Llpxe = 7pL|e = Ll = p3L|pxE.
Weiter ist piL|pxe = OpxE, da pfl(P) = P x E ist. Also ist psN|pxe = p5L|pxE
fiir alle P € E und damit
pL®PiL) " =piL (2.16)
was offensichtlich dquivalent zur Behauptung ist.

Siehe zur Veranschaulichung der einzelnen Abbildungen und Einschriankungen
auf die Fasern auch das folgende Bild:

E P x FE ExFE

D2
ExP
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Proposition 2.5.2. Es seien f,g: E1 — FEs zwei Isogenien. Dann ist
(f+or=7+3
Beweis. Es ist zu zeigen, daf fiir jedes £ € Pic®(E2) immer
(f+9)L=[LBoy gL

ist.
Betrachte das Diagramm

E; (2.17)
|
Ey x Eq
p1 a1
Er Ey
[ PR
Es k>
Es> x Es
!
Es

Es ist

(f+9)L=A"HWL=AH" (p:£ ®qL).
Weiterhin ist aber auch ppo Ho A= fopio A= fund ggoHoA=gogq 0A =g.
Also A*H*p3L = f*L und A*H* g5 L = g* L. Insgesamt also

A"H* (p3L @ g3L) = f L RgL

2.6 Weilpaarung

Es sei E/K eine elliptische Kurve und [m] : E — E die Multiplikation mit m.
Wir wollen fiir S,T € E[m] eine Weilpaarung e(S,T') € p,, (K) definieren.
Die Details der Definition der Weilpaarung sind am einfachsten riickwarts
zu merken:
Wir wollen fiir ein S € E[m] eine Funktion g(X) € K(E) definieren, die
von einem T' € E[m] abhéngt und fiir die

(9(X +5)/g(X))™ =1

gilt. Es wird dann e(S,T) = g(X + 5)/g(X) eine m-te Wurzel in K, die
Weilpaarung von S und T sein. Eine solche Funktion g ist zum Beispiel eine,
die
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9(X)™ = f([m]X)

fiir eine geeignete Funktion f = fr erfiillt, denn es ist dann ja
9(X +8)" = f(Im](X + 5)) = f(Im]X) = g(X)™

Wir brauchen also eine Funktion f(X), so dafl man aus f([m]X) die m-te
Wurzel in K (F) ausziehen kann.

Diese ist aber durch div(f) = m[T] —m[0] = m ([T] — [0]) definierbar. Es
ist ja mit einem 77, fiir das [m|T" =T gilt

divf(m]X)=m | > [T'+W]- >  [W]]|,

WeE[m] WeE[m]

da man fur div f([m]X) die Urbilder von T und 0 unter [m] aufzusuchen hat.
Zwei Urbilder [m|T" = T und [m|T"” = T unterscheiden sich dann um ein
T —T" mit [m](T" — T") = 0. Daher die obige Formel.

Nun definiert aber schon der Divisor

Dy= > [T'+W]- Y W]
WeE[m] WeE[m]

eine Funktion g = gp, denn die Summe der Punkte der Divisoren addieren
sich zu O € E, weil [m?]T" = 0 und auch die Koeffizienten addieren sich zu
0€Z.

Fiir diese Funktion g mit divg = D, gilt dann unser gewiinschtes

Definition 2.6.1. Die Abbildung
e: Elm] x E[m] = pim, (S,T)—e(S,T)
ist die sogenannte Weilpaarung.
Proposition 2.6.1. Die Weilpaarung erfillt folgende Beziehungen:

1. Bilinearitdt:

e(S+5,T)=e(S,T)e(S",T)
e(S,T+T'") =e(S,T)e(S,T)
fir S, 8", T,T" € E[m].

2. Antisymmetrie:

e(S,T) =e(T,S)!
fir S, T € Elm].
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3. Vertriglichkeit mit der Galoisoperation von G|k
e(S,T)7 =e(S7,1T7) (2.18)
fiir o € Ggg und S,T € E[m].
Beweis. 1. Es ist zunichst
e(S+58',T)=gr(X+S+5)/9r(X) =
= (9r(X + 5+ 5)/gr(X +8)) (9r(X + 8)/gr(X)) = (8", T)e(S, T)
denn es ist g7 (X + S+ 5")/9r(X +S) = gr(Y + 5") /g7 (Y) = e(S', T).

Weiterhin ist gr 7/ (X) definiert durch den Divisor

SN TH+T +wWj— > W)=

WeE[m] WeE[m]

SO+ T +w =S +wh+ O[T +wl =S W)

w w w w
fiir [m])T = T und [m]T’ = T". Das ist aber der Divisor von gr(X —T")g7+(X), also
gilt B
941 (X) = cgr(X = T")gr (X)
und somit
e(S, T +T') = grir/ (X + 8)/grir/ (X) =
= gr(X = T"+ 8)/gr(X = T')gr (X + 8) /g7 (X) = e(8, T)e(S, T").
2. Es gilt nach 1.
e(S+T,5+T)=e(S,S)e(S,T)e(T,S)e(T,T).

Also geniigt es zu zeigen, dafl e(T,T) = 1 fiir alle T' € E[m] ist.
Betrachte die Funktion

w(X) =g(X)g(X +T") - 9(X + (m — 1)T")
mit g(X) = gr(X) und [m|T" = T. Es ist

W(X)™ = fr(mX) fr(mX +T) - fr(mX + (m — 1)T)
Nun ist aber mit v(y) = fr(y)fr(y+71)----- fr(y + (m —1)T) auch
divo = 3 (X +iT)" (m(([T] — o) = m S (1 —)T] - [~4T]) = 0
i=0 i—0

Also ist v(y) = ¢ konstant, also w(X)™ = v([m]X) = ¢ ebenfalls konstant. Damit
ist auch w(X) konstant und wir haben

w(X) =w(X +T.

Streicht man die rechts und links gleichen Terme g(X + ¢T”) so entsteht g(X) =
g(X +1T), also e(T,T) = 1, was zu beweisen war.
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Elliptische Kurven iiber lokalen Koérpern
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Elliptische Kurven iiber globalen Kérpern
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