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Etale Morphismen

1.1 Allgemeines

Definition 1.1.1. Es sei A ein noetherscher kommutativer Ring und C =
Alz], sowie g(x) € C ein monisches Polynom. Weiter sei

B = Alz]/(g(x))

und B’ = By mit b € B, so daf das Bild von ¢'(x) unter der kanonischen
Abbildung C — B’ eine Einheit in B’ ist.

Dann heifie der Ring B' mit A — (A[x]/(g9(x))), = B’ standard-etale
itber A.

Proposition 1.1.1. Es sei A — B eine standard—etale Ringerweiterung.
Dann ist f : Spec (B) — Spec (A) ein etaler Morphismus.

Proposition 1.1.2. Es sei f : X — Y eine etale Abbildung mit f(x) =y fir
reXundyeY.
Dann gibt es offene affine Umgebungen V. = Spec(A) 3 y und U =
Spec (B) 3 x mit
jc—> 41( (1.1)
f

V=Y

so daf$ die Abbildung A — B, die durch U — V induziert wird, standard—etale
15t.

Beweis.
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Grothendieck—Topologien

2.1 Allgemeines

Definition 2.1.1. Fine Grothendieck—Topologie T' besteht aus einer Katego-
rie C = CatT (mit Faserprodukten) und einem System von Familien von
Abbildungen, genannt Uberdeckungen Cov T .

Dabei ist ein Element von Cov T, genannt eine Uberdeckung von V, eine
Familie (f; : Uy = V)ier von Morphismen f; € Homg(U;, V).

Diese sollen folgende Bedingungen erfiillen

1. Jeder Isomorphismus f : U — V ist eine Uberdeckung (f : U — V) €
CovT.

2. 8ind (gi; : Uiy — Vi)ij und (f; : Vi = W); alles Uberdeckungen, so ist
auch die Komposition (f; o gi; : Uj; = W);; eine Uberdeckunyg.

3. Ist (f; : Uy — V); eine Uberdeckung und g : W — V' ein Morphismus in
C, so sind auch die Basiserweiterungen mit g, also (f! : U; xy W — W);
eine Uberdeckung von W.

Definition 2.1.2. Eine Familie von Morphismen (f; : Uy — V), ist ein ef-
fektiver Epimorphismus, wenn fir jeden Funktor Fz(—) = Hom(—, Z) die
Sequenz

Fz(V) —=1lic; F2(Ui) == 11 je; F2(Ui xv Uj) (2.1)

exakt ist, also die linke Abbildung eine Bijektion in den FEqualizer der beiden
rechten Abbildungen ist. Anders gesagt: Es seien s; € Fz(U;) gegeben, fiir die
pi(si) = p3(s;) fir alle i,j ist.
Dabei seien

pliUi XvUj—>Ui
und

pg:Ui XvUj*)Uj
die kanonischen Projektionen. Dann gibt es genau ein s € Fz (V') mit f}(s) =
Si.



4 2 Grothendieck—Topologien

Definition 2.1.3. Es sei (f; : U; — V), ein effektiver Epimorphismus. Ist
dann fir jedes W — V auch (f! : Uy xy W — W), ein effektiver Epimor-
phismus, so heifit (f;); ein universeller effektiver Epimorphismus, abgekiirzt
uekE.

Proposition 2.1.1. Es seien (f; : Uy — V); und (f} : U} — V'); zwei univer-
selle effektive Epimorphismen. Dann ist auch die Vereinigung

ein universeller effektiver Epimorphismus.

Proposition 2.1.2. Es seien (gi; : U;jj; — Vi)ij und (f; 1 Vi = W) universelle
effektive Epimorphismen. Dann ist auch die Komposition

(hij = fiogij : Uij = W)ij
ein universeller effektiver Epimorphismus.

Beweis. Es sei F' = Fz und ein System (s;; € F'(Us;)) von beziiglich h;; kompatiblen
Schnitten gegeben. Es ist also

(hi)" (si5) = (hiz)" (sk1)

mit hj;, hy, aus folgendem Diagramm:
Uij xw Un (2.2)
Ui; Ust
hij hii
w
Aus dem Diagramm:
, Uij xw Usjr (2.3)
h', n'’
*J t, . N
133
Uij Uij xv; Uy Uijr
Ui; 9::;" 91 Uij’

liest man ab
(gi51)" (s15) = 550 (hi5)" (sig) = tijy (Ri5)" (s150) = (9i5)" (si50) (2.4)

Die s;; sind also kompatibel beziiglich des effektiven Epimorphimsus
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(9i5 : Uiz = Vi);
und es existiert damit ein s; € F(V;) mit
935 (i) = sij.

Wir zeigen nun, dafl die s; zu einem s € F(W) verkleben, fiir das

fi*(s) = Si
gilt.
Betrachte dazu das Diagramm:
Uij xw Uy (2.5)
Uij xw Vi Vi Xw Uk
Vi xw Vi
\ / k %
Vi

Es sei

Weiter ist nach obigem

Man setze

Es ist dann

(g;;kl)*(ségk) = (g;;kl)*(g;czj)*fz/*k(sl) = (gigkl)*(fz’;k)*g; (8:) = (gigkz)*(ﬂ;k)*(s”) =

= (g;c,l,ij)*(fllc/l,i)*(skl) = (g;c/l,ij)*(flgl,i)*gzl(sk) = (gvg;',kl)*(g;c,ij)*(fllc,i)*(sk) =

= (gige1) " (Gr,i)" (5%) = (95,00)" (Skij)
Da, die (g ;) ein System von ueE sind, ist deshalb auch
(g;c,ij)*(sg) = uk Slm = (gllv,ij)*(s;v)
Nun sind aber auch die (gj, ;;) ein System von ueE und es ist deshalb
fz/*k(sl) = 5; = S;C = fllc*z(sk)

Damit verkleben die s; entlang des ueE (f; : V; — W); zu dem gesuchten s € F(W).






Limites

3.1 Allgemeines

Es seien I und C Kategorien und F : I — C ein (kovarianter) Funktor. Jedes
Objekt X aus C definiert einen Funktor

cx I — C, Cx(i) = X, Cx(i — _]) =idx (31)

Die Zuordnung
X — Homyyy(F, cx) (3.2)

definiert einen kovarianten Funktor
limF: C — Sets (3.3)

Dieser Funktor ist darstellbar, wenn ein Objekt hﬂ F aus C existiert, fiir das
man einen Isomorphismus von Funktoren

Homgy, (Fcx) = Homc(liﬁ; F,X) (3.4)
aufgefafit als Funktoren X — Homg,, (F, cx) und X — Homc(lig F, X), hat

Definition 3.1.1. Man nennt li_rr}F, wenn es existiert, den direkten Limes
von (F,I).

Aus der Definitionsgleichung (3.4) entnimmt man fiir X = lim F' die Exi-
stenz von Morphismen F; — Lim F', so daB fiir ¢ : i — j aus Hom;y(i,7) die
Beziehung

ling F (3.5)

./F¢ X .
F(i) SR )

gilt.
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Dual entsteht fiir den kontravarianten Funktor in X

HmF : X — Homyp(cx, F) (3.6)

ein darstellendes Objekt @F in C mit dem Isomorphismus von Funktoren
in X

Homyyy (cx, F) = Home (X, Jim F) (3.7)
Definition 3.1.2. Man nennt ].(iLnF, wenn es existiert, den inversen Limes
von (F,T).
Wieder entnimmt man aus der Definitionsgleichung (3.7) fiir X = lim F' die
Existenz von Morphismen lim F' — Fj, so daB fiir ¢ : i — j aus Hom;y (i, 7) die

Beziehung
lim F (3.8)

gilt.

Anmerkung 3.1.1. Die Limites sind als darstellende Objekte eindeutig, bis auf
einen eindeutigen Isomorphismus, bestimmt.

Proposition 3.1.1. Fiir C = Sets existiert hgﬂF

Beweis. Es ist
lim F = [[F/ ~ (3.9)
i€l

wobei ~ die Aquivalenzrelation in 11, Fi ist, die von den Elementen

{(ti(2),5(v) | = € Fi,y € Fj,y = F(¢)(x),¢: i — j in Homy(i,5)}  (3.10)

mit ¢} : F; — I;cr Fi erzeugt wird.

Proposition 3.1.2. Fiir C = Ab existiert lim F'.

Beweis. Es ist
lim F = P Fi/R (3.11)
i€l

wobei R der Relationenmodul in EB F; ist, der von den Elementen

iel
{L;(y) - L;(‘Z’.) | S F’ivy € Fjvy = F((ZS)(IE),(ﬁ iy _>.7 in HOIII[(’L,])} (312)
mit ¢} : F; — P, c; Fi erzeugt wird.

Im Fall C = Sets bedeutet die oben eingefiihrte Relation x ~ y fiir x € F;
und y € Fj, dafl ein Diagramm in I existiert
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r—1 jr
~ N
lr—1 (23

j (3.13)

Vawa

mit F;, = F; und F; = Fj sowie Elemente z;, € F;, undy;, € F; mitz;, =x
und z;, =y, so dafl F, angewandt auf dieses Diagramm eine entsprechende
Kette von Abbildungen der z;,,y;, induziert:

Yja Yjo e Yjr_a Yj..

T = Ti, Liy T Lip_q Li, =Y

Definition 3.1.3. Besitzt die Kategorie I fiir ein Paar (i,7) von Objekten
aus I eine Kette wie in (3.13) mit i = ip und j = i, so nennt man diese
Kette eine Verbindung von ¢ und j der Lénge r.

Besitzt in einer Kategorie I jedes Paar (i,j) eine Verbindung, so heifle I
zusammenhangend.

Definition 3.1.4. Fiir eine Indexkategorie I seien folgende Bedingungen de-
finiert:

(L1) Fiir Morphismen in I
J (3.15)

/

?

N

k
existieren (j — 1) € Homy(j,1) und (k — 1) € Hom(k,1), so daf8

i/j\l
N

(3.16)

kommutiert.
(L2) Fiir Morphismen in I

i (3.17)

existiert ein Y : j — k mit

wO(bl :’(/)O¢2 (318)
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(L3) I ist zusammenhdingend

Erfiillt eine Indexkategorie I die Bedingungen (L1) und (L2) heifle sie pseu-
dofiltriert, ist sie pseudofiltriert und zusammenhdngend, so heifle sie filtriert.
Ist die duale Kategorie I° filtriert, so heiffe I kofiltriert.

Proposition 3.1.3. Es sei C = Sets und F, I wie oben. Die Kategorie I
erfiille die Bedingungen (L1) und (L2).
Dann gilt ¢ ~y mit x € F;, y € F; genau dann, wenn ein k € I existiert
mit i — k < j und
F(i— k)(z) = F(j — k)(y)

Beweis. Nach obigem ist x ~ y dquivalent zur Existenz einer Kette von Morphismen
1=100 > Jo4 11 = j1éla = i =]

und Elementen z;, € F;, , y;, € F;, mit x = z;, und y = =;,, so dal F(—),
angewandt auf diese Kette eine Reihe von Abbildungen der Elemente

T =Ty = Yjo < Tiy = Yjy & LTig =+ Ti,. =] (3.19)

stiftet.

Fiir r = 1 ist der Satz damit schon gezeigt, es ist £ = jo.

Fiir beliebiges r folgt aus (3.19), dal x;, ~ x;, mit einer Verbindung der Linge
r — 1. Induktiv kann man also die Existenz eines k' € I und Morphismen (i; — k')
sowie (i — k) mit

F(iy — k') (2i,) = F(ir — k') (24,.) (3.20)

annehmen.

Man betrachte nun das Diagramm

/\k,
NAWAN

wobei die oberste Raute wegen (L1) (bzw. wenn jo = k' wegen (L2)) existiert. Aus
ihm liest man ab

(3.21)

F(io = k)(zi,) = F(jo — k)F(io = jo)(ziy) = F(jo = k)F (i1 = jo)(xiy) =
=F(k' = k)F(iy = k) (zs) = F(k' = E)F(ir = k') (zs,) = F(ir = k) ()
(3.22)

womit der Schlufl von r — 1 auf r vollzogen ist.

Definition 3.1.5. Es sei F die Funktorkategorie Hom(I, Ab)
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Proposition 3.1.4. Die Kategorie F ist eine abelsche Kategorie und die Ab-
bildung
FeFr— hﬂF (3.23)
I

ist ein rechtsexakter Funktor von F nach Ab.

Beweis. Wegen Hom Ab(li_r>n1 F,X)=Homr(F,cx) ist F — li_n% F ein linksadjun-
gierter, also rechtsexakter Funktor von F nach Ab.

Proposition 3.1.5. Es ¢ibt fir C = Ab und I, sowie F, wie oben, eine
kanonische Abbildung

Setligl F— hﬂ[ F (3.24)
F, - F,

Proposition 3.1.6. Erfiillt die Indexkategorie I die Bedingungen (L1), (L2),
(L3) so ist die Abbildung setlim F — lim F eine Bijektion.
Beweis. Es ist ml F = @,.; Fi/R mit dem oben eingefiihrten Relationenmodul
R, der von F(i — j)(z) — z fiir alle (¢ — j) € Hom;(4,j) und alle x € F; erzeugt
wird.

Wir zeigen zunéchst, dafl fiir ;, € F), die Beziehung

F(jo = j)zjo + -+ F(js = j)zj, =y (3.25)

fiir geeignetes y € F; sowie geeigneten Morphismen (5, — j) € Hom; (5, j) gilt.
Betrachte dazu das Diagramm

(3.26)

10 11 12 iy

Da fiir j,,ju+1 aufgrund (L3) die Existenz einer verbindenden Kette angenommen
werden kann, konnen alle diese Ketten zu einer Verbindung von jo bis js mit den
Zwischenstationen ji, ..., js—1 in dieser Reihenfolge zusammengesetzt werden. Man
kann also im obigen Diagramm j, = i4(,) mit a(v) < a(v + 1) und jo = ip sowie
js = ir annehmen. Das Diagramm liefert dann die gesuchten Morphismen (j, —
J) € Homy(ju, ).
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Es folgt damit also nach Definition von R, dafl
ZTjo B Bxj, =y mod R (3.27)

und damit die Surjektivitdt von seﬂl F— ligl F.

Es bleibt die Injektivitdt nachzuweisen. Wir zeigen dazu, dafl setJIiI F mit einer
Gruppenstruktur ausgestattet werden kann. )

Es seien z € F(i) und y € F(j) Reprisentanten von Aquivalenzklassen in
seﬂl F. Wihle dann ein & € I mit Abbildungen F(i — k) und F(j — k) und
definiere

i45:=F(G—k)(z)+FG— k) (y)

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn man kann fiir ein alternatives k, genannt &’
ein Diagramm

i (3.28)

konstruieren, das die Eigenschaft hat, dafl zunéchst die beiden von i ausgehenden
Pfeile, die in m und die beiden von j ausgehenden Pfeile, die in m’ enden, jeweils
kommutieren. (Man braucht dazu (L2)). Wegen (L1) gibt es dann auch das obige n,
so daf die beiden Pfeile von | nach n und damit die beiden Pfeile von ¢ iiber m und
die beiden Pfeile von j iiber m’ nach n jeweils kommutieren.

Es ist dann

F(i—k)(z)+ F(G — k)(y) ~ F(i,k, 1,m,n)(z) + F(j, k,[,m,n)(y) ~
~ F(i, k' 1,m,n)(x) + F(4,k,1,m',n)(y) ~
~ F(i, K 1,m,n)(z) + F(, k', 1,m',n)(y) ~
~ F(i, k' l,m,n)(z) + F(4,k',1,m,n)(y) ~
~FG—K) )+ F@G—k)(y) (3.29)
womit die Wohldefiniertheit gezeigt ist.

Proposition 3.1.7. Wenn die Indezkategorie I die Bedingungen (L1), (L2),
(L3) erfiillt, dann ist die Abbildung

liﬂ : F € F = Homgn (I, Ab) — h_n;F € Ab (3.30)
I I

ein exakter Funktor abelscher Kategorien.
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Beweis. Nur noch die Linksexaktheit ist nachzuweisen. Es sei also 0 — F’ (i) — F(i)
e e R ) s . / .
1nJekt?v fu.r zvv.eliF 7.F € F und a.lle i€l Da.n.n 1st. Jedenfallls sethlgl F <—> sethlgj F
olﬁ"ensmhthch.lnjektlv. Nach. voriger Pro;?osmo/n 1st' aber hgl F = seth@)l F" und
h_n}ql F = sethngl F und somit auch 0 — h_n)il F'— h_n}l F.
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Pragarben

4.1 Allgemeines

Definition 4.1.1. Es seien C, D Kategorien. Dann heifit ein kontravarianter
Funktor
F:C—=D

auch Pragarbe auf C.

Wir nehmen meistens an, daff D = Sets oder D = Ab ist und sprechen
von mengenwertigen Pragarben bzw. abelschen Prégarben.

Die entsprechenden Kategorien seien Pgets(C) bzw. P(C). Die Morphis-
men von Prdagarben sind die Funktormorphismen.

Die Abbildungen

F(V—=>U)=resyny: FU)—= F(V)
fir V.— U in Homg(V,U) heiffen Restriktionsabbildungen.

Die Kategorie P(C) ist eine abelsche Kategorie, eine exakte Sequenz von
Prigarben
F' - F—F"

ist eine Sequenz, so daf fiir alle U € C auch
F'(U)— F(U)— F"(U)
exakt ist.

Proposition 4.1.1. Es gilt folgendes in P(C)

1. Es ezistieren Summen und Produkte (AB3 und AB3*).
2. Summen und Produkte exakter Sequenzen sind exakt (AB4 und AB4*)
3. Gefilterte Limites exakter Sequenzen gefilterter Systeme sind exakt (AB5).
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Beweis. Man iiberpriift dies fiir ein System (F;);c; von Prigarben auf jedem U € C
einzeln mit dem System (F;(U))ier und beriicksichtigt bei der Konstruktion von
Préagarben die Restriktionsabbildungen F;(U) — F;(V) fir V. — U in Homc(V, U).
So definiert man iiber das Diagramm

@'LEI Fl(U) mj @ie[ FZ(V)
F) 20 mvy

die direkte Summe ®ie ; Fi und analog auch das direkte Produkt und die direkten

und inversen Limites.
Es sei f: C — C’ ein Funktor. Dann ist

fPP(C) = P(C), (fFF)U)=F(fU)) (4.1)
fir U € C ein Funktor.
Proposition 4.1.2. Der Funktor fP ist exakt.

Theorem 4.1.1 (Kan). Es gibt einen zu fP linksadjungierten Funktor f, :
P(C) — P(C'), der also natiirliche Isomorphismen

HOIHP(C/) (pr, G) = HOmP(C) (F, pr) (42)

fiir alle F € P(C) und G € P(C') induziert. Als linksadjungierter Funktor ist
fp rechtsexakt.

Beweis. Man fiihre fiir Y € C’ die Indexkategorie
I ={(X,9)| X €ObjC,¢:Y — f(X)} (4.3)

mit den Morphismen, die durch

f(X1)
P1
Y f(€)
P2
f(X2)

fiir £ : X1 — X2 gegeben werden.
Dann gilt
a) Eine Abbildung n: Y — Y’ induziert einen Funktor I(n) : Iy — Iy.

b) Eine Priigarbe F € P(C) induziert einen Funktor Fy : I — Ab mit Fy((Y 2
X) = F(X).
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Damit definiert sich fiir Y € C’

(foF)(Y)=lmFy = Ty F(X) (1.9
it &Y > f(X)

Ein System kompatibler Abbildungen nx : F(X) — G(f(X)) ist ein Element von
Homp ) (F, f*G). Uber ¢ : Y — f(X) definiert ein solches System eine Abbildung

(fpF)(Y) = lim  F(X) | = GY), a=apy-sx) — G(@)(nx(a)) (4.5)
$:Y = F(X)

Durch entsprechende Uberlegungen konstruiert man eine Umkehrabbildung und be-
weist die Adjungiertheit Hompcr)(fpF, G) = Hompc)(F, fPG)
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Cech-Kohomologie

5.1 Allgemeines

Es sei C eine Kategorie mit Produkten und (U; — V);c;r eine Familie von
Abbildungen. Dann existiert die Sequenz

2

1 <~
-~ i
Vi——Wi)icer 5 Wiy xv Ui)io.inyerz < Wio Xv Uiy Xv Ui )io,in iz)er?
) U
(5.1)
Dabei ist 7 mit v € {0,--- ,p} die kanonische Projektion von Uy, xy - - - xy U;,

unter Auslassung des v-ten Faktors U;, . Ist nun F' eine Prégarbe auf C, so
entsteht daraus die Sequenz

F(0)
— =
F(V) ——=1Ler FUi) _ FOIliy.ierz F(Uig xv Uiy)

; F(0)

F(0) —

— F(1)
FO F(U;, xv Ui, xy Us,) 73 5.2
F(Q)H(lwl,zz)eld Uiy xv Ui, xv Us,) 4(?) (5.2)

R F(3)

—_—

Wir schreiben

crF)y= [ FW, xv-xvU,) (5.3)

(i0y..rip) EIPHL
mit der Abkiirzung 4 fiir (U; — V);c7. Man fiihrt nun die Abbildung
dP: CP(U, F) — CPTHYU, F)

mit

T
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p
d’ = (~1)"F(p) (5.4)
v=0
ein und rechnet nach
dPtlodP =0 (5.5)

Das Gebilde (CP (8, F), dP),> ist also ein der Garbe F vermoge der Uberdeckung
zugeordneter Komplex abelscher Gruppen.

Die Zuordnung §
F (Cp(uv F)vdp)P (56)

ist sogar ein exakter kovarianter Funktor von der Prigarben-Kategorie P(C)
in die Kategorie der Komplexe abelscher Gruppen Cmplx(Ab).
Ein Pragarbenmorphismus f : F — G liefert ndmlich Morphismen

fu;

F(Uyy xv - xy Uy)) ———"> G(Uiy xv -+ xv Uy,

F(p) G(v

fUiO,..ip

F(Uio Xy o Xy Uip+1) 4+;G(Ulo Xy o Xy Uip+1)

die sich zu Diagrammen

Op(u’ F) &) C'p(u’ Q)

. de

ey, py S0

CPHH (Y, G)

zusammensetzen.

Definition 5.1.1. Ist § eine Uberdeckung wie oben und F eine abelsche
Prdgarbe auf C, so sei

HY(8U, F) = h9(C* (U, F)) (5.7)
die q-te Cech-Kohomologie von F beziiglich {l.

Anmerkung 5.1.1. Die Zuordnung F ~ H?(4, F) ist ein Funktor von P(C)
nach Ab.

Proposition 5.1.1. Die (Hi(8, F)), bilden einen kohomologischen Funktor
auf P(C), das heifit fir eine exakte Sequenz von Prdgarben

0—-F -F—=F'"=0 (5.8)
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existiert eine lange exakte Kohomologiesequenz
0— H'WU F') — H (U, F) — H (W F") — HY (U, F') — -
v HTY W F') — HY(U, F') = H(U, F) — HQF") = -+ (5.9)
Proposition 5.1.2. Es gibt fiir L= (U; — U); eine funktorielle Abbildung
F(U) — H°(U, F) (5.10)

die durch
sEFWU) (s; =FU; = U)(s)):

induziert wird

5.2 Abbildungen von Uberdeckungen und Homotopie

Es seien 4 = (U; = V); und U = (U] — V), zwei Uberdeckungen von V' und
es sei f eine Abbildung f : § — ' mit V-Morphismen f; : U; — U(’l(l,) die
Anlafl zu Morphismen

figoiy 2 Uig Xv o xv Uiy = Uiy Xv -+ Xv Uagiy)
Damit induziert f iiber die F'( fzozp) einen Morphismus
frCP,F) = CP(U,F)
von Komplexen abelscher Gruppen.

Definition 5.2.1. Eine Abbildung f : 4 — W' wie oben ist eine Verfeinerung
von U zu 4.

Proposition 5.2.1. Fine Verfeinerung f : 4 — W induziert einen Morphis-
mus von Funktoren
[FrHW,F)— H(U,F)

Es seien jetzt wieder 4 = (U; — V); und &' = (U; — V); zwei
Uberdeckungen von V und es seien f,g zwei Verfeinerungen f,g : 8 — &/
mit V-Morphismen f : U; — Ut’l(i) und g : U; — Ué(i)'

Proposition 5.2.2. Es gibt dann eine Homotopie
kP CP(UW,F) — CP YU, F)

fiir die gilt
(f*)P = (g*)P = dP~'kP + kPH1AP
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Beweis. Man definiert dafiir die Abbildungen fiir v =0,...,p
I (Uig xv -+ xv Ui,) = Up(igy Xv - Xv Up(iy Xv Ugginy Xv e+ - Xv Uggiy (5.11)
symbolisch durch

0 (Wigs Wiyy -y wiy) = (9(uig), -5 9w, )5 fui,), - ooy fluiy,)) (5.12)
und definiert 5
LY CPYN W, F) — CP(4U, F) (5.13)
durch
qio...z‘pLg = F(m)q;;(io)»-»b(i,,)a(iu)u-a(ip)

Die Homotopie ist dann
P

=" (-1)"L (5.14)

v=0

Es folgt deshalb

Proposition 5.2.3. Die Abbildungen f*,g* : HP(W,F) — HP(, F) sind
identisch.
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Garben

6.1 Allgemeines

Es sei T eine Grothendieck-Topologie und CatT = C. Dann ist P(C) die
Kategorie der (abelschen) Priagarben auf 7' bzw. auf C.

Es sei (U; — U)ier € CovT eine Uberdeckung von U und F € P(C).
Betrachte die Sequenz

P2

—
FU)—% [Lie: F(Ui) o1 i jyer2 F(Ui xu Uj) (6.1)

Wir definieren:
Definition 6.1.1. Es gelte

(S1) Die Prigarbe F erfillt die Bedingung (S1) fir (U; — U); wenn fir
s1,82 € F(U) aus q(s1) = q(s2) schon s1 = sq folgt.

(S2) Die Prigarbe F erfillt die Bedingung (S2) fir (U; — U);, wenn fiir
(51) € Ties F(Us) aus pr((50)) = pal(s:)) schon (s:) = a(s) mit 5 € F(U)
folgt.

Die Prigarbe F erfiillt die Bedingung (S1) bzw. (S2), wenn sie (S1) bzw. (S2)

fiir jede Uberdeckung (U; — U)ier € Cov T erfiillt.
Eine Pragarbe, die (S1) erfiillt heifie separiert.

Definition 6.1.2. Eine Prdgarbe auf C = CatT, die (S1) und (S2) erfiillt,
heiffe Garbe auf C. Mit der Festsetzung

Homs(c) (F, G) = Homp(c) (F17 G) (62)

entsteht S(C), die Kategorie der Garben auf C. Sie ist per Definition eine
volle Unterkategorie von P(C) mit einem Inklusionsfunktor

i:S(C) - P(C)
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Definition 6.1.3. Es gibt einen Funktor (=) : P(C) — P(C) mit F — FT
der durch } 5
FH(U)=H(U,F) =lim A°(4, F) (6.3)
1}

definiert ist, wobei 1 tiber die Uberdeckungen
J(U) = {(Ul — U)Z S COVT}

mit Bild gleich U lduft. Biner Verfeinerung f : 4 — 4" aus Hom ;¢ (4, )
entspricht eine Abbildung f* : IVJOQM’,F) — HO(U, F) und so wird J(U) zur
Indezkategorie des Funktors 4 — HO (4, F) diber die ligu gebildet wird.

Ist f: V — U in Homg(V,U), so existiert eine Abbildung

fut JU) = J(V)
mit
L[:((]Z—)Uv)zl—>([]z xUV—>V)i=il><UV:f*L(

Die assoziierten Abbildungen F(U;) Fer) F(U; xy V) definieren einen
Morphismus f* : CP(SLF) — CP(U xy V, F), der zu einem Morphismus
£ HP(SLFY — HP(8 xg V, F) AnlaB gibt.

Der Morphismus

lim f*

H(U,F) = lim H°(WF) ——
UeJ(U)
liy HOQxp V,F) = L HO(U,F) = H(V,F) (64)
"UeJ(U) BeJ(V)

definiert die Restriktion FY(V —U): FT(U) — F*(V).
Korollar 6.1.1. Es gibt eine funktorielle Abbildung F — F, die durch

F(U) = H°(8, F) — lim HO(81, F) = F*(U)
U

induziert wird.

Proposition 6.1.1. Ist F' eine Prigarbe aus P(C), so ist Ft eine separierte
Prigarbe.

Beweis. Es sei s € FT(U) reprisentiert durch (s; € F(U})); € H°(W,F) fiir
eine Uberdeckung $' = (U] — U);. Weiter sei (Uy — U)q eine Uberdeckung mit
Sa = resgj_)U(s) =0in F(Us) = H*(Ua, F).

Betrachte die Uberdeckungen U, = &' xy U, von U, mit (U, = U} xu Us —
Ua):i. Man kann dann so € H° (U, F) als Element repriisentiert durch sq = (sia =
F(Uj, = Uj)(s;) € F(U},)); wiederfinden, fiir das eine Verfeinerung ga : Yo — 4,
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existiert, so daB g% (so) = 0 € H°(Ua, F). Dabei sei (Vjo — U,); die Uberdeckung
U, von U, und gja @ Via — Ui'(ja)a die Verfeinerungsabbildungen iiber U,.

Dieses g7 (sa) wird repésentiert durch (sjo := F(gja)(Sijaye) = 0 € F(Vja));
Die Vereiningung aller (Uy — U) 0 U4 zu einem W = (Vjo — Ua — U)ja von U
ergibt dann mit s’ = (sjo = 0 € F(Vja));a das Nullelement s’ = 0 von H°(20, F).

Nun ist 20 eine Verfeinerung von 4’ denn man hat eine Abbildung h : 20 — &'
iiber U durch die Komposition hja : Via — Ujja) XU Ua — Uj(;,) als Abbildung
iiber U. Es ist also wegen

0= 5ja = F(gja)F(Uljaya = Uija))(SiGGa)) = F(hja)(Sitia))

auch 0 = s = h*(s) mit h* : HW,F) — H°(Q,F). Also ist s = 0 in
; 7 _ o+
hﬂueJ(U) H@LF)=FT(U).

Die benutzten Kommutativitdten ergeben sich aus der Anwendung von F' auf
das Diagramm

Ui/(ja) xy Uq (6.5)

Proposition 6.1.2. Ist F' eine separierte Prigarbe aus P(C), so ist T eine
Garbe.

Beweis. Es sei so € H(Ua, F) reprisentiert zur Yo = (Ui — Us)s und (si0)i €
[L F(Uia)-

Wir beginnen mit dem Diagramm

Vap (6.6)

also den Diagrammen
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Vapy (6.7)

|

Uia XU Ujg

fiir beliebige 7, j unter AuBerachtlassung von h bzw. fiir ¢ = i(y) und 7 = j(v) mit
der Verfeinerung h : Uap — Lap.
Fiir die Systeme der Schnitte ergibt sich

(siajp)iss (sjpia)ij € [1;; F(Uia Xu Ujp)
— ~
(siap)i € [I; F(Uia x Up) (sjpa)i € II; F(Ua X Ujp)
_— ~—
(Sia)i (s38);
(6.8)
mit SiajBs SjBia € F(Ui% XU Ujﬁ). 3
Es gilt (siajs)ij € H°(Ua x Up, F) und (s;pia)i; € H°(He x U, F) was wir fir

(Siajp)i; mit dem Diagramm

F(Uia X Ujg X Uj/ﬁ) — F(Uia X Usrg X Ujg X Uj/[-])

_— A
F(Uia x Ujp)/iajp F(Uia x Ujg x Uyrg)
/ /
F(Uia)/Sia F(Uya x Ujig)/sivajp
v /
F(Uza X Ui/a) -~ F(Uila)/si/a
(6.9)

zeigen.
Dabei repriisentiert (siq;5)ij € H° (4o x Ug, F) den Schnitt
Ft
IeS8y, xUg—Uaq (5a)

und (sjia)i; € H°(4a x Ug, F) den Schnitt

T
resga xyUg—Ug (s8).

Beide Restriktionen sind gleich, was durch die Existenz der Verfeinerung h : Uopg —
o ausgedriickt wird, so dafl

5 (siajs) = h3(sjpia)
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fiir ¢ = i(7) und 5 = j(vy) wird.
Aus der Gesamtheit der Diagramme
Vapy X Uiga X Ujg

Vg / \
T

Uia x Ujp X Usga X U]’Oﬁ,

Uza X Ujﬂ 2004 X UJOB
Ua XU UB
(6.10)

wobei ¢ = () und j = j(vy) durch die Verfeinerung h : Yop — Lap gegeben ist,

entsteht
H F( apy X Uloot X UJoﬁ)

[1, F(Vasy) [L; F(Uia x Ujp X Uiga x Ujop)
F(Uioa X Ujoﬁ)

Hi] F(U“)‘ X U]B

(6.11)
Man hat das Diagramm
Hij F(Um X Ujp X Ujga X U]'OB)
/ ! fk
H F(Uzoc X UJB UZDé X U iB X Uzoa X U]OB 74004 X UJOﬁ)
W” /F/ \)\ i’id
(p1)=F(pij) F(p2)=F(q;;

(Um x Ujp) Uiga % Ujo)

(6.12)

Es gelten die Beziehungen
F(p1)(siajp) = F(p2)(sigajos)
F(p1)(sjpia) = F(p2)(sjopioa)

wie man aus den Diagrammen

Uia X Uioa X UJB X UjOB

Uia X Ujp Uia X Uiga Uiga X Ujoﬁ

S \\)U
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Uia % Uioa X Ujﬁ X Ujoﬁ

— T

Uj Ujos
entnimmt.
Also folgt

P ((siajs)is) = (4') (sigaios)
) = ()" (8josi0a)
Nach Wahl von h ist
h*((siazs)is) = h*((sjpia)ii)
also
(') (d) (si0ajos) = (W)"P" ((siajs)is) = (0))"h" ((siajs)is) =
= () R ((sjpia)ij) = ()P ((sjpia)is) = (B)"(a)" (sjopioa) (6.13)

Nun ist (q;(w)j(w) ohl,)y aber eine Uberdeckung von Usya X Ujyp und so ist, da F die
Bedingung (S1) erfiillt, schon

SigajoB = Sjopioa € F(Uiga Xu Ujop) (6.14)
also auch
F(Uioa X Ujoﬁ - Uioa)(sioa) = SipajoB =
= SjoBiga = F(Uioa X Ujoﬁ - Ujoﬁ)(s]'oﬁ) (6'15)

Die Gesamtheit der (siq )i zu der Uberdeckung 20 = (Ujq — U)ia definiert also ein
Element s € H°(20, F) mit resEI_)U(s) = Sa.

Theorem 6.1.1. Der Funktor (—)* : P(C) — S(C), der durch F — F® =
F*+ definiert ist, bildet Prigarben funktoriell in Garben ab. Er ist linksad-
jungiert zu i, es ist also

Homg c)(F*, G) = Homp c) (F,i(G))
fiir eine Pragarbe F' € P(C) und eine Garbe G € S(C).
Anders gesagt: In jedem Diagramm

Fo (6.16)

mit einer Prigarbe F' und einer Garbe G existiert die Abbildung f’ und ist
eindeutig bestimmt.



