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Vorwort

Dieses Buch ist eine Einfithrung in die Schnittheorie der algebraischen Geo-
metrie.

Das Buch orientiert sich an Fultons , Intersection Theory*“ [1].

Der Autor freut sich iiber Riickmeldungen an

mathematik@juergenboehm.net

mit allgemeinen Kommentaren zu dem Buch, besonders aber mit Meldungen
iiber gefundene Fehler und problematische Stellen.

Wilhermsdorf, 2015 - Jiirgen Béhm
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1

Einfiihrung

1.1 Vorbereitung

1.1.1 Linge und artinsche Moduln

Definition 1.1.1. Es sei M ein artinscher A-Modul mit mazimaler unver-
feinerbarer Kette My C --- C M, von A-Untermoduln.
Dann nennt man leny M = n die Liange von M

Proposition 1.1.1. Es sei 0 - M’ — M — M"” — 0 eine exakte Folge von
artinschen Moduln. Dann gilt

lengy M = 16HAM,—|—16I1AMH.

Ist
0—+My—-M — =M. —0

eine exakte Sequenz artinscher Moduln, so ist

T

Z(—l)i lenA Mi =0

=0

Proposition 1.1.2. Es seien (B, q) und (A,p) zwei lokale Artinringe und B
eine flache A-Algebra. Dann ist

len B = (len A) len(B/pB) (1.1)
Beweis. Man wihle eine Filtrierung
A=M, 2 My—1 2 My—22---2 Mo = (0)
von A—-Moduln M; mit

0> Mi—1—M;— A/p—0,
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so dafl r = len A.
Es ist A" — M; — 0 exakt und damit auch B™ — B ® 4 M; — 0 exakt und
somit leng M; < co. Da B/A flach, gilt

0—>Mi71®AB—>MZ‘®AB—>B/pB—>O

mit artinschen Moduln an jeder Stelle. Bildet man von allen diesen Sequenzen die
Beziehungen
len(M; ® 4 B) =len(M;—1 ®4a B) + len(B/pB)

und addiert, so entsteht wegen r = len A und M, ® 4 B = A® 4 B = B die behauptete
Beziehung.

1.1.2 Herbrandquotienten

Das folgende Material ist aus Fulton [1] entnommen.
Es sei M ein A-Modul, ¢ : M — M ein A-Endomorphismus und es
bezeichne ,M = ker ¢ sowie M, = M/im ¢ = coker ¢.

Definition 1.1.2. Ist mit obigen Bezeichnungenleng ,M < oo undleng M, <
00, S0 st
ea(p; M) =e(p; M) =leng My, —leny ,M (1.2)

der Herbrandquotient von M beziiglich ¢.

Das untenstehende Diagramm wird im Beweis des nachfolgenden Sat-
zes bendtigt. In ithm ist M ein A-Modul und ¢, ¥ : M — M zwei A-
Endomorphismen von M.

0 0 (1.3)

! /

0<— My <— My,

0 M

! vl

0%¢M%M9M4>M¢90

!

X

T

oM ——F > M -—>Y —>0

/! f

0 0

P
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Proposition 1.1.3. Es sei M ein A—Modul wie oben und @, ¢ zwei Endomor-
phismen von M. Dann sind alle drei Herbrandquotienten e(p; M), e(y; M),
e(v p; M) definiert, wenn zwei von ihnen es sind.

Es gilt dann auch

e(p; M) = e(yp; M) + e(p; M). (1.4)

Beweis. Betrachte das obige Diagramm (1.3). In ihm 148t sich eine Abbildung von
Y nach X konstruieren, indem man zu einem y € Y das Urbild in M aufsucht,
und es nach M und dann nach M, verschiebt.

Das so verschobene Element liegt dann sogar schon in X. Eine iibliche Dia-
grammjagd ergibt unter Zugrundelegung dieser Definition fiir die Abbildung X — Y
einen Isomorphismus X =Y.

Mit den beiden exakten Sequenzen aus dem Diagramm

0= M =y, M -yM —Y —0

und
0—=+X—=>M,— My, =My —0

folgt die Behauptung des Satzes aus Proposition 1.1.1.

Lemma 1.1.1. Es sei M ein endlich erzeugter freier A—Modul und ¢ : M —
M ein A-linearer Endomorphismus. Dann ist ea(p, M) genau dann definiert,
wenn ex(det(d), A) definiert ist und es gilt

ea(¢, M) = ea(det(¢), M) (1.5)

Lemma 1.1.2. Es sei A ein eindimensionaler lokaler Ring mit minimalen
Primidealen p1, ...,ps. Weiter sei M ein endlich erzeugter A-Modul und a €
A mit a ¢ p; fir alle j. Dann gilt

t
ea(a, M) = lena, (My,)-ea(a,A/p:) =
i=1

= ZlenApi (My,) -lena(A/(pi,aA)) (1.6)

Beweis. Filtriere M mit 0= Nog C--- C N, = M und
0—>Ny_1 >N, = A/p, =0
mit pl’ € {p17 .. 7pt7q}'
Der Ausdruck e (a, N) ist fiir jeden endlich erzeugten A-Modul N wohldefiniert,
denn a annulliert K und K’ in

0-K—-N%N->K —0,

so daf nur q als assoziiertes Ideal auftreten kann, und damit K und K’ von endlicher
Lénge sind. Also ist e4(a, No) und ea(a, A/p,) wohldefiniert.
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Es ist dann wegen
eA(a7 NV) = €A(a, NV—l) + eA(a7 A/pV)
auch

eala, M) => ea(a,A/py)

Ist p, = q, so ist ea(a, A/p,) = 0. Wir brauchen also nur die Terme mit p, = p;()
betrachten.

Der Faktor A/p; tritt genau len(M,,)-mal in der Filtrierung auf, wie man, wie
iiblich, durch Lokalisieren — ®4 Ap, der Filtrierung erkennt.

Es ist also

eala, M) = Z len(M,,) - ea(a, A/p;)

und damit der Beweis erbracht.

1.2 Algebraische Zykel

1.2.1 Verschwindungsordnungen

Es sei A ein eindimensionaler Integritdtsring mit Quotientenkorper K.
Dann existiert eine Abbildung

ordg : K* = Z, fw ord(f) (1.7)

Diese ist folgendermaflen definiert:
Es sei sei f = a/s, mit a,s € A — {0}, ein beliebiges Element von K*.
Definiere fiir a € A die Abbildung ¢, : A — A mit ¢,(z) = ax und setze

orda(a) = ea(da; A) =lens(A/aA) (1.8)
Diese Abbildung erfiillt fiir a,a’ € A die Beziehung
ords(aa’) = ord4(a) + ord4(a’) (1.9)
denn es ist ja ¢gqr = @q © . Weiterhin setze
ords(f) = orda(a/s) = orda(a) — orda(s) (1.10)
Ist f = a/s = d'/s', so ist as’ = a's, also auch ords(a) + orda(s’) =
ord4(a’) + ord4(s). Damit ist auch ord4(a/s) = orda(a’/s’), also ordy auf

K* wohldefiniert.
Auflerdem gilt:

Proposition 1.2.1. Fir f,g € K* ist orda(fg) = orda(f) + orda(g) und
orda(f~1) = —orda(f).
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Es sei nun X ein integres Schema und x € X ein Punkt der Hohe 1. Dann
ist A = Ox , ein eindimensionaler Integritéitsring und es existiert damit auch
die Abbildung ord 4, die wir auch mit v, bezeichnen werden:

Vox, =Uz =ord: K(X)* = Z, [ v.(f) (1.11)

Lemma 1.2.1. Es sei A ein eindimensionaler Integritdtsbereich mit Quoti-
entenkorper K = Q(A). Weiter sei ¢ : M — M ein Endomorphismus eines
endlich erzeugten A—Moduls M und ¢ : M @4 K — M @4 K der induzierte
Endomorphismus. Wenn dann det(¢x) # 0 ist, so gilt

ea(p, M) = ord 4(det(dx)) (1.12)

1.2.2 Algebraische Zykel

Es sei X ein algebraisches Schema iiber dem Grundkorper K. Weiter sei

ZvX)= P z=

VCX
dim V=k
Vinteger

= {Z m;[Vi] | m; € Z,V; Untervarietét von X mit dimV; = k} (1.13)
i

Definition 1.2.1. Die Gruppe Zy(X) ist die Gruppe der k—Zykel von X. Es
sei Z,(X) =P, Zr(X).

Definition 1.2.2. Ist X eine Varietit mit dim X =n und f € K(X)* dann
15t

dve(D=div()= Y wlz} CZua(X) (114
dimzoe;f;:l

der Divisor von f auf X.
Proposition 1.2.2. Fir X Varietit mit dim X =n und f € K(X)* ist
div(f') = —div(f) € Z,_1(X). (1.15)

Ist X ein algebraisches Schema und W C X eine (k 4 1)-dimensionale Unter-
varietit sowie f € K(W)*, so ist

div(f) = 3 ov (Vi (1.16)

eine formale Summe von k-dimensionalen Untervarietdten V; von W und da-
mit auch von X. Also ist div(f) C Z,(X).
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Definition 1.2.3. Ein Zykel o € Zy(X) heifit rational dquivalent zu 0, ge-
schrieben a ~ 0, wenn ein System Wy, ... , W, C X von Varietiten und ra-
tionalen Funktionen f; € K(W,;)* existiert, so daf

a=> div(f;) (1.17)
i=1

ist. Wir schreiben

Raty(X) = {a € Zp(X) | a ~ 0} (1.18)
Proposition 1.2.3. Die Menge Raty(X) ist eine Untergruppe von Zi(X).
Beweis. Ist o, ~ 0 mit o = 37, divw,(f;) und 8 = 3, divWJ((f]"), so ist —a =
S divw, (f71) ~0und a+ 8 =3, divw, (fi) + X, divy(f7) ~ 0.

Definition 1.2.4. Die Quotientengruppe Z,(X)/Rat,(X) ist Ax(X), die Grup-
pe der k-Zykelklassen. Es sei A,(X) = @, Ar(X)

Proposition 1.2.4. Es sei X ein Schema und X,.q sein reduziertes ab-
geschlossenes Unterschema. Dann ist Zp(X) = Zi(Xreq) und Ap(X) =
Ak(Xred)-

Proposition 1.2.5. Es set X = X; U--- U X, eine Zerlegung von X in
disjunkte Komponenten. Dann ist Zip(X) = Z(X1) ® -+ & Zi(X,) und
Ap(X) = Ap(X1) @ -+ @ Ap(X,).

Proposition 1.2.6. Es seien X1, Xo C X abgeschlossenene Unterschemata
von einem Schema X. Dann ist die Sequenz

Ak(Xl ﬂXg) *)Ak(Xl)EBAk(XQ) *)Ak(XlLJXQ) —0 (119)
exakt.

Beweis. Man beachte, daf fiir jedes irreduzible Z C X; U X3 immer Z C X; oder
Z C Xo ist.

1.2.3 Eigentlicher push—forward

Definition 1.2.5. FEs sei f : X — Y eine eigentliche Abbildung algebraischer
Schemata.

Dann definiert f eine Abbildung Z(X) — Zp(Y) gemdf$ folgender Vor-
schrift

v {[k:(V) k(W)W fir W = £(V) falls dimW = dimV = k (1.20)

0 falls dim f(V) # dim V'

fiir jede irreduzible k—dimensionale Varietit V € Z(X) und entsprechender
Erweiterung durch Z—Linearitdt.



1.2 Algebraische Zykel 7

Proposition 1.2.7. Es seien f: X =Y und g : Y — Z eigentliche Abbil-
dungen algebraischer Schemata. Dann ist (go f). = g« © fs.

Beweis. Es sei V € Z(X) eine irreduzible Varietét. Ist dim g(f(V)) # dim V, so ist
dim f(V) # dimV oder dim g(f(V)) # dim f(V). In allen Fillen ist (gf).(V) =0
und g. fxV = 0. Ist nun dim V = dim f(V) = dim g(f(V)) = k, so ist

(9£)«(V) = [E(V) : k(g f(V)gf(V) =
= [k(V) : k(FVDI (RS (V) = k(g f(VD]gf(V)) =
= [k(V) : k(fF(V)]g«(f(V)) = g (k(V) : k(F(VDISF (V) = g+ £(V)  (1.21)

Proposition 1.2.8. Es sei f : X — Y eine eigentliche Abbildung algebraische
Schemata. Dann ist f Raty(X) C Raty(Y). Also induziert f. eine Abbildung

Diese Behauptung folgt aus zwei Hauptpropositionen. Zunéchst die erste
Hauptproposition:

Proposition 1.2.9. Es sei f : X — Y eine eigentliche, surjektive Abbildung
von |-Varietiten. Weiter sei dim X = k+1 und dimY < k, sowier € K(X)*.
Dann ist

fodivy(r) =0 (1.22)

Lemma 1.2.2. Es sei f : X — [ eine eigentliche eindimensionale - Varietdt
dber einem Korper . Weiter sei r € K(X)* eine rationale Funktion auf X .
Dann ist mit einer Summe iber die abgeschlossenen Punkte P € X :

divx(r) = > vp(r)P =Y npP (1.23)

pPeX pPeX

und es gilt

> nplk(P):1]=0 (1.24)

pPeX

Lemma 1.2.3. Es sei f : X — Y eine eigentliche Abbildung von |- Varietdten
und dim X =k + 1 sowie dimY = k.

Weiter sei j : Y' = Spec (K(Y)) = Y die kanonische Abbildung des gene-
rischen Punktes, eine flache Abbildung. Man habe das cartesische Diagramm

x < x (1.25)

Es ist dann X' eine eindimensionale, eigentliche K (Y )—Varietit.
Weiterhin induzieren j und j' Abbildungen j* : Zp(X) — Zo(X') und
7 Zp(Y) = Zo(Y"), fir die gilt
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! 1%

Ja=j"fea (1.26)

fiir einen Zykel o € Zy(X). Die Abbildung j* : Zp(Y) — Zo(Y') ist ein
Isomorphismus.

Schlieflich ist fir ein r € K(X)* und sein Bild v’ € K(X')* unter der
kanonischen Abbildung K(X) — K(X'):

7% divx (r) = divx (1) (1.27)

Beweis. Lokal ist Y = Spec (A4) und X = Spec (B) mit einer Injektion f¥: A — B.
Die Abbildung X’ — Y’ wird dann durch die Lokalisierung dieses Morphismus
mit — ®a Q(A) erzeugt. Man hat die ebenfalls injektive Abbildung f’* : Q(A) —
B®a Q(A) und es ist B®4a Q(A) auch integer, also X’ eine Varietit.

Nun zum Beweis von Proposition 1.2.9, der ersten Hauptproposition:

Beweis. Nur der Fall dimY = k = dim X — 1 ist nicht trivial: Es sei « = divx(r) €
Zr(X). Dann ist, mit dem cartesischen Quadrat aus dem vorigen Lemma und seinen
Abbildungen j* fi(a) = fi(divx:(r")) = 0 nach dem vorvorigen Lemma. Anderer-
seits ist j* : Zp(Y) — Zo(Y”) injektiv, also f.(a) = 0 wie behauptet.

Damit ist die erste Hauptproposition gezeigt.
Nun zur zweiten Hauptproposition:

Proposition 1.2.10. Es sei f : X — Y eine eigentliche, surjektive Abbildung
von [-Varietiten. Weiter sei dim X = dimY = k4 1. Dann ist L = K(X)
eine endliche Erweiterung von K = K(Y') und fir r € K(X)* gilt

fxdivx (r) = divy Normyz.g(r) (1.28)

Definition 1.2.6. Es sei f : X — Y eine Abbildung von integren Schemata
und L = K(X) eine endliche Erweiterung von K = K(Y'). Damit ist die
Abbildung

Normyr.g: L — K

definiert. Gilt nun fir jedes r € L* sowie y € Y mit hty = 1 und mit den
endlich vielen x1,...,x, € X mit f(x;) =y und htz; =1, daf

S v () k(@) ()] = v, (Normz (1) (129

gilt, so sagen wir, daf§ f : X — Y die Eigenschaft (Nm) hat.

Proposition 1.2.11. Es sei f : X — Y eine eigentliche surjektive Abbildung
algebraischer Varietiten. die die Eigenschaft (Nm) habe.
Mit L = K(X) sowie K = K(Y') gilt dann:

Jedivx (r) = divy (Normyz,. (7))

fiir jedes r € L*.
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Lemma 1.2.4. Es sei f : X — Y eine Schemaabbildung und V = Spec (Oy,,)
mit der kanonischen Abbildung g:V — Y fireinyeY.
Weiter sei
X' =X xyV

und p: X' — X die kanonische Projektion. Dann gilt

1. p induziert einen Homéomorphismus p: X' — f=1(g(V)).

2. Es ist fir 2’ € X' und x € X mit p(a’) = auch Ox z = Oxs o.

3. Ist X integer, so ist auch X' integer und es ist K(X) = K(X') = L. Fiir ein
r € L* und z, ' wie oben mit dim Ox , = 1 ist dann auch vy (r) = vy ().

Lemma 1.2.5. Es sei B O A eine endliche Erweiterung von Integrititsringen
und L = Q(B), sowie K = Q(A). Weiter sei (A,m) ein eindimensionaler
lokaler Ring und B; = By, fir die q1,...,qm mit g; N A = m. Dann ist fir
jedes r € L* die Gleichung

ZUBi (r)[k(B;) : k(A)] = va(Normyz.)(r)) (1.30)

erfillt.
Anders ausgedriickt: Die Abbildung f : Spec (B) — Spec(A) hat die Fi-
genschaft (N'm).

Beweis. Man kann wegen v(rr’) = v(r) +v(r’) und Norm(rr’) = Norm(r) Norm(r")
stets annehmen, dal r = b € B — {0} ist. Setze ¢ : B — B mit ¢y(z) = bz. Dann
ist

ea(¢p; B) = va(det(dp)x; B®a K) = va(det(¢p)x; L) = va(Normyz. k(b)) (1.31)

wegen Lemma 1.2.1
Andererseits ist

ea(dp; B) = lena(B/bB) = ZlenAB/bB)

=1

—ZlenB (B;/bB:)[k( ZUB ) k(A)]  (1.32)

Die zweite Gleichheit erkennt man aus einer B—Filtrierung 0 — N,_1 — N, —
k(B;,) — 0 von B/bB und Lokalisierungen dieser Filtrierung an den ¢;. (Man
beachte, dafl dim B = dim A = 1 und ¢; maximal).

Proposition 1.2.12. Es sei f : X — X die kanonische eigentliche Abbildung
von der Normalisierung X einer Varietit X nach X. Dann ist f sogar eine
endliche Abbildung und es gilt:

f hat die Figenschaft (Nm).
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Proposition 1.2.13. Es sei f : X — Y eine dominante Abbildung von Va-
rietiten. Weiter seien X — X und Y — Y die Abbildungen der jeweiligen
Normalisierungen. Dann ezistiert genau eine Abbildung g : X — Y, so daf8

X=X (1.33)
i %
N

kommutiert. Ist f eigentlich, so ist auch g eigentlich. Hat g die Figenschaft
(Nm), so hat auch f die Eigenschaft (Nm).

Beweis. Es seien L = K(X) und K = K(Y) und

i

B<—A

®
-

ein Quadrat mit V' = Spec (4) C Y und U = Spec (B) C X sowie f(U) C V. Weiter
seien B und A die Normalisierungen in L und K. Ein z € ACK ist ganz iiber A.
Also ist ¢(2) € L ganz iiber ¢(A) C B, das heifit ¢(z) € B. Damit erweitert sich
¢ : A — B zu einer Abbildung ¢ : A — B. Indem diese Abbildungen miteinander
verkleben, definieren sie die Abbildung g : X — Y.

Ist f eigentlich, so auch fop = qog, da p endlich. Da ¢ separiert, ist dann auch
g eigentlich.

Proposition 1.2.14. Es sei f : X — Y eine surjektive, endliche, also auch
eigentliche, Abbildung von Varietiten X und Y. Es sei L = K(X) und K =
K(Y).

Dann hat f die Eigenschaft (Nm).

Lemma 1.2.6. Es sei f : X — Y eine eigentliche und surjektive Abbildung
von normalen Varietdten mit dim X = dimY. Weiter sei L = K(X) und
K=K().

Es sei A= Oy, fiir einen Punkt y € Y der Héohe 1 und es sei

V = Spec (4).

Weiter sei C' der ganze Abschluff von A in L und Xy = X xy V.
Dann ist dim Spec (C) = 1 und es existiert ein kommutatives Diagramm

Xy —< Spec (C) (1.34)

7

v

in dem g ein Isomorphismus ist
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Beweis. Die Abbildung von Xy = f (V) — V ist als Basiserweiterung von f
eigentlich und f~!(V) ist mit X zusammen auch normal. Ebenso ist V normal, also
A diskreter Bewertungsring.

Da dim X = dimY, ist L/K algebraisch. Da C ® 4 K der ganze Abschlu} von
K in L, also gleich L ist, ist umsomehr Q(C) = L.

Ist nun U = Spec (B) C f~1(V), so ist jedes ¢ € C ganz iiber A, also auch ganz
iiber B und weil B normal, auch Element von B. Also ist C' C B. Die einzelnen
Abbildungen Spec (C' — B) fiir alle méglichen B verkleben zu einer Abbildung g :
Xv — Spec (C).

Weiter erzeugt jedes Urbild ; € Xy von y einen Schnitt m,,NC' = q; € C. Da C
auch ganzabgeschlossen in Q(C) = L ist, ist Cy; C Ox,,,2; eine lokale Inklusion von
(diskreten) Bewertungsringen. Da Bewertungsringe maximal beziiglich Dominierung
sind, ist sogar Cy; = Oxy ,a;-

Da Xv — V und Spec (C) — V eigentlich sind, ist es auch g. Damit ist g eine
abgeschlossene Abbildung mit Isomorphismen Cpg(m> 5 Oxy 2. Wir miissen damit
nur noch zeigen, dafl g bijektiv ist.

Betrachte fiir ein maximales Ideal p C C' das Diagramm

Spec (L) — Xv (1.35)

o7
// g
-

Spec (Cy) —— Spec (C)

welches das bewertungstheoretische Kriterium der Eigentlichkeit fiir die Abbildung
g ausdriickt.

Die Fortsetzungen h von i entsprechen genau den Punkten z € Xy mit g(z) =
i(pp). Da h immer existiert und eindeutig ist, ist also auch g bijektiv.

Proposition 1.2.15. Es sei f : X — Y eine eigentliche und surjektive Ab-
bildung von normalen Varietiten mit dim X = dimY. Es sei L = K(X) und
K =K(Y) sowier € L*.

Dann hat f: X — Y die Eigenschaft (Nm).

Beweis. Es sei wie im vorigen Lemma

Xv — Spec (C) (1.36)

V7

v

mit einem Isomorphismus g.
DafB f die Eigenschaft (Nm) hat, bedeutet

Zchi (r)[kcqi (wi) : ka(y)] = vy(Normyp. k(7)) (1.37)

Als solche ist diese Gleichung aber nach Lemma 1.2.5 richtig.
Damit ist auch die zweite Hauptproposition nachgewiesen.
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1.2.4 Algebraische Zykel von Schemata und Unterschemata

Definition 1.2.7. Es sei X ein algebraisches Schema und X = XqU---UX,
seine Zerlegung in irreduzible Komponenten. Dann ist [X]| € Z.(X) definiert
als

[X] = Zmz[Xz] (1.38)

wobei m; = len Ox x, ist. Wir nennen m; die geometrische Multiplizitdt von
X, in X. Gegebenenfalls schreiben wir auch [X] fir das Bild von [X] unter
Z.(X) = A(X).

Anmerkung 1.2.1. Ist X C Y ein abgeschlossenes Unterschema, so schreiben
wir auch [X] fiir das Bild von [X] unter der Abbildung Z.(X) — Z.(Y).
Ebenso stehe [X] auch fiir das Bild von [X] in A.(Y).

Anmerkung 1.2.2. Ist X rein k—dimensional, also dim X; = k fiir alle i, so ist
[X] € Zk(X) und es ist Ap(X) = Zp(X) = {D_ni[Xi] | ns € Z}.

Anmerkung 1.2.3. Es sel A = K[x1,...,x,] und X = Spec (A/I) fiir ein Ideal
I C A. Weiter sei I C py U---Up, die Zerlegung in irreduzible Komponenten,
also minimale Primideale {iber I. Dann ist m; = len(A/I),,.

1.2.5 Flacher pull-back

Eine flache Abbildung f : X — Y sei hier stets eine flache Abbildung der
Relativdimension n, wenn nicht ausdriicklich anders bestimmt.
Beispiele solcher Abbildungen sind:

1. Eine offene Einbettung U C X (Relativdimension 0)

2. Die Projektion eines Vektorbiindels p : E — X oder eine A"-Biindels oder
eines projektiven Biindels p : P(€) — X.

3. Die Projektion p : Y x, Z — Y fiir ein algebraisches Schema Z — k der
reinen Dimension n.

4. Ein dominanter Morphismus f : X — C von einer n—dimensionalen Va-
rietéit auf eine nichtsingulidre Kurve C. (Relativdimension n — 1).

Definition 1.2.8. Es sei f : X — Y ein flacher Schemamorphismus mit
Relativdimension n. Weiter sei V CY eine Untervarietit. Dann sei

FV) =1l (1.39)
Diese Festsetzung dehnt sich Z-linear zu einer Abbildung
5 Z0(Y) = Zign(X) (1.40)

aus.
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Lemma 1.2.7. Es sei f : X — Y ein flacher Schemamorphismus. Dann ist
fiir jedes Unterschema Z C'Y

2y =112 (1.41)

Beweis. Es sei [Z] = Y, m;[Z;] die Zerlegung in irreduzible Komponenten mit Mul-
tiplizititen m; = len Oz, z,. Weiter sei f~1(Z;) = U; Zj; die Zerlegung in irreduzible
Komponenten Z;; C X. Wihle nun eine offene Umgebung V = Spec (A4) des gene-
rischen Punktes 7; von Z; und eine offene Umgebung U = Spec (B) des generischen
Punktes &; von Z;; mit f(U) C V.

Dann wird Z in A durch ein Ideal I C A représentiert und Z; NV ist durch
ein Primideal p C A mit p DO I, minimal, gegeben. Weiter wird Z;; und &; durch
ein Primideal ¢ C B gegeben mit q O pB minimal. Also ist ¢ N A D p, und aus der
going—down-Eigenschaft fiir B/A folgt dann auch g N A = p.

Nun ist

2 =Y maif (12]) = Y milf 71 (Z)] = Y_mi Yy ni[Zi)] (1.42)
i J
mit n;; = lenOy-1(z,) 7/ . Es ist mit A und B geschrieben
ij

m; = len(A/I),

und
Nij = len(B/pB)q

Andererseits ist [f~'(Z)] = Y. ni[Z)] mit n; =len O;-1(4 5. Mit den Ringen A
und B ausgedriickt, ist Z; ein ¢ C B, prim, mit ¢ O I B minimal. Es ist dann qNA =
p D I und p ist minimal tiber I, wieder aufgrund der Going—Down—Eigenschaft von
B/A. Die Z, sind also genau die Z;;. Wir nennen das zu Zl{j = Z; gehorige Primideal
wieder q. Man hat

n; = len(B/IB),.
Wir miissen zeigen, daf
nf = M;Nij
ist.

Nenne nun A" = A/I und B’ = B/IB und bemerke, da§ auch A’ — B’ als
Basiserweiterung von A — B mit A/[ flach ist. Des weiteren sind A" = A}, = (4/1),
und B"” = By = (B/IB)4 lokale Artinringe und es ist A” — B” ein flacher lokaler
Homomorphismus lokaler Artinringe. Die zu zeigende Beziehung, ausgedriickt durch
A" und B”, heifit:

(len A”)len(B" /pB") = len B” (1.43)

Dies ist aber die Aussage von Proposition 1.1.2.

Korollar 1.2.1. Es seien f: X =Y und g: Y — Z flache Morphismen mit
Relativdimension. Dann ist auch go f ein solcher, und es gilt

(gof) =f"og" (1.44)
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Proposition 1.2.16. Es sei

x' 2o x (1.45)

f’l lf

Y —Y
g

ein cartesisches Quadrat mit g flach und f eigentlich. Dann ist g’ flach und
/! eigentlich und und es gilt

WL

g a=g"fa (1.46)

n Z,Y' fir allea e Z,X.

Beweis. W a7
N
Y w
Y’ / \ Y /
N
v’ Vv (1.48)
N~ S
X —X
b
Y —Y

TN

Theorem 1.2.1. Es sei f : X — Y ein flacher Morphismus der relativen
Dimension n. Weiter sei o € ZY mit a ~ 0, also rational dquivalent zu
Null. Dann ist f*a ~ 0 in Zxy, X.

w w

Korollar 1.2.2. Die Abbildung f* : Z.Y — Z.X induziert eine Abbildung
ffAY -5 AX.

Lemma 1.2.8. Es sei X ein rein n—dimensionales Schema mit irreduziblen

Komponenten X1, ..., X, und geometrischen Multiplizititen mq, ..., m,. Wei-

ter sei D ein effektiver Cartierdivisor auf X, also ein Unterschema, das lokal

auf U C X, affin, offen, durch einen Nichtnullteiler f € Ox(U) gegeben ist.
Es sei D; = DN X; die Restriktion von D auf X;. Dann gilt
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T
(D] =" mi[D] (1.49)
i=1
mn Zn—l (X) .
Beweis. Wir betrachten X lokal als X = Spec (A) und D als f € A, kein Nullteiler.
Weiter seien p1,...,p, die minimalen Primideale von A. Dann ist
(D] =[A/fA] = Y [A/aillen(A/fA)q (1.50)
9, 2fA
minimal

Weiter ist [X] = > m;[X;] mit m; =len Ay, und es ist

ST omy[Dil= > lenAy; - [Djl= Y lenAy - [A/fA®a Alp;] =

p;CA, p;CA, p;CA,
minimal minimal minimal
= > [A/(f:p5)] - len Ay, =
p;CA
minimal

= > [A/ai;]1en(A/ (£ 95))a;; - len(Ap;)  (1.51)

£y Ca;; minimal
p; minimal

Vergleicht man die Koeffizienten von [A4/q;] und [A/q:;], so mufB also fiir ein festes

q 2 (f), minimal, die Bedingung

S Len(A/(f,p;))s - len Ay, = len(A/f A)q (1.52)

p;Cq
minimal

erfiillt sein. Dies folgt aber aus Lemma 1.1.2 fiir den eindimensionalen lokalen Ring
Aq, M = Aq, das Element @ = f und die minimalen Primideale von A4 die sich
unter den pi Aq,...,prAq finden lassen.

1.2.6 Eine exakte Sequenz

Proposition 1.2.17. Es sei i : Y — X die Inklusion eines abgeschlossenen
Unterschemas Y von X. Weiter sei U = X —Y und j : U — X die entspre-
chende Inklusion.

Dann ist die Sequenz

AY 5 A x D AU =0 (1.53)
exakt fir alle k.

Beweis. Betrachte das Diagramm
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0 0 0 (1.54)

I

AY — 5 AL X —L s AU —>0

b

ZyY sz, XL s 2, U—50

T T !

RatyY — > Rat X —> Ratxl/ —> 0

T T T

0 0 0

wo in der untersten Sequenz die Beziehung 1) o ¢ = 0 offensichtlich gilt.

Die mittlere horizontale Sequenz ist exakt, die Mittelexaktheit ist dabei unmit-
telbar klar. Weiter wird das Urbild einer Varietit V € Z,U durch V € Z, X gegeben,
eine offensichtlich surjektive Abbildung. Damit ist auch j* : Ay X — AU surjektiv.

Die Beziehung imi. = kerj* in Ay X folgt aus der Surjektivitit von ) durch
eine einfache Diagrammjagd.

Die Surjektivitét von 1 ergibt sich aus folgender Uberlegung: Es sei (W, f) mit
W € Zy+1U, irreduzibel, und f € K(W) gegeben, mit a = divw (f) € RatiU.
Dann ist ein Urbild 8 € RatyX von a unter v erzeugt von (W, f), was wegen
K (W) = K(W) wohldefiniert ist. Es ist also 8 = divy (f).

Proposition 1.2.18. FEs sei

vy xt (1.55)

a

Yy o X

ein cartesisches Quadrat von Schemata, wo i eine abgeschlossene Immersion
und p eigentlich ist. Weiter induziere p einen Isomorphismus p’ : X' —Y' —
X-Y.

Dann ist die Sequenz

AY' S ALY @ A X B ALX =0 (1.56)

mit a(a) = (g«(a), =i, () und blaq, as) = ixay + peay exakt.

Beweis. Betrachte fiir alles folgende das Diagramm

ALY I A X L AU —> 0 (1.57)
‘Z*\L ip* \Lp;
AY 2> A X 1> AU 0

mit dem Isomorphismus p’ : U' = X' — Y’ — X —Y = U und den Inklusionen
j:U—=Xundj :U — X'
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Zunéchst ist bo a = 0, denn es ist
bla(a)) = b(gear, =it Q) = Guqect — puita =0

Wegen ixGx = Duin

Weiterhin ist b surjektiv: Es sei o € A X und 8’ € AU’ mit pl, 8 = j*a, sowie
B" € ApX' mit 578" = . Dann ist 7" (a — p«"”) = 7" (o) — pi”(B"”) = 0. Also ist
a—p.f’ =i, also a = b, 5").

Um nachzuweisen, dafl auch kerb = ima, beginnen wir mit b(a1,a2) = 0, also
ixa1 + pxaz = 0. Es ist dann auch j*p.a2 = —ji.a1 = 0 und damit p,j*az = 0,
also j”* a2 = 0 und damit as = 7,8 mit 8 € A,Y’. Es folgt dann

(a1 + @) = —pua + 14xqsB = —DPsz + Puit B = —pua + praz = 0
Wir werden gleich die Identitéit keri, = q.(keri,) zeigen. Aus ihr folgt jedenfalls
a1+ q.8 = q.f
mit einem B € AxY’ und i, 8" = 0. Damit ist
¢(f' = B) =

und
—il(B' = B) =B = s,

also a(B8' — B) = (a1, a2).
Es bleibt noch die Identitéit keri. = g« ker i},. Die Inklusion g. keri,, C keri, ist
klar. Sei also @ € A,Y mit i.a = 0. Wir ziehen jetzt auch das Diagramm

0—= ZY —> Z4X' L= 24U —=0 (1.58)
Q*\L i/p* \Lp;
0 7Y 2= 7 X L= Z,U 0

heran.
Ist @ = [ao] mit g € ZxY und [ der zugehorigen Klasse in AiY, so ist

ixa0 = Po € Ratp X.

Wir schreiben

%

Bo=> (Wi) + Z(Wﬂ

Dabei stehe Wy, W/ fiir Elemente von Zp41 X mit rationalen Funktionen f; € K(W;)
und f; € K(W;). Es sei dann (W;) = divw,(fi) € Z&X und (W)) = diVW]{(f{) €
ZpX. Die Wy, W] seien so gewdhlt, da W; NU =0 und W NU # 0 ist.

Wiihlen wir nun W}’ = p'=1(W/ N U), so induziert die Abbildung p eine eigentli-
che Surjektion p : W]{’ — WJ' , die zugleich ein birationaler Isomorphismus ist. Ordnet
man jedem fj das entsprechende f; € K(W{') zu, so ist wegen K (W) = K(W}')
und NormK(W;/)‘K<W7g) = id auch

p*(WJ{/) = P« diVWJf’ (fgll) = diVWJf NormK(WJ’.’)\K(WJ’.)(fJ/'/) = diVWJ’.(fJ/’) = (Wy/)
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Es ist j* (32, (W])) = 0 (wegen j*fo = 0), also auch
ped”™ Y (W) =5 (W) = 57 (D _(W)) =0,
J J J

also
i) =0
J
also 74 (v0) = > (W}') fiir ein vo € ZxY".

Weiterhin ist 5*(3°,(W;)) = 0, also Y, (W:) = ixay fiir ein o € Z,Y, das sogar
in Raty Y liegt, was durch die Definition der W; C Y bewiesen wird. Ersetzen wir ag
durch oo — o, so kénnen wir die W; als nicht existent annehmen, ohne die Klasse
[ao] = [@o — ag] zu verdindern.

Es ist nun

i4(q+(70)) = pxit(70) = P« Z(W}') = Z(Wj) = i.ap

J

also wegen i. : Z,Y — Zi X injektiv auch g.v0 = ao.
Das Element v = [yp] hat nun die gewiinschte Eigenschaft ¢,y = o und i,y =0
zu ergeben.

1.2.7 Affine Biindel

Ein Schema FE zusammen mit einem Morphismus p : E — X heifit affines
Biindel (vom Rang n), wenn es eine offene Uberdeckung (U,) von X mit
offenen Mengen gibt, so dafy die Abbildungen

p W Us) LU, x A™ (1.59)

(e

U(X
kommutieren und alle g, Isomorphismen sind.

Proposition 1.2.19. Es sei p : E — X ein affines Biindel vom Rang n und
X ein noethersches Schema. Dann ist der flache pull-back

p* : AkX — Ak+nE (160)
surjektiv fir alle k.
Beweis Betrachte zunéchst fiir Y C X abgeschlossen und U = X —Y das Diagramm

Ak+nE|y e Ak+nE —_— Ak+nE|U —0 (161)

S e

AY ArX AU 0




1.2 Algebraische Zykel 19

Wenn p|y™ und p|y™ surjektiv sind, ist es auch p*. Damit kann man, mittels
noetherscher Induktion, X immer weiter in Y und U aufspalten, und so letztlich
X = Spec (A), affines Schema, und E = A%, triviales Biindel, annehmen.

Indem man nun die Beziehung A%y = A, _; ausnutzt, kann man sich sogar auf
E = Ak = Spec (A[t]) beschrinken.

Esseinun V € Zj 1 X[t]. Dann liegt V' in der Faser X [t|w fiir ein W € Z, X Ist
dieses W = p € Z, X, so ist V das untere, das generische, Primelement q = p[t] =
p*W in der Faser X[tlw = X[t], = Spec (k(p)[t]). Damit ist V als p*W, also als
Element von p* Ax X nachgewiesen.

1
n—
A)(

Ist V aber ein oberes, also abgeschlossenes, Primelement in der Faser X [t]w, so
ist das generische Primelement der Faser V' O V mit V' € Zx;12X[t] und es ist V' =
p*W = WIt] fiir ein W € Zp41X. Nun ist aber Ag1 V' = AY(V') = CIW[]) =
CI(W) = AY(W) = AW, wobei CI(W[t]) und CI(W) fiir die Weildivisorklassen
sowie A'(V’) und A (W) als Bezeichnung der 1-kodimensionalen Zykelklassen stehe.
Also ist [V] € Ap41V' schon durch ein Element Y, ns[W;] von Ay W mit W} € Z, W
gegeben, fiir das die rationale Aquivalenz S inip*W{ ~V in Z,41V', also auch in
Zi 1 X[t], gilt.






2

Divisoren

2.1 Weildivisoren und Cartierdivisoren

Es sei X ein Schema und OuvAff(X) die Kategorie der affinen offenen Teil-
mengen U = Spec (A) von X mit den durch die Abbildungen A — Ay indu-
zierten offenen Immersionen als Morphismen.

Weiter sei fiir jeden Ring A die multiplikativ abgeschlossene Menge S 4

gleich der Menge der Nichtnullteiler von A, also der f € A mit 0 — A Ny
injektiv. Wir nennen dann Q(A) = S, 'A den Punktionenkirper von A. Es
gibt kanonische Abbildungen Q(A) — Q(A4,) fiir jedes g € A.

Die Zuordnung X(U) = Q(Ox (U)) fiir jedes U C X, offen, affin, definiert
also eine Prigarbe KXx auf OuvAff(X), deren Garbifizierung eine Garbe auf
X ist, die wir ebenfalls mit X x bezeichnen.

Es seien 0% (U) und X% (U) die multiplikativen Gruppen, der von 0 ver-
schiedenen Elemente von Ox(U) und Kx(U). Diese definieren eine exakte
Sequenz von multiplikativen abelschen Garben

1-0%5—>Xx—>D—1 (2.1)

Definition 2.1.1. Es sei X ein Schema. Dann ist I'(X,D) = CaDiv X die
(abelsche) Gruppe der Cartier-Divisoren von X.

Ein Cartier-Divisor D kann also als Familie (f;,U;) mit einer offenen
Uberdeckung |J;U; = X und f; € K% (U;) angesehen werden, fiir die
gi; = fi'f; € 0y, (Ui;) ist, mit U;; = U; N U;. Die Summe zweier Car-
tierdivisoren D = (f;,U;) und D' = (f/,U;) ist D + D’ = (f;f/,U;), der
inverse Cartierdivisor —D ist (f; ', U;).

Definition 2.1.2. Es sei X ein Schema. Ein Cartier—Divisor der Form (f, X)
mit f € K% (X) heifst Hauptdivisor, geschrieben div(f) = (f).

Proposition 2.1.1. Die Hauptdivisoren bilden eine Untergruppe CaDiv X C
CaDiv X.



22 2 Divisoren

Definition 2.1.3. Sind D, D’ € CaDivX und ist D — D’ ein Hauptdivisor,
so heiffen D, D’ linear dquivalent.

Definition 2.1.4. Die Quotientengruppe
CaCl X = CaDiv X/ CaDiv" X (2.2)
ist die Gruppe der Cartierdivisorenklassen auf X.

Definition 2.1.5. Es sei X ein Schema und D = (f;,U;) ein Cartier—Divisor
auf X. Weiter sei V C X eine 1-kodimensionale Untervarietit von X. Dann
st

vy (D) =vox .y (fi) (2.3)

fir eini mit Uy NV # 0. Da fi'f; € 07, (U;;) ist die Definition von dem
gewdhlten i unabhdngig.

Definition 2.1.6. Es sei X eine Varietdt mit dim X = n. Dann ist
DivX =Z,_1(X) (2.4)
die Gruppe der Weildivisoren von X und
ClX =A4,_1(X) =Z,-1(X)/Rat,_1(X) (2.5)
die Gruppe der Weildivisorenklassen von X.

Definition 2.1.7. Es sei X eine Varietit mit dim X = n und D = (f;,U;)
ein Cartierdivisor auf X. Dann ist

[D] =) vv(D)V €DivX = Z, 1(X) (2.6)
Vv
wobei V' durch die 1-kodimensionalen Varietiten V. C X lduft, der zu D
assoziierte Weil-Divisor.

Proposition 2.1.2. Es sei X eine Varietit mit dim X = n. Dann definiert
D +— [D] einen Gruppenhomomorphismus

CaDiv X — Div.X (2.7

von den Cartierdivisoren in die Weildivisoren.
Dabei wird CaDiv" X nach Rat,_1(X) abgebildet, denn es ist

[div(f)] = divx (f) (2.8)

mit dem weiter oben eingefiihrten divx(f) € Rat,_1(X) C Z,_1(X). Man
hat also auch eine induzierte Abbildung

CaClX — Cl1X (2.9)
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Definition 2.1.8. Es sei X ein Schema und D = (f;,U;) € CaDivX ein
Cartierdivisor auf X. Dann ist

|D|=supp D = U V. wobei fy = fi mit Uy NV #0 (2.10)
VeX
V' Varietdt
fvéok v

der Support von D in X. Die Definition ist wegen f,flfj € O;}U (Uij) un-
abhdngig von der Wahl des jeweiligen i fiir V.

Anmerkung 2.1.1. Auf U = X — |D| ist Ox(D)|y = Op. Damit existiert ein
der 1 € Oy entsprechender trivialisierender Schnitt sp € Ox (D) (U).

Anmerkung 2.1.2. Wir konnen den zu einem Cartierdivisor D assoziierten
Weildivisor [D] auch schreiben als

(D] =) wov(D)V (2.11)

wobei V jetzt nicht durch alle 1-kodimensionalen Varietdten V' C X lauft, son-
dern nur durch diejenigen mit V' C |D|. Damit erkennen wir [D] € Z,,_1(|D|).

Neben der Zuordnung eines Weildivisors zu jedem Cartierdivisor auf einer
Varietdt X konnen wir auf einem beliebigen Schema X einem Cartierdivisor
D = (fi,U;) ein Linienbiindel Ox (D) zuordnen.

Definition 2.1.9. Es sei X ein Schema und D = (f;,U;) aus CaDiv X. Dann
ist Ox (D) mit
Ox(D)lu, = fi '0u, € Kxlo, (2.12)

ein Linienbiindel zusammen mit einer Inklusion Ox (D) C Kx.
Anmerkung 2.1.3. Wir schreiben auch manchmal L(D) fiir Ox (D).

Es seien L,L{,L, Linienbiindel auf einem Schema X. Dann ist auch
L™! = Hompe, (L,0x) und L; ®e, Lo ein Linienbiindel auf X. Die erste
Abbildung definiert dabei ein Inverses fiir die Multiplikation, die durch die
zweite Abbildung gegeben wird. Dabei ist Ox, als Linienbiindel aufgefafit,
das neutrale Element.

Definition 2.1.10. Wir bezeichnen die Gruppe der Linienbiindel auf einem
Schema X mit L(X) und die Gruppe der Isomorphieklassen von Linienbiindeln
mit Pic X.

Proposition 2.1.3. Fiir ein Schema X ist Pic X = H'(X, 0%).

Fiir einen Cartierdivisor D = (f;,U;) gibt es ein kanonisch zugeordnetes

Element ¢(D) € H(X,0%). Dieses wird durch U;,;, + figlfl-1 als Element
von H'((U;),0%) gegeben.



24 2 Divisoren

Proposition 2.1.4. Es sei X ein beliebiges Schema. Die Abbildung D —
Ox (D) definiert einen Gruppenhomomorphismus CaDiv X — L(X). Es ist
also

Ox(D) ®ox Ox(DI) = Ox(D-i-DI) (2.13)
Ox(=D) =0x(D)™! (2.14)

Proposition 2.1.5. Es sei X ein Schema, D ein Cartierdivisor und Ox (D)
das zugeordnete Linienbiindel. Dann ist dquivalent

a) Esist Ox(D) =2 O0x.
b) Esist D € CaDiv" X, ein Hauptdivisor-

Es ist also ¢(D) = 0 € H'(X,0%) genau fiir die Hauptdivisoren D €
CaDiv" X. Damit ist D — ¢(D) eine wohldefinierte und injektive Abbildung
CaClX — H'(X,0%). Weiterhin ergeben die beiden vorangehenden Propo-
sitionen eine injektive Abbildung CaCl X — Pic X.

Proposition 2.1.6. Wir haben ein Diagramm

CaCl X — = Pic X (2.15)

b

H(X,0%)

Dabei sind die Abbildungen «, 3,7y die oben eingefiihrten, insbesondere ist
a(D) = ¢(D). Die Abbildungen o und B sind injektiv, die Abbildung -y ist,
wie oben bemerkt, ein Isomorphismus.

Proposition 2.1.7. Ist X eine Varietit, so ist CaClX — Pic X auch sur-
jektiv, also ein Isomorphismus.

Dies folgt, da fiir eine Varietit X die Garbe KXx welk ist, aus der exakten
Sequenz 0 — 0% — X% — D — 0 und der zugehorigen langen exakten
Kohomologiesequenz.

Definition 2.1.11. Es sei X ein beliebiges Schema und D = (f;, U;) ein Car-
tierdivisor. Weiter sei Ox (D) das assoziierte Linienbiindel (f; ' Oy,). Es sei
Z = |D| der Support von D und U = X — Z, sowie U = U; NU. Es ist dann
filur € 0% (U)), also 1 € f; 10y € Kx(U)).

Die einzelnen 1 = 1y verkleben zu einem Schnitt 1 € Ox(D)(U) C
Kx(U). Diesen nennen wir auch sp.

2.1.1 Pseudodivisoren

Definition 2.1.12. Es sei X ein Schema und (L, Z,s) ein Tripel bestehend
aus einem Linienbindel L auf X, einer abgeschlossenen Teilmenge Z C X
und einem nirgends verschwindenden Schnitt s € L(X — Z).

Dann heifit (L, Z, s) Pseudodivisor auf X. Es heiflen L das Linienbiindel,
Z der Support und s der Schnitt des Pseudodivisors.
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Definition 2.1.13. Zwei Pseudodivisoren (L, Z,s) und (L', Z',s") auf einem
Schema X heiflen dquivalent, wenn Z = Z' ist und ein Ox-Isomorphismus
o: L — L existiert, so dafl ox_z(s) = s’ ist.

Definition 2.1.14. Es sei D ein Cartier—Divisor auf einem Schema X. Wei-
ter sei Ox (D) sein zugehoriges Linienbiindel, |D| sein Support und sp €
Ox(D)(X —|D|) sein assoziierter trivialisierender Schnitt.

Dann ist (Ox(D),|D|,sp) der zu D gehérige Pseudodivisor.

Definition 2.1.15. Ein Pseudodivisor (L, Z, s) wird von einem Cartier—Divisor
D représentiert, falls
i) |D|C Z gilt.
it) Ein Isomorphismus o : Ox (D) — L existiert, der auf X — Z den Schnitt
sp n s tberfihrt.

Proposition 2.1.8. Es sei X eine Varietit und (L, Z,s) ein Pseudodivisor
auf X. Dann wird (L,Z,s) durch einen Cartier—Divisor D € CaDivX re-
prasentiert.

FEs gilt

1. Ist Z # X, so ist D als Element von CaDiv X eindeutig bestimmt.
2.Ist Z = X, so ist D als Element von CaClX, also als Divisorenklasse
eindeutig bestimmdt.

Die folgende Definition ist von zentraler Bedeutung, da durch sie spéter fiir
eine k—Untervarietét j : V C X eines beliebigen Schemas X und einen Pseu-
dodivisor D auf X, der Schnitt D - [V] = [j*D] € Ax_1(|D|NV) eingefiihrt
werden wird.
Definition 2.1.16. Es sei D ein Pseudodivisor auf einer n—dimensionalen
Varietdt X mit Support Z = | D).

Dann definiert man die zugehorige Weildivisorenklasse

D] € A1 (ID)) (2.16)

wie folgt:
Es sei D ein Cartierdivisor auf X, der D reprdsentiert.

1. Ist Z #+ X, so ist D als Element von CaDiv X eindeutig bestimmt. Wir
setzen dann
[D] = [D] (2.17)
Dabei ist [IN)] der zu D assoziierte Weildivisor aufgefafit als Zykel in
Zn_1(|D]), also

[D] = ordy(D)[V] € Z,-1(|D|) = An-1(ID])
v

wobei tiber die irreduziblen Komponenten V von |D| summiert wird.
Da |D|C |D|= Z erhalten wir ein Bild in Z,_1(|D]) = An—1(|D|)



26 2 Divisoren

2.Ist Z =X, so ist D als Element von CaCl X eindeutig bestimmt, also fiir
einen reprisentierenden Diwvisor D ist [D] € Z,,—1(X) bis auf Elemente von
Rat,_1(X) eindeutig bestimmt. Damit ist [D] in Ap_1(X) = An_1(|D)|)
eindeutig festgelegt.

Definition 2.1.17. Es seien D = (L, Z,s) und D' = (L', Z’,s’") zwei Pseu-
dodivisoren auf einem Schema X.
Dann sei

D+D =(L®o, L,ZUZ sxs) (2.18)
~-D= (L4251 (2.19)

Proposition 2.1.9. Fir ein festes Z C X bilden die Pseudodivisoren D mit
supp D = Z eine abelsche Gruppe.

Definition 2.1.18. Es sei f : X' — X ein Schemamorphismus und D =
(L, Z,s) ein Pseudodivisor auf X. Dann ist f*D = (f*L, f~1(2), f*(s)) der
pull-back von D auf X’.

Proposition 2.1.10. Fir g : X" — X' und f : X' — X sowie einen Pseu-
dodivisor D auf X gilt

9" (D) = (feg9)"(D) (2.20)
Weiterhin gilt fiir Pseudodivisoren D, D" auf X, daf§
ff(D+D)=f*D+ f*D’ (2.21)

mit der oben eingefithrten Addition von Pseudodivisoren.

2.1.2 Schnitte mit Divisoren

Definition 2.1.19. Es sei D ein Pseudodivisor auf einem Schema X und V'
eine k—dimensionale Untervarietit von X mit Einbettung j : V — X. Dann
ist j*D ein Pseudodivisor auf V' mit |j*D|=V N |D]|.
Dann sei
D-[V]=D-V=["D] € A,_1(VN|DJ|) (2.22)

Anmerkung 2.1.4. Ist D ein Cartier—Divisor auf X, so kann man D - [V] auch
folgendermaflen konstruieren: Ist |D|2 V, so ist j*D ein Cartierdivisor auf
V. Man bilde den zu j*D assoziierten Weildivisor in Z;_1(|D|NV) und nenne
sein Bild in Ax_1(|D|NV) dann D - [V].

Ist |D|2 V, so wihle einen Cartier-Divisor C auf V, so dal Oy (C) =
7*O0x (D) ist. Dann sei D - [V] das Bild des zu C assoziierten Weildivisors [C]
aus Z,_1(V) in Ag_1(V). Der Divisor C ist nur bis auf einen Hauptdivisor
bestimmt, aber sein Bild in Aj_;(V) ist eindeutig.
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Anmerkung 2.1.5. Wir nennen D - [V] auch das Bild von D - [V] in jedem
Ap—1(Y) fur jedes abgeschlossene Unterschema Y C X mit VN |D|C Y.

Anmerkung 2.1.6. Ist fiir ein Schema X das Linienbiindel Ox (D) auf |D| tri-
vial, so kann man sogar eine Abbildung Zy(X) — Zi_1(|D|) konstruieren.
Man setze fir j : V — X dann D -V = [j*D] falls V & |D| und D -V =0,
falls V' C | D|. Im letzteren Fall wiirde die explizite Konstruktion von oben die
Wahl eines Cartier—Divisors C auf V' verlangen, fiir den Oy (C) = j*Ox (D)
ist. Da j*Ox (D) wegen j(V) C |D| und der Annahme vom Anfang trivial ist,
muf} auch Oy (C) = Oy sein. Es ist dann sinnvoll D - V' = 0 zu setzen.

Der Fall Ox(D) auf |D| trivial tritt zum Beispiel fiir (global) prinzi-
pale Cartierdivisoren D auf, diese werden unter der kanonische Abbildung
CaDiv X — Pic X auf die Isomorphieklasse des trivialen Biindels Ox abge-
bildet.

Definition 2.1.20. Es sei o =), ny V € Z,(X) ein algebraischer Zykel im
Schema X. Dann ist |a|=,,, .o V. der Support von c.

Definition 2.1.21. Ist « = Y, ny V € Z(X) ein algebraischer Zykel, so
definieren wir

D-a=> ny(D-[V]) € Ay_1(|D|N|al) (2.23)
1%

Anmerkung 2.1.7. Fiir jedes abgeschlossene Unterschema Y C X mit |D|N|«|C
Y C X sei D-avauch das Bild von D-av € A1 (|D|N|e|) unter Ax_1(|D|N|a]) —
Ap-1(Y).

Proposition 2.1.11. a) Es sei D ein Pseudodivisor auf X und a,o’ €
Zi(X). Dann ist
D-(a+d)=D-a+D-d (2.24)
in Ag—1(|D|0(|efU]a’])).
b) Es seien D, D" Pseudodivisoren auf X und o € Z(X). Dann ist

(D+D) - a=D-a+D -« (2.25)

in A1 ((ID|UID']) N [e)

¢) Es sei D ein Pseudodivisor auf X und f : X' — X ein eigentlicher Sche-

mamorphismus, o € Zp(X') und g : f=1(|D]) N |a|— |DINf(|a]).
Dann ist

9:(f*D-a)=D- f.«a (2.26)
in Ap—1(|D|Nf (laf)).

d) Es sei D ein Pseudodivisor auf X und f : X' — X ein flacher Sche-
mamorphismus mit Relativdimension n. Weiter sei a € Zp(X) und g :
71 1DInfal) = [DINlal.

Dann ist:
f{(D)- fra=g"(D-a) (2.27)

in Agyn1(f7HD]) N |el)).
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e) Ist D ein Pseudodivisor auf X mit trivialem Linienbiindel Lp auf X und
a € Zk(X), dann ist
D-a=0 (2.28)

in Ag—1(|lal).

Wir betrachten fiir die beiden folgenden Lemmata cartesische Quadrate

X< Xx (2.29)

mit offenen Immersionen j, j'.

Lemma 2.1.1. Es sei f: X — Y eine eigentliche Abbildung und es existiere
ein iberdeckendes System wvon cartesischen Quadraten wie oben. Weiter sei
fiir jedes von diesen und fiir jedes D, Pseudodivisor auf Y' und o € Z(X'):

fi(f*D-a)=D- fia (2.30)
Dann gilt die Aussage ¢) der vorigen Proposition fir f : X =Y.
Beweis. Es ist
U f(fT D)) = fli"(f*D-a) = fi(j" D j"a) =
=fif""D-j"a)=5"D- flj"a=j"D-j" fia =" (D" fua)

Da die f' : X’ — Y’ eine Uberdeckung von f : X — Y darstellen, gilt die Aussage
c) fiir f unter der Annahme, daf sie fiir alle f’ glt.

Lemma 2.1.2. Es sei f : X = Y eine flache Abbildung mit Relativdimension
n und es existiere ein iberdeckendes System von cartesischen Quadraten wie
oben. Weiter sei fiir jedes von diesen und fiir jedes D, Pseudodivisor auf Y’
und a € Z(Y'):

f*D- f"a= f*(D-«) (2.31)

Dann gilt die Aussage d) der vorigen Proposition fir f : X =Y.
Beweis. Es ist
j/*(f*D.f*a) :j/*f*D.j/*f*a — f/*j*D~f/*j*a:
=f"(G"D-jra) = "5 (D) =" (D a)

Da die f' : X' — Y eine Uberdeckung von f : X — Y darstellen, gilt die Aussage
d), falls sie fiir alle f’ gilt.

Lemma 2.1.3. Es sei f: X — Y ein flacher Morphismus mit Relativdimen-
sion n. Weiter sei D ein effektiver Cartierdivisor auf Y. Dann ist

[f*D] = [f~1(D)] = f*[D] (2.32)
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Beweis. Man habe das Quadrat

-/
J
X%

i

mit V' = Spec (A) und U = Spec (B), offen. Es sei D auf V' gegeben als (a) mit einem
Nichtnullteiler a € A. Dann ist auch f*D|y = (a) mit a aufgefaBt als Element von
B. Wegen 0 - A % A und der exakten Tensorierung — ®a B ist a auch in B
Nichtnullteiler. Es ist also

U
I

-

J

[/ D] = [Spec (B/aB)] = [Spec (B @ A/a)] = [f' D] = f”[D]

Man nehme nun im folgenden an, dafl die Aussage des Lemmas fiir f eine offene
Inklusion schon richtig sei.
Damit ist dann

iU Dl =" D) = [f"5"D) = f7["D] = f*[~' D] = {57 [D] =
=j"f"[D] = j"([f~' D]
Da U,V allgemein gewihlt waren, folgt [f*D] = [f D] = f*[D].

Lemma 2.1.4. Es sei f : X — V ein flacher Morphismus mit Relativdimen-
sion n und V eine Varietdt. Weiter sei D ein effektiver Cartierdivisor auf V

und es sei
[X] = Zli [Xi]
die Zerlegung in irreduzible Komponenten, notwendig gleicher Dimension
dimV +n. Dann ist
fD-fVI=[f"Dl=[f"'D] = f*[D] = f*(D-[V]) (2.33)
Beweis. Es ist
FD-f V)= D [X] = f7D- (3_LlXi) =
=D LD X)) =Y LI DNX] =
=[f'DNX]=[f"D]=[f1(D)] = f[D] = f(D-[V])

Nun schliellich zum Beweis von d):
Beweis. Man habe im allgemeinen Fall das cartesische Quadrat

j/

X <—f"

i

\
L

Py

<

=

-~

J
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wobei man durch weitere Lokalisierung und Ausnutzen der Additivitét in D anneh-
men kann, daf§ D auf Y ein effektiver Cartierdivisor ist. Dann gilt mit D = j*D:

f(D)-f V= fY(D)- IVl = f (D) - j.f"[V] =
=j;(j’*f*( ) STV =GP - fIV]) =
Je(f*D - f*[V]) = jif " (D [V]) =
= f"5(G"D-[V]) = fA(D-j:[V]) = f(D-[V])
2.2 Kommutativitit der Schnittklassen

2.3 Chern—Klasse eines Linienbiindels

2.4 Gysin—Abbildung fiir Divisoren
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Chern—Klassen von Vektorbiindeln

3.1 Segre—Klassen

Es sei X ein algebraisches Schema und FE ein Vektorbiindel auf X vom Rang
e + 1. Weiter sei P(E) das projektive Biindel iiber X mit der Abbildung
p: P(E) — X. Wir kiirzen ab: Op(d) = Op(g)(d).

Definition 3.1.1. Mit den Bezeichnungen von oben ist eine Abbildung
$i(E): Ap(X) = Ap—i(X), a— si(E)Na (3.1)

durch '
5i(E) Na = pu(c1(Op(1)T N p*a) (3.2)

Wir nennen E die i-te Segre—Klasse von F.

Es sei jetzt f: X' — X eine Abbildung von algebraischen Schemata und
es bestehe das Diagramm

P(f*E) L~ P(E) (3.3)
b b
X' X

Wir kiirzen wieder ab Op/(d) = Op(s+g)(d) und bemerken f*Op(d) = Op:(d).
Es gelten dann folgende Beziehungen

Proposition 3.1.1 (eigentliche Projektion). Es sei mit den eben ein-
gefiihrten Bezeichnungen f : X' — X eine eigentliche Abbildung und o €
A (X"). Dann gilt:

fe(si(fFE)Na) =s(E)N f.a (3.4)
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Beweis. Es ist
Fe(si(fPE)Na) = fupl(ci(0p (1) Np"a) =
fepi(er(f0p(1) T Npa) =
pefiler(f7Op(1) T Np"a)) =
pa(c1(0p(1)T N flp™a) =
p«(c1(0e(1)* " Np fea) = si(E) N fua (3.5)

Proposition 3.1.2 (flacher Pullback). FEs sei mit den obigen Bezeich-
nungen f : X' — X eine flache Abbildung mit Relativdimension n und
a € A(X). Dann gilt:

fsi(EYNna)=s;(f"E)N [« (3.6)

Beweis. Es ist

F(suB)na) = fpu(er(0p(1) ™ Npa) =
pLf" (e (0p(1) ™ Npta) =
Pler(f"0p(1) T N f"pta) =
p(c (0w (1) NP ffa) = si(fTE)N frfa (3.7)
Proposition 3.1.3. Es sei X, E,«a € A, (X) wie oben. Dann ist
si(E)Na=0, firi<0 (3.8)
so(E)Na=« (3.9)

Proposition 3.1.4. Es sei X,a € A.(X) wie oben und E,F Vektorbiindel
auf X vom Rang e+ 1 und f + 1. Dann ist

si(E) N (s;(F)Na) =s;(F)N(s;(E) Na) (3.10)

Beweis. Betrachte das Diagramm

P
7N
E) P(F)
N

(3.11)

Es ist dann

$/(E) N (5;(F) N a) = pulea(Ope) (1)) N p gu(er (Ve (1) Ng ) =
Plc1(0p(my (1)) Nras™ (1 (Opcr) (1) Ng a))
P (c1 (O (1)) N r(ea (5" Opry (1)) N 5™ g% a)) =
pars (e (7 Opmy (1) Nea (5" Opry (1)) Ns™g"a)  (3.12)
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Beachtet man nun p.r. = ¢+s« und s*¢* = r*p* und durchlduft obige Umformung
analog riickwirts, so entsteht s;(F) N (s;(E) N ).

Proposition 3.1.5. Es sei X, a € A.(X) wie oben und E ein Linienbiindel.
Dann st

si(E)Na=—-c(F)Na (3.13)

3.2 Chern—Klassen

Es sei X ein algebraisches Schema wie im vorigen Abschnitt und E, p : P(E) —
X ebenso wie oben definiert.

Definition 3.2.1. Es sei ¢;(E) fiir i > 0 durch die Beziehung
(14 s1(E)t + so(E)t? +---)(co(BE) + c1(E)t + co( E)Y +---) =1 (3.14)
als Identitit formaler Potenzreihen in t definiert.
Anmerkung 3.2.1. Es ist also
ci(E) = Pi(s1(E),...,s:i(E))

mit einem gewichtet homogenen Polynom P;(Ty,...,T;) € Z[Ty, ..., T;]. vom
Grad i, bei dem T} das Gewicht j hat. Eine rekursive Berechnung von P; ist
mit

co(E)=1 (3.15)
Cl(E) = 781(E) (316)
und
= (cim1(E)s1(E) + ci—2(E)s2(E) + -+ + ci(E)si—1(E) + si(E))  (3.17)
moglich.

Anmerkung 3.2.2. Die ¢;(E) definieren also eine Abbildung
Ci(E) : Ag(X) = Ar—i(X), ar—cg(E)Na (3.18)

durch
C,‘(E)mOéZPi(Sl(E),...,Si(E))ﬂO( (319)

Die drei grundlegenden Beziechungen des vorigen Abschnitts fiir die s;(F)
gelten mutatis mutandis auch fir die ¢;(E):
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Proposition 3.2.1 (eigentliche Projektion). Es sei mit den eben ein-
gefiihrten Bezeichnungen f : X' — X eine eigentliche Abbildung und o €
A.(X"). Dann gilt:

fulei(f*E)Nna) =c¢(E)N fia (3.20)

Proposition 3.2.2 (flacher Pullback). FEs sei mit den obigen Bezeich-
nungen f : X' — X eine flache Abbildung mit Relativdimension n und
a € Al(X). Dann gilt:

fa(B)na)=c(f*E)N ffa (3.21)

Proposition 3.2.3. Es sei X,a € A.(X) wie oben und E,F Vektorbiindel
auf X vom Rang e +1 und f + 1. Dann ist

c(E)N(c;(F)Na) =cj(F)N(c(E)Na) (3.22)

Eine wichtige Eigenschaften der Chernklassen ¢;(F) ist ihr Verschwinden
fiir ¢ > rang F:
Proposition 3.2.4. Es sei X, E,« € A, (X) wie oben. Dann ist
ci(E)Na=0, firi<0 undi>rangFE (3.23)
co(E)Na =« (3.24)
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Deformation in den Normalkegel

4.1 Die Gerstenhaber—Algebra

4.1.1 Definition

Es sei A ein kommutativer Ring, I C A ein Ideal und R = A[T]. Wir betrach-
ten den gradierten Ring S zur Aufblasung Bl(; 1) A[T], also zur Aufblasung
von Spec (R) am Unterschema V((I,T)).
Es ist
S = R[Te,Ie] = P, T)* (4.1)

d>0

Anders gesagt haben wir
Sq=TI%"+ 171 Ted ... 4 IT4 e? 4 T R (4.2)

Wir haben in S zwei Elemente, die wir mit ,,7“ ansprechen kénnen, zum
einen T € Sy = R, zum anderen Te € 5.
Zunéchst betrachten wir

S/(TeS) = RlIe] = A[T| & P 1= B (4.3)

d>1

Nun ist I%e?A[T] modulo Te gleich I¢A. Das heifit A[T] operiert auf B},
vermoge A[T| — A = A[T]/TA[T]. Also faktorisiert

proj (B") — Spec (A[T])
als
proj (B') — Spec (A) — Spec (A[T]),

liegt also iiber V(T') C Spec (R), wie zu erwarten war.

Nachdem wir so V(T'e) in proj (S) betrachtet haben, gehen wir zu Dy (Te)
iiber und analysieren B = S(r.). Es handelt sich dabei um die sogenannte
Gerstenhaber—Algebra
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Nach Definition ist

TPt + [971Ted ... T4 1e? + RTe?
Bire) = U =

Tded
d>0

=Jrrt+ @ 4T R
d>0

Offensichtlich lassen sich alle diese Terme in den Z-gradierten Ring
B=-aI'T eI 'T " ¢..0IT ' A AT ® AT?* @ - -
einbetten und sind in ihrer Vereinigung diesem gleich.

Definition 4.1.1. Der Ring B = B° ist die Gerstenhaber—Algebra.

(4.4)

(4.5)

Wir betrachten geometrisch Spec (B) = Spec (S(re)) = D4(Te) C proj (S)
als zugehoriges Schema. Da B eine A[T]-Algebra ist, gibt es einen Morphismus

Spec (B) — Spec (A[T]), sogar Diagramme

Spec (B) proj (S) B =Sy <———S
Spec (A[T7) AlT]
Es gilt
Br = A[T, T
B/TB — @Id/]’(H‘led _ @Id/]‘d+1
=0 )

(4.6)

Damit ist die Faser von Spec (B) — Spec (A[T]) iiber V(T') C Spec (A[T])

gleich

Spec G}I‘i/ld‘*‘1 =CjA
a>0

wobei C7 A der Normalkegel von I in A ist.

4.1.2 Die Faser von Bl 1) A[T] iiber V(T)

Wir wollen als néchstes die Struktur von proj (S) iiber V(T') C Spec (A[T])

untersuchen: Es ist
Sy =I%Re? + 1" 'TRe? + .. + IT ' Re? + T Re?

und damit

(4.9)
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TSy =I'TRe® + I"'T?Re® + - - + IT Re + T Re? (4.10)

Also ist fiir 8" = S/(T'S), also den projektiven Koordinatenring von V(1) C
Bl(;, 1y A[T] auch

Sl =T%Ae? + 1771/ TT Ae + - + T/TPT4 1 Ae + A/IT% | (4.11)

Wir betrachten jetzt in S’ die beiden Unterschemata V(I.S”) und V(TeS’).
Ihre Ideale sind

(IS")g = IS, = I Ae? (4.12)

denn es ist ja [ - I97# /T HFITH Aed = ().
Weiter ist

(TeS)g=TeS,_, =
=TT Aed + 1972 /1971 T2 Aed - - - (4.13)
o T/IPT 1 Aed + AJTT? Ae?

Also ist auch
(IS")aN (TeS")a = (0) (4.14)
und deshalb V(IS") UV (TeS’) = proj (S’)
Die Komponenten selbst diskutieren wir jetzt:
Als erstes betrachten wir V(IS’) = proj (S'/(I1S")) = proj (S™) also

(S /(18"))a = I/ 1% A + 191 /19T At - .. s
o+ I/TPT 7 Ae + AJTT At '
und somit
S = 5°[Te] (4.16)
mit
So — @Id/ld-‘rl (417)

a=0
Es ist damit V' (I) C proj (S’) gleich proj (C;A @ Te), also

proj (S(U)) 2 D, (Te) = Spec(CrA),

und somit ist Dy (T'e) gleich dem Normalkegel von I in A.
Als zweites betrachten wir die Komponente V(TeS’) = proj (S'/(TeS")) =
proj (S(h)). Es ist

(S'/(TeS"))q = I?Ae? (4.18)

und damit

proj (S(h)> = proj @Id =Bl; A (4.19)

d>0
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Anmerkung 4.1.1. Die Indizes in S*) und S stehen fiir vertikal und hori-
zontal.

Der Schnitt der beiden Komponenten V(1.5") und V(TeS’) ist durch die
Summe der Ideale gegeben:

(IS/ + T@S/)d =
_ Id+1Aed + IdflTAed +Id72/Id71T2A€d N
e T/TPT At + AJTT Ac?

(4.20)
und damit
(8')(IS +TeS"))q=I¢/T Ael. (4.21)
Also ist
V(IS') NV (TeS') = proj | P I/1H (4.22)

d=0

gleich der Strikt—Transformierten von V(I) in Bl; A.

4.1.3 Die Faser von Bl 1) A[T] iiber V((I,T))

Die Faser von proj (S) — Spec (A[T]) iiber V((I,T)), also der exzeptionelle
Divisor von Bl 7y A[T] ist schlielich gleich proj (@) mit

Q= @(I,T)d/(f, )" = Q'w] (4.23)
d>0
mit
Qa= (IY1Y) + (1Y IDT + - + (11T + (A/1)T? (4.24)
und
Q= 1d/1¢tt (4.25)
also

Q/ — @Id/ld—‘rl.
>0
Die Faser von Bl ) R iiber V/((I,T)) zerfillt somit in die beiden Teile
V(w) = proj (Q'), also in den ezzeptionellen Divisor von I in Bl A und in
D, (w) = Spec (Q') = C1A, also in den Normalkegel von I in A.

Der folgende Satz ist von grofler Wichtigkeit fiir die Grundlegung der
Schnittheorie:

Proposition 4.1.1. Es sei X ein rein k—dimensionales, noethersches Schema
und Y C X ein abgeschlossenes Unterschema. Dann ist auch Cy X ein rein
k—dimensionales Schema.
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Beweis. Ist Spec (A) = X ein rein k-dimensionales Schema, so ist X’ = X x A' =
Spec (A[T]) ein rein (k + 1)-dimensionales Schema. Weiter sind Y = V(1) C X und
Y x A = Spec (A/I[T]) C X’ abgeschlossene Unterschemata, wobei Y/ =Y x {T =
0} C X’ keine der (k+ 1)-dimensionalen irreduziblen Komponenten von X’ umfaft.

Die Aufblasung Bly: X’ = proj(S), die wir oben studiert haben, ist also nach
folgender Proposition ebenfalls rein (k+ 1)—dimensional. Damit ist der exzeptionelle
Divisor E C Blys X’ ein rein k—dimensionales Unterschema von Bly X’.

Nach obiger Uberlegung zerfillt (in lokaler Betrachtung) F in Dy (w) = CrA
und V(w) = Bl; A. Damit ist der Normalkegel Cy X = C1A ein offenes Untersche-
ma eines rein k—dimensionalen Schemas und somit selbst ein rein k-dimensionales
Schema.

Proposition 4.1.2. Es sei X ein lokal noethersches Schema und Y C X ein
abgeschlossenes Unterschema, das keine Komponente X' C X mit dim X’ =
dim X umfapt. Weiter sei X = Bly X die Aufblasung von X in'Y.

Dann ist dim X = dim X.

Beweis. Dies folgt aus den beiden nachstehenden Lemmata.

Lemma 4.1.1. Es sei p : X = Bly X — X wie in der vorigen Proposition.
Dann ist p eigentlich und birational.

Lemma 4.1.2. Es sei p: X' — X eine eigentliche und birationale Abbildung
noetherscher Schemata. Dann ist dim X’ = dim X.

4.1.4 Ein Lemma iiber die Gerstenhaber—Algebra

Es sei I C A ein Ideal eines kommutativen Ringes A und J C A ein weiteres
Ideal. Weiter sei wie oben

B°=BjA= -+ 1T 4 . IT' 4+ A+ AT + - + AT + ... (4.26)

die zugehorige Gerstenhaber—Algebra. Weiter sei J° C B° das Ideal, das die
Beziehung

J° = B° N (B°/JB%)r (4.27)
erfiillt. Es gelte also
J° ={b° € B° | T°° € JB°,e >0} (4.28)
so daf}
Jo= (I NT 4+ (InHT

+J+JT+JT? + -+ JT? + -+ (4.29)

ist.
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Lemma 4.1.3. Mit den oben eingefiihrten Begriffen ist
BY/(T,0°) = Crypy (AT) = @I+ DJU™ +0)  (4.30)

d=0
Beweis. Nach (4.29) ist
B°)J° = 4+ IY/I N )T+ 4+ T/INJ)T +
+ AT+ (AT + -+ (A) )T + - -
oder eben
B°)J° = 4 (I*+ ) JT 4 4 (I 4+ J)JT "+

+ AJT+ (A) DT + -+ (A) T + - -
Daraus folgt sofort

B°/(J°,T) = (B°/J°)/T(B°/J°) = U + 1)/ +J) = Cuury (4] ).
d=0

4.2 Der globale Fall

Fiir den globalen Fall der Deformation in den Normalkegel betrachte eine
abgeschlossene Immersion
f: X—=>Y

von algebraischen k—-Schemata. Weiter sei Y/ = P} x Y. Es sei T' die projektive
Koordinate von IE”,IC und und ¢ : X — Y die abgeschlossene Immersion von X
in die Faser bei T' = oo via f. Weiter sei J die Idealgarbe des Unterschemas
i(X)CY'.
Definition 4.2.1. Es sei

M = MxY =Bl Y’
die Aufblasung von Y’ bei J.

Nach den lokalen Betrachtungen oben ist M die globale Version des Sche-
mas Bl 7y A[T]. In diesem Schema war als offenes Unterschema Spec (B°),
das Spektrum der Gerstenhaber—Algebra, enthalten gewesen.

Dementsprechend gibt es auch in M ein offenes Unterschema M°, so daf3

M° |]P’,1C xU
fiir ein offenes Unterschema U = Spec (A) C Y gleich Spec (B°) ist.

Definition 4.2.2. Fir f : X =Y wie oben ist M° = M3Y der Deformati-
onsraum in den Normalkegel.

Es gilt dann, nach den obigen lokalen Betrachtungen, dafl iiber T = oo die
Faser von M° gleich dem Normalkegel C'xY ist. Diese Faser ist zugleich ein
effektiver Divisor in M°, ndmlich der Schnitt des exzeptionellen Divisors E C
M mit dem offenen Teil M° C M.
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Schnitte

5.1 Bildung von Schnitten

5.1.1 Der o—Morphismus

Proposition 5.1.1. Fs sei f : X — Y eine abgeschlossene Immersion. Wir
haben ein Diagramm

At N =2 A Mo —5 Ap i (Y x AL —=0 (5.1)

| e

AkN < — g T Aky
wobet die obere exakte Folge durch das Tripel
NLHM DM —N=ALxY

induziert wird. Dabei ist N = CxY der oben eingefiihrte Normalkegeldivisor
i M°.

Beweis. Die Abbildung 7* entspricht dem Isomorphismus 7* : A,Y — A 1AL die
durch die flache affine Biindelabbildung 7 : A} — Y induziert wird.

Weiterhin ist das Normalbiindel Ny|po von N in M° trivial, so dafl die Bezie-
hung

i"oiy =0

gilt. Damit ist die Abbildung o : AyY — AN wohldefiniert.

Es sei nun im folgenden f : X — Y eine reguldre Immersion mit Kodi-
mension d. Damit ist die Abbildung

wohldefiniert durch
p*osy =id (5.3)
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wobei die Isomorphismen p* : Ap_4qX — ApN durch die flache Vektorbiinde-
labbildung p : N — X induziert werden.
Ist nun V C Y eine Untervarietdt und W = X NV, so ist wegen Lemma
4.1.3
o([V]) = [CwV] (5.4)

und damit
X oV = sy ([Cw V1) = si(a([V]) (5.5)

Es folgt

Proposition 5.1.2. Fir eine reguldre Immersion f : X — Y von Kodimen-
sion d wie oben ist die Abbildung

ALY D AN IS A X, Vi XeV (5.6)

wohldefiniert auf dem Niveau von Zykelklassen.

5.1.2 Schnitte im allgemeinsten Fall

Im allgemeinsten Fall besteht ein cartesisches Quadrat

x' Loy (5.7)

4 b

X —Y

von algebraischen k—Schemata, wobei f : X — Y eine regulére Immersion von
Kodimension d ist.

Der Normalkegel CxY = NxVY ist dann ein Rang d Vektorbiindel iiber X
und ¢”* NxY = N ist ein Rang d Vektorbiindel iiber X”.

Aus dem lokalen Quadrat fiir obiges globale Quadrat, also aus

B/IB<—B (5.8)

b

A/l <— A

entnehmen wir, daf§ fiir J = I B eine Surjektion von B/J-Moduln

IP /1P @y p B)J — JP ) JPH (5.9)
also eine Surjektion
(CrA=@P 17/ 17 @4y BT — PP /I = C4B (5.10)
p=0 p=0

und damit eine abgeschlossene Immersion
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i’ 1 Spec (Cx/Y') = Spec (¢*NxY) (5.11)

besteht.

Fir ein V € Z,Y' und W = f'~'V ist CyV ein abgeschlossenes k—
dimensionales Unterschema von C'x/Y’, also mit der Immersion ¢ : Cx/ Y’ —
N =¢*NxY

it [CwV] e ZyN

Benutzt man die Isomorphie s} : AxN — Ap_4X', so entsteht eine Schnit-

tabbildung

y Voillowy)
B

f! : Zk AkN ﬁv—) Ak_dX/ (512)

Proposition 5.1.3. Die eben eingefiihrte Abbildung f': Z,Y' — Ap_qgX' ist
wohldefiniert auf der Ebene von Zykelklassen, ndamlich mit

fI : AkY/ i) Ak(CX/YI) l—*> Ak(gl*NXY) S—N> Ak,dX/ (513)
Dabei wird o wie oben aus dem Tripel
Cx/Y' 5 MY D MY — Cx/Y'

und dem oben benutzten Diagramm gefunden.
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