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1

Algebra und Geometrie

1.1 Algebraische Geometrie

1.1.1 Hilbertfunktion, p,, p, Freitag, 29.11.2013
Fiir eine Flache X ist
pa(X) = dim H*(X,0x) — dim H'(X,0x)
Fiir eine Kurve X ist (wir nehmen an, X nichtsingulér, also pe(X) = py(X) =
9(X)):
py(X) = g(X) = dim H'(X,0x) = (x(X, 0x) = 1)(=1)"
mit » = dim X = 1. Daher definiert man allgemein
pa(X) = (=1)" (x(X,0x) — 1)

mit r = dim X.
Ein anderer Ansatz ist X = proj (S/I) mit S = k[zo, ..., %m] und Px(d) =
Dann nennt man pj,(X) = (—=1)"(Px(0) — 1) Wir zeigen

Pa(X) = pa(X).

Es héngt also p/,(X) nicht von der Einbettung proj (S/I) < proj(S) = P}
ab.
0—-J—=0p—>1.0x—0

0—IJ(d) = Op(d) = i,0x(d) — 0
0 — H°(P,J(d)) — H°(P,0p(d)) — H*(X,0x(d)) = 0 (1.1)

fir d > 0. Es ist dann auch dimy H°(X,0x(d)) = x(X,0x(d)) = Hx(d),
wobei Hyx das Hilbertpolynom Hx (d) = x(X, 0x(d)) ist.
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dim X
X(X,0x(d)) = > (~1)" dimy H'(X,0x(d))

Aus (1.1) folgt

dim H°(P, Op(d)) — dim H°(P,J(d)) = dim(S/I)q = Px(d).
Also Px(d) = Hx(d) fiir alle d > 0. Also Px(0) = Hx(0) und es ist p},(X) =
(=D)"(Px(0) = 1) = (=1)"(Hx(0) = 1) = (=1)"(x(X, Ox) = 1) = pa(X).

1.1.2 Hx(d), Hilbertfunktion Freitag, 29.11.2013

Warum ist Hx(d) = x(X,0x(d) polynomiell fiir X C P;*? Wir benutzen
Induktion iiber m: Wihle ein g € Op(1)(P) mit X Z V(zo).
Dann ist exakt:

0—0O0x — Ox(—l) .w—0> Ox > 0x»—0

Es ist supp X', supp X" C V(zp). Durch Induktion {iber m kann man also
schlieflen, daf} in der Sequenz

Hx:/(d)—Hx(d—1)+ Hx(d) — Hx»(d) =0

die Terme Hx/(d) und Hx(d) in d polynomiell sind. Also auch Hx(d).
N.B.: Man benutzt, da fir 0 - ¥ — F — F’ — 0 auch x(X,5F) —
X(X,F) + x(X,3F") = 0 ist. (x ist Abbildung vom Euler-Typ).
Geht sogar fiir einen beliebigen kohérenten O x—Modul F mit X projektiv
iiber Spec (A) mit Ox (1) als sehr ampler Garbe. Der Satz sei fiir X C P’
mit m’ < m bereits gezeigt und X C P7

0=F -F(-1) 22 F -3 =0

Auch hier ist supp F, supp F” C V().

1.1.3 Hurwitz-Formel Samstag, 3.1.2015

Betrachte eine Abbildung von Kurven f: X — Y, mit X, Y glatt iiber k. Es
sei f vom Uberlagerungsgrad n.

Dann ist 2x; und §2y ), lokal freier O x— bzw. Oy—~Modul (Linienbiindel).
Es ist 2x ), = Ox(Kx) und 2y, = Oy (Ky) per definitionem.

Man hat die Sequenz

0— f*Qy‘k — QXU@ — QX|Y —0

Nur die 0 links ist zu begriinden: Ist lokal Oy, = A und Ox, = B, so ist
yviky = Aund 2x;, = B. Man hat also links eine B-lineare Abbildung
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B®aA — B. Gibe es einen Kern, so hiitte man 0 — b — B — B mit b 2 (0).
Also B/b — B. Betrachtet man Assp auf beiden Seiten, so stiinde links mp
und rechts (0). Da aber Ass B/b C Ass B wére das ein Widerspruch. Also
steht links die 0. (b = B ist ausgeschlossen, da sonst x|y, = {2x,, = B und
damit 2y |y keine Torsionsgarbe wére).

2y ist eine Torsionsgarbe

—1
Oxyy = E Ox,p/myp’
pPeX

mit Trager den Punkten P € X fiir die ep > 0 ist.
Man tensoriere nun die obige Sequenz mit Q;ﬂlk und erhalte

0— .Q;(‘lk R f* vk = O0x = 2x)y — 0

Der supp {2x|y ist gleich dem effektiven Divisor R =, (ep — 1)P.
Dann ist .Q;qlk ® f*2yr = Ox(—R). Also wenn man deg anwendet

—(29x —2) +n(2gy —2)=— > (ep—1)

PeX
also
(29x —2)=n(29y —2)+ > _(ep — 1)
PeX
Das ist die Hurwitzformel.
1.1.4 Atiyah-Macdonald, Ubungsaufgabe Mittwoch 18.3.2015

Essei A = k[z?—1] und B = k[z]. Dann ist B O A eine ganze Ringerweiterung.
Weiter sei n = (z — 1) C B ein maximales Ideal und m = n N A ein ebenfalls
maximales Ideal, das Bild von n.

Dann ist By O An keine ganze Ringerweiterung. Genauer ist 1/(z + 1) €
B, nicht ganz iiber Ay,. Zunéchst ist 1/(x 4 1) wirklich in By, dennz+1 ¢ n
da anderenfalls x — 1 — (x + 1) = —2 € n und wir annehmen wollen, dafl
char k # 2 ist.

Sei also 1/(x + 1) ganz iiber Ay,. Dann haben wir eine Gleichung

TR T S (1.2)
r+1 s \rz+1 s ’

wo a; € Aund s € A mit s ¢ m ist. Multiplizieren mit (z 4+ 1)" und s ergibt

sta(z+1)+--+a(z+1)"=0 (1.3)

Es sei also s = s(22 — 1) = 20 + 21 (22 — 1) + 29(2% — 1)2 + -+ + z4(2? — 1)¢
mit z, € k. Daz — 1| (22 — 1) ist 2y (22 — 1) + -+ + z4(2% — 1)? € n und
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auch in A, also in m. Da s ¢ m nach Annahme, ist zp # 0. Andererseits ist
Slz=—1 = 0 wegen (1.3). Also miifite, wenn diese aus der Ganzheitsgleichung
abgeleitete Beziehung gilt, wegen (—1)? — 1 = 0 auch zy = 0 sein. Dies steht
aber im Widerspruch zu zy # 0 von eben. Also kann 1/(z+ 1) nicht ganz iiber
A, sein.

1.1.5 Schnittprodukt von Divisoren auf einer Fliche Donnerstag
26.3.2015

Es sei X eine (projektive, nichtsingulire) Fliche. Als Divisoren bezeichen wir
Cartierdivisoren auf X. Eine Kurve auf X ist ein effektiver Cartierdivisor.
Es gibt eine Z-lineare Paarung
DivX xDivX —»Z, (C,D)— C.D (1.4)
mit den Eigenschaften

i) Es gilt fiir Divisoren C ~ C’ und D ~ D', daf§

C.D~C'.D (1.5)
C.D~CD (1.6)
ii) Es ist
(Cl +02)D =C1.D+Cy.D .
C.(D1 + Dg) =C.Dy +C.Dy (1.8)
iii) Es ist
CD=D.C

iv) Esseien C, D zwei nichtsingulére Divisoren, die sich transversal schneiden
(C i D): Dann ist C.D = #(C' N D).

Lemma 1.1.1. Es seien Cy,. .., C, irreduzible Kurven auf X und D ein sehr
ampler Divisor auf X. Dann gibt es ein irreduzibles, nichtsingulires D' ~ D

Lemma 1.1.2. Es sei C' ein irreduzibler nichtsinguldrer Divisor und D eine
Kurve, also ein effektiver Divisor auf X. Weiter sei C th D. Dann ist

#(C'N D) =deg Ox(—D) ®o, ¢ (1.9)

Wir definieren das Schnittprodukt zuerst auf P, den sehr amplen Divisoren
auf X. Diese bilden einen Kegel in Div X, d.h es ist fiir D,D’ € P auch
D+D'e?.

Seien also C, D sehr ample Divisoren, dann wihle man ein D’ ~ D dafl
eine irreduzible, nichtsingulire Kurve darstellt. Weiter wihle man ein C’ ~ C,
ebenfalls irreduzibel und nichtsingulér sowie C’ M D’. Dann definiere man
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cDY¥ ' D =#(C' nD) (1.10)

Es ist die Wohldefiniertheit zu zeigen. Es seien C}, C} zwei zu D’ transversale,
irreduzible und nichtsingulére Divisoren mit C} ~ C. Dann ist

C;.D, = deg OX(—CQ) QR Opr =1;.

Da Ox(—C7) = Ox(=C%) ist r1 = 7. Also héingt der Grad nicht von der
Wahl von C” ab.
Seien weiter C” ~ C und D" ~ D irreduzible und nichtsingulire Divisoren

mit C” th D”. Wihle nun einen Divisor C; ~ C, irreduzibel und nichtsingulir
mit C; h D’ und Cy h D”. Dann ist

Cl.D/ = deg Ox(fD/) X OC1 = deg Ox(fD”) X Ocl = Cl.D” (111)

Also ist
c".D'"=c,.D"=C,.D'=C".D’ (1.12)

Damit ist C.D wohldefiniert fiir C, D € P.

(i) Aufgrund der Konstruktion ist klar, daf fir C; ~ Cy und D1 ~ Dy mit
C;,D; € P auch C1.Dy = Cy.D, ist.

(iil) Weiterhin ist C.D = D.C' zu zeigen. Um D.C nach obiger Vorschrift
zu berechnen, ist zunéchst ein irreduzibles nichtsingulires C’ ~ C zu wiithlen
und dann ein irreduzibles, nichtsinguliires D’ ~ D mit D’ i C’. Dann ist
D.C = #(C" N D’). Dies sind aber genau dieselben Bedingungen an C’, D’
wie sie aus der Konstruktion fiir C.D erwachsen. Also ist C.D = D.C.

(ii) Es bleibt (Cy + Cq).D = C1.D 4+ Cs.D fiir C1,Co, D € P zu zeigen. Es
seien D' ~ D, C! ~ C; und C12 ~ C1+C} irreduzible nichtsingulire Divisoren
und C/, Cy5 th D'. Dann ist

(C1 4 C3).D =degOx(—Ci2) ® Opr =deg Ox(—(C1 + C2)) ® Opr =
deg Ox(—C1) @ Op +deg Ox(—C3) ® Opr =
= deg Ox(—Ci) ® Opr + deg Ox<—Cé) ®Op =C1.D + Cs.D (1.13)

Nun dehnen wir das Schnittprodukt auf ganz Div X aus. Sei nun C €
Div X und H ein sehr ampler Divisor auf X. Dann ist C'+ nH von globalen
Schnitten erezeugt und damit C' + (n + 1)H ein sehr ampler Divisor. Also ist
C=(C+ (n+1)H)— (n+1)H eine Differenz sehr ampler Divisoren.

Sind nun C, D € Div X gegeben, so schreiben wir

C~Cy—Cy (1.14)
D~D;— D, (1.15)

mit sehr amplen Divisoren C;, D;.
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Beachte, dafl wir hier ~ und nicht = verwenden, um zusammen mit
der Wohldefiniertheit auch die Unabhéngigkeit von C.D von der linearen
Aquivalenzklasse zu zeigen. Nun definieren wir

C.D ¥ C.Dy — Cy.D) — C1.Dy + Cy.Ds (1.16)

Sei
C~C|—C) (1.17)
D ~ D} — D (1.18)

eine alternative Zerlegung. Dann ist

Ci+Ch~Cl+ Cs (1.19)
Dy + DYy ~ D] + Dy (1.20)

Aus diesen Beziehungen fiir sehr ample Divisoren und der oben gezeigten
Bilinearitdt auf P, sowie der Invarianz fiir lineare dquivalente Divisoren aus P
leiten wir die Gleichheit

Cl.Dl — CQ.Dl — Cl.DQ + CQ.DQ =
C}.Dy — C5.Dy — C|.Dy + C5.D)  (1.21)

ab. Also ist C.D fiir beliebige Divisoren wohldefiniert und es ist fiir C’ ~ C
und D’ ~ D auch C.D = C'".D’.

Ebenso folgt C.D = D.C' aus der entsprechenden Beziehung fiir Divisoren
aus P.

Es bleibt noch (Cy + Cs).D = C1.D + C5.D fiir beliebige Divisoren zu
zeigen.

Zunéchst ist E(Fl —FQ) = EF1 —E.F2 sowie E(F1 +F2) = EF1 —|—EF2
fiir E beliebigen Divisor und F; sehr ample Divisoren.

Es sei C; ~ C11 — Ci2 und Cy ~ Cy; — Ca9 mit O,L'j sehr ampel.

Dann ist

(01 + CQ)D = (011 —C1a+ Cop — CQQ).D =
= (C11 4+ Co1 — (Cr2+ C2)).D =
= (011 + 021).D — (012 + ng).D (1.22)

und weiter

(C11+ C21).D — (C12 + C22).D =
= (C11.D 4+ C51.D) — (C12.D + Cq3.D) =
= (C11.D — C12.D) + (C91.D — C92.D) =
=C1.D+Cs.D (1.23)
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1.1.6 Ein treuflacher Morphismus Freitag 27.3.2015

Es sei R = Z(3) und A = R[Ay, A4, Ag] sowie A" = Rlas, ay]. Betrachte den
Morphismus

A= Alrj=C
der durch
Ag — a9 + 31 (124)
Ay = ay + 2a9r + 312 (1.25)
Ag > agr + agr? + 13 (1.26)

gegeben ist. Dieser Morphismus ist treuflach.

Es sei B = R[A3, Ay,7] und ¢ : B — C gegeben durch Ay — az + 3r and
Ay — ag + 2a97 + 3r2 sowie 1 > 7.

Dann hat ¢ ein Inverses ¢ : C' — B gegeben durch ay — As — 3r and
ay — Ay — 2rAs + 3r2 sowie 1 > 1.

Weiter sei der Morphismus x : A — B gegeben durch A — Ay, Ay — Ay
and Ag — 1Ay — 12 Ay + 13,

Dann ist die Abbildung A — A’[r] = C von oben gegeben durch ¢ o y. Da
¢ das Inverse 1 hat, ist es nur notig zu zeigen, dafl x treuflach ist.

Nun ist zunédchst x injektiv und B O A ist eine ganze Ringerweiterung
mit der Relation

S —1r2As + 1A — Ag =0

Also ist B = A+ Ar+ Ar? = A3. Dies ist ein freier, also flacher, A-Modul. Da,
auflerdem B/A ganz, ist die Abbildung Spec (B) — Spec (A4) auch surjektiv,
also auch B/A treuflach.

1.1.7 Eine rationale Kurve in A% Dienstag 14.4.2015

Betrachte den Ringhomomorphismus ¢ : Q[z,y] — Q[t] mit  — > — ¢ und
y — t3 — 2. Der Kern ker ¢ ist gleich (z3 + 2y — y?) wie man mit Macaulay
2 leicht ausrechnet.

Ist ¢ : Clz,y] — C[t] die (flache) Basiserweiterung mit — ®q C, so ist der
Kern deshalb gleich (2 4+ zy — y?)Clx,y]. Da 23 + 2y — y? prim in C[z, y] ist
A = Clx,y]/(2® + 2y — y?) ein Integritiitsring.

Man hat nun eine Abbildung: « : Q(t) — Q(A) mit ¢ — y/x fir die mit
V' Q(A) — Q(t) die Beziehung ¢’ o v = idgyy) gilt.

Auch umgekehrt ist o 09y’ = id 4. Man hat nimlich die Abbildungen

w12 =t (y/a)? = (y/x) = (2 + ay)/2® = (y/z) = (1.27)
und

y e 7 =2 (y/2)? = (y/2)* = (@ + 2y)y)/2° = (y/=)* =y (1.28)
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Also ist Q(t) zu Q(A) isomorph.

Weiterhin gilt: Das Bild ¢(C[z, y]) C C[t] besteht genau aus den p(¢t) € CJt]
fiir die p(0) = p(1) ist.

Ein p(t) € Q[t] mit p(0) = p(1) wird durch « auf ein Element g(z,y) € A
abgebildet, fir das dann ¢(g(z,y)) = p(t) ist.

Es gilt namlich fiir die Abbildung «, daf3

t* = 2 ge(z,y) + yhe(z,y) + y/.

Dies ist fiir ¢ + y/x trivial erfiillt und es sei fiir t* bereits gezeigt.
Dann ist

= (y/) (w gr(2,y) + y (2, y) + y/2) =
= yge(z,y) + v/ hi(z,y) + (y2/2?) =
=y g(z,y) + (@ +y) hi(a,y) + o +y/x =
=z gpt+1(x,y) + yher1(z,y) +y/z (1.29)

wie man unter Beriicksichtigung von 2% + xy — y? = 0 erkennt.

Also ist das Bild von p(t) = ap+ai t+-- -+ a, t™ von der Form q(x,y) +h
mit g(z,y) einem Polynom in A und h = (a; + a2 + -+ + a,) (y/z). Ist nun
p(0) = p(1), so ist ag = ap + a1 + -+ + an, also a3 + -+ - + a, = 0, also auch
h=0.

1.1.8 Deformation in den Normalkegel Sonntag 26.4.2015

Es sei W — V eine abgeschlossene Immersion algebraischer k—Schemata.
Betrachte das Schema

)Zv = BIWX0<V X Allv)

also die Aufblasung von W x 0 in V x A}. Dann definiert die Abbildung X >
V x Aj — A} eine flache algebraische Familie von algebraischen Schemata

zusammen mit einer abgeschlossenen Immersion W x A} < X.
Diese Immersion ist fiir T' # 0 gleich W — V und fiir T'= 0 gleich W —
CwV, also gleich der Immersion in den Nullschnitt des affinen Normalkegels

CwV = Spec (C) mit
c =/t
d=0
und V() = W.
Wir wollen dies fiir V' = Spec (A) und W = Spec (A/I) und V x Al =
Spec (A[T]) direkt sehen.
Es ist dann

X = proj (B) = proj @(I,T)d
=0
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Die Abbildung W x A} < X wird durch den Morphismus By = AlT] —
A/I[T] vermittelt.

Man beachte, daf§ es in B zwei Elemente T gibt, einmal T' € By = A[T]
und einmal T € By = TA[T] + T A[T]. Wir schreiben auch Te; fiir das zweite
T. Es ist dann

BTe; = 0® TA[T) & TIAT) + T*A[T)®
®TIPAT) + T*TA[T) + TP AT @ -+ (1.30)

also
B/(Te\B)=AT|ele & l* . = A[T| & @1
d>0

Dabei wirkt A[T] durch A[T] — A mit T — 0 auf den (B/(Te1 B))q fiir d > 0.
also ist letztlich

proj (B/(TeyB)) = proj (A@ I& I’ ®---)

Die Faser von X iiber T = 0 wird durch B = B/TB (mit T € By)
gegeben, also durch

X = proj (B') = proj | (I, T)*/(T(I,T)%) | = proj <@ Jd>
d>=0 d
Man rechnet aus, daf3

Jg= I, )T, 7)) = 194+T14 ) 144121972 /14 o T A /T (1.31)

Man kann X® dann in zwei Komponenten zerlegen, ndmlich in Bly V' und
Proj (C @ 1) die sich in Proj (C), dem projektiven Tangentialkegel schneiden.
Betrachte die Komponenten

Jy =TI 18 - 12472/ . AT

des B'-Ideals J'. Dann ist V(J') = proj (B’/J’) = proj (,1?) & Y, also
ist V/(J') in proj (B’) gleich Bly, V = Bl A.

Es ist weiterhin nach obigem Y = proj (B'/.J’) = proj (B/(Te1)B). Also
ist das Komplement von Yin X gleich Spec (B(Tel)). Dies ist aber gleich dem
Spektrum Spec (B”) der Gerstenhaber—Algebra

B//: “_@ITLT—TL@IH—lT—’rH-l@._.IT—l@A@AT@ATQEB_“
Als niichstes betrachte die Komponenten (I C By)
J// — IJd — Id+1

des B'-Ideals J”, das den Quotientenring B’/IB’ definiert. Dann ist
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B//J//:@Id/ld—i-l +TId_1/Id+TQId_2/Id_1+"'+TdA/I
d

also V(J") = V(IB’) = proj (C[T]) = Proj (C & 1).
Man beachte, daf} dies gleich dem projektiven Kegel

proj (@(I, T)d/(LT)d“)

d

also dem strikten Urbild von W x 0 in X unter der Projektion X 5 Vx A}
ist.

Schneiden wir nun diese beiden Verschwindungsmengen, bilden also das
Ideal J" + J" = J", so ist V(J") = proj (B/J"") = proj (B, Ja/(J]')). Nun
ist

Jaf(Jg+Jg) = 1/177

also proj (B/J") = proj (@, 1?/I¢T") gleich dem projektiven Normalkegel
Proj (C') = Proj (Cw V).

1.1.9 Berechnung der Kohomologie kohérenter Garben auf P7
Samstag, 9.5.2015

Es sei X = P"; der projektive Raum {iber einem noetherschen Ring A. Dann
ist F — H™(X,F) ein kovarianter rechtsexakter Funktor auf der Kategorie
der kohérenten Garben auf X. Man nenne nun G,(J) = H" ?(X, 7).

Ich behaupte, dal (G)) ein universeller —Funktor iiber Go(—) = H"(X, —)
ist.

Man lese einfach die lange exakte Kohomologiesequenz zu 0 — ¥ — F —
F” — 0, also

0— H'(X,9) - H(X,9) - H°(X,F") —
- H (X, 7)==
- H"(X,¥) - H"(X,F) - H"(X,F") - 0 (1.32)

von rechts nach links.

Weiterhin ist G, ausloschbar, denn fiir F kohérent existiert eine Sur-
jektion €@, Ox(—d;) — F — 0 mit d; > 0. Nun ist aber G,(Ox(—d;)) =
H"?P(X,0x(—d;)) =0 fiir p > 0, weil d; > 0.

Also ist M = @, Ox(—d;) = F — 0 eine Ausloschung von F.

Nenne nun S = A[Xy, ..., X,], also X = proj ()

Anmerkung 1.1.1. Ist F = M fiir einen endlich erzeugten S—Modul M, so
existiert immer eine Surjektion €, S(—d;) = M’ — 0, mit d; > 0, wo M’ =
My, =M, ® M,11 @ --- ein Modul ist, der mit M ab einem gewissen Grad
(hier r) in den homogenen Komponenten iibereinstimmt.

Es ist dann auch ¥ = M = M'.
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Finde nun fiir F eine Sequenz von Garben N; = B, Ox (—d;;) mit exakten
Sequenzen

wobel F = B_; und B; = Z; ist.
Diese Sequenz wird iterativ konstruiert: Ist Z; = B; schon bekannt, so
wihlt man (nach dem Verfahren in der Anmerkung) eine Surjektion

Niy1 = @ox dit1) = Bi =0 (1.34)

deren Kern dann gleich Z;11 = B;41 ist.

Anmerkung 1.1.2. Hier ist eine zweite Anmerkung am Platz: Ist
0— Zi+1 — N7;+1 @ S H‘LJ — N @ S )
J

gegeben mit d;1,; > 0, so ist in einer Surjektion

@S z+2,] z+2 — Zz—i—l —0

automatisch d;1o ; > 0. Dies folgt aus Homg(S(—d), S(—e)) =0 fiir d < e.
Wir brauchen hier also auf Modulebene nicht mehr trunkieren, wie am
Anfang der Sequenz.

Zusammen hat man
o N, =N == Ny >Ny - Nog—-F =0 (1.35)

WO Ni = @j Ox(—dij).
Dies ist ein Komplex tiber F mit fiir G}, azyklischen Garben N;. Also ist

H" (X, 5) = G,(9) = hy(Go(N.)) (1.36)

Nun ist aber Go(N;) = H"(X,N;) = P, H" (X, Ox(—d;;)) ein freier, end-
lich erzeugter und konkret berechenbarer A~Modul (wenn man in A konkret
rechnen kann).

Also kann auch h?(Go(N,)) konkret als endlich prisentierter A-Modul
ausgerechnet werden.

Aufgrund des Dualitétssatzes fiir X ist ja

H"(X,N;) = Hom (Homg, (N;, Ox(—n — 1)), A) =
= Homy (Homg(N;, S(—n —1))o, A) = F; (1.37)

und noch einmal in anderen Worten
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H"P(X,¥) = hy(Hom4 (Homg (N, S(—n — 1))o, 4)) (1.38)

Die Abbildungen d; : F; — F;_; gehen aus den Abbildungen N; — N;
hervor, die bei der Konstruktion der N; benutzt wurden.

Damit ist H" P(X,J) fir § = M mit M endlich erzeugter S—-Modul
konkret berechenbar.

-- compute the H"i(proj S, moM™) for S=A[x_1,...,x_n]

compCohX = (moM, d) ->

(

S := ring molM;

A := coefficientRing S;
n := numgens S;

moMt := truncate(d, moM);

-- the number 10 must be chosen accordingly with n
C := presX (moMt, 10);
C1 := Hom(C, S~{-n});

Dlis := {};
for i from min(C1) to max (C1) do
(

Dlis = prepend( transpose lift(matrix basis(0, C1.dd_(i)), A), Dlis);

:= chainComplex(Dlis);
, C, prune HH(D)

’

-- compute a free resolution of moM with S(-d_{i,1}) + .. + S(-d_{i,j_i}) terms

presX = (moM, k) ->

(

moN := moM;

philis := {};

moN = prune moN;

i = 0;

phi := presentation moN;

degs := degrees target phi;

print degs;

philis = append(philis, phi);

moN = ker phi;

while (((prune moN) != 0) and (i <= k)) do
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phi = presentation moN;

psi := gens moN;

philis = append(philis, psi);
philis = append(philis, phi);
moN = ker phi;

i=1i+1;

:= chainComplex(philis);
eturn D;

>

1.1.10 Berechnung von Syzygienmoduln Samstag, 9.5.2015

Es sei S ein kommutativer Ring, so daf§ in freien S—Moduln M = S” eine
Berechnung von Grobnerbasen moglich ist.

Das heifit fiir einen Satz z1,...,2, € S” kann man z},..., 2] € S” berech-
nen, so dal N = Sz +---+ Sz, = Sz{ +---+ Sz und z € S” ist genau dann
in N, wenn es sich mit z{, ..., 2] zu Null reduzieren 148t.

Es sei nun

A:> Se; > S
i=1 j=1
eine lineare Abbildung mit
Aler) =Y aizf
J

Es sei M der Kern von A, also 0 = M — S” — S*® exakt. Gesucht ist eine
Grobnerbasis von M. Betrachte dazu den freien S-Modul X = >, Se; +

>_;Sf; und den von
zi=ei— Y aif
J

firi =1,...,r erzeugten Untermodul W C X. Berechne zu den 21, ..., z, eine
Grobnerbasis in einer Termordnung die f; zugunsten von e; eliminiert. Wahle
dann die Elemente hy, ..., h, € WN) . Se; C X aus der Grobnerbasis, also
diejenigen, die nur e; enthalten.

Diese liegen alle im Kern, es ist ja fiir h = h,:

(*) h:Zyiei :in(ei —Zaijfj)

also y; = x; und >, 57 (zia45) fj = 0, also A(D_ xie;) = A(h) = 0.
Liest man diese Folgerungen riickwérts, so erkennt man, daf} ein A € S mit
A(h) = 0 im Untermodul W liegt, also eine Darstellung (x) existiert. Damit
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ist dann aber auch eine Darstellung h = >, v, h, mit den Elementen der
Grobnerbasis von W N .S™ moglich.
Also ist ¢ : Z,T:l Se, — M mit ey — hj eine darstellende Surjektion.

1.1.11 Periodische Kettenbriiche und quadratische Irrationalitéiten
Montag, 17.8.2015

Es sei z; eine quadratische Irrationalitit, also eine Nullstelle eines Polynoms
f(x) = ax® + bx + ¢ mit a,b,c € Z.
Die Kettenbruchentwicklung einer Zahl w € R sei mit {ag, a1, as,...) ab-
gekiirzt, was fiir
1
1

a2+...

w = ag +
a +

stehe. Es gilt dann
Theorem 1.1.1. Ist x eine quadratische Irrationalitdt, so ist
€ = <a’07 A1y -y Qr, a‘7'+17 M 7a7'+p>

wobei Gyy1, ..., Grtp fur die unendliche, periodische Wiederholung von a,1, ..
steht.

Man beweist dies wie folgt: Es sei f(z) = ax? + bx + ¢ ein quadratisches
Polynom. Es sei dann fiir ein n € Z das Polynom f/(z') = a’a"? + b'a’ + ¢
gegeben durch die Beziehung

f(n+1/a")a" = f(a') (1.39)

Dies bedeutet im einzelnen fiir die Koeffizienten

a =an®+bn+c (1.40)
b =b+2an (1.41)
d=a (1.42)

Nennt man A = b? — 4ac die Diskriminante von f(z), so ist
A =V? —4dd =0 —dac= A (1.43)

Wir nennen f/(z') eine elementare Umbildung von f(z).

Es sei nun z7 eine Nullstelle von f(x) und x5 die zugehérige konjugierte
Nullstelle. Wir schlieSen den Fall 1 € Z aus und nennen n € Z die gréfite
ganze Zahl mit n < z; Es sind nun 2} = —— und 2 = ml_n die zu x; und
x9 gehorigen Nullstellen der elementaren Umbildung f’(2'). Es gilt dann

r1=n+1/z} (1.44)

<5 Ar4p
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Man erkennt daraus sofort, wie man durch Aufsuchen einer Kette von ele-
mentaren Umbildungen von f(z) zu einer Kettenbruchentwicklung von z;
gelangt.

Diese Kette von elementaren Umbildungen von f(z) = fo(z) sei

fo(x), fi(x), fa(x),. ...

Wir zeigen, da in f;(x) = a;2% + b;x + ¢; die a;, b;, ¢; € Z stets kleiner als
ein festes Maximum M sind.
Ist f(x) =a(z —x1)(x — 13), so ist A = a?(z; — x2)?, also

¢ =—77 (1.45)

Wir werden zeigen, dafi stets
|1,541 — T2,i+1|> min(1, |z1,; — z2,4]) (1.46)
fiir alle ¢ > 0 sein muf. Es ist also
la;|< M’

fiir alle 4 und ein geeignetes M’ > 0.
Weiterhin ist ¢; = a;—1 < M’. Aus

b? = dac+ A

folgt dann die Existenz eines M > 0 mit |a;|, |b;],|ci|< M. Es koénnen also
iiberhaupt nur endlich viele f;(z) auftreten.

Damit kénnen wir nun zeigen, dafl die Folge der n; schliefllich periodisch
wird. Dies geschieht durch Untersuchung nach welchen Regeln die 1 ;, 22 ; in
21,i+1,22,i+1 dbergehen.

Es bleibt also, die gegenseitige Lage der z1, x5 und ihrer elementaren Um-
bildungen ], 2}, zu untersuchen und die Beziehung

|z} — 25|> min(1, |21 — 22]) (1.47)

fiir alle geniigend grofien 4 in obiger Folge f;(x) zu zeigen.
Es sei n die grofite ganze Zahl mit n < 1. Dann kénnen 1, z2, n folgende
Lagen einnehmen:

a) n<xy<za<n+1l
b)) n<zy<zy<n+l1
c)n<z<n+l<ua
d)0<zy<l<n<m
e) To<n<z<n+l
f) zo <0< n<mx
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Als Uberginge konnen auftreten: (a) nach (b), (a) nach (e), (b) nach (a), (b)
nach (c), (c) nach (d), (d) nach (f), (e) nach (f), (f) nach (f). Beim Ubergang
(b) nach (a) oder umgekehrt ist offenbar |} — x4|> |z1 — z2|. Pendelt die
Folge der (x1,, x2;) nicht sténdig zwischen (a) und (b) hin und her, so miindet
sie zwangsldufig in (f) und es ist dann stets |z1 — z2|> 1.

Es gibt also genau zwei Arten von Folgen x;,x2;: Solche die periodisch
zwischen (a) und (b) pendeln und solche, die nach (f) miinden. Im letzte-
ren Fall ist x1; immer die einzige positive, also die maximale, Nullstelle von
fi(z) und wird deshalb mit f;(z), das nur endlich viele verschiedene Formen
annehmen kann, periodisch.

Im Falle stdndigen Alternierens zwischen (a) und (b) wird das Paar
(fi(z),t;) wobei t; = 0 fiir Zustand (a) und ¢; = 1 fiir Zustand (b) stehe,
auch periodisch, mithin ist auch hier z1; und damit n; eine ultimativ periodi-
sche Folge.

1.1.12 Summen dualer Isogenien Samstag, 16.4.2016
Es sei E/k eine elliptische Kurve iiber dem Korper k. Weiter sei
p:Exy E—FE (1.48)

der Morphismus der Addition auf der elliptischen Kurve.

Es seien py,ps : E X, E — E die kanonischen Projektionen auf den ersten
und zweiten Faktor und es sei L = £(D) das Linienbiindel auf E zu einem
Divisor D auf E vom Grad deg D = 0.

Es ist also

£ € Pic’(E) (1.49)

Dann gilt die Beziehung
w L =piLpsL (1.50)

—1

Wir zeigen zunéchst, daB 4*£ @ (piL)~* auf den Fasern p; ' (P) = E x P fiir einen

Punkt P € E immer trivial ist, also
(1L ® (p1£)7Y) |mxp = Opxp (1.51)

ist.

Es ist ndmlich p*Llpxp = 75L|E, wobei 7p : E — E die Abbildung Q — P+ Q
ist.

Weiterhin ist (piL) |pxp & £|g. Nun ist aber der Divisor D, der zu £ gehért

vom Grad 0, also
D=>"niP, > ni=0 (1.52)

Damit ist 75(D) = >, ni(P; — P) ~ >, n:P; = D. Also ist 7pL = £ auf E und
damit (M*L ® (p{L)_l) |[Exp = Opxp wie behauptet.
Nach den Halbstetigkeitssidtzen ist dann

WL (PiL)~ = piN (1.53)
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mit einem zunéchst unbekannten Linienbiindel N auf E.

Wir betrachten nun (p3N)|pxg. Es ist u*Llpxe = 7pL|e = Ll = p3L|pxE-
Weiter ist piL|pxe = OpxE, da pl_l(P) = P x E ist. Also ist psN|pxe = p5L|pxE
fir alle P € F und damit

pL®(PiL) ! =pik (1.54)
was offensichtlich dquivalent zur Behauptung ist.

Siehe zur Veranschaulichung der einzelnen Abbildungen und Einschrankungen
auf die Fasern auch das folgende Bild:

E PxFE Ex E

E x P

A

1.1.13 Display einer Monade Donnerstag, 09.06.2016

Es sei X = ]P’% und JF ein stabiles Vektorbiindel auf X vom Rang 2. Es sei
¢1(F) ungerade.

Durch Tensorieren mit einem geeigneten Linienbiindel Ox (k) sei ¢ (F) =
—1 gesetzt. Es ist dann co(F) > 1.

Lemma 1.1.3. Es seien F ein Vektorbiindel auf X mit H'(F(j)) = H*(UP(4))
fir alle j € Z.
Dann ist F = UP @ L mit L einer Summe von Linienbiindeln.

Lemma 1.1.4. Ist ¢1(F) = —1, so ist wegen Serre-Dualitit
HI(F(i)) = H*9(F(—i — 2)) (1.55)

Definition 1.1.1. Ein Vektorbiindel F auf X heifit normalisiert, wenn ¢;(F)
gleich 0 oder gleich —1 ist.

Lemma 1.1.5. Fin normalisiertes Vektorbiindel F ist genau dann stabil,
wenn F keine globalen Schnitte hat.
Es ist dann notwendigerweise

HY(F(—i)) =0, firi>0
und wegen H?(F(i — 2)) = HY(F(—1)) auch

H*(F(i —2)) =0, firi=>0
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Wir haben folgende Tafel fiir die Rénge der Kohomologien h? (F()):

J
2
Il ep—1 Cc2 co—1
0 i

-2 -1 0
Dieser Kohomologietafel entspricht die Monade

0— HY(F(-2)eU* - HY(F(-1)@U - H(F)@0x -0  (1.56)

Das Display der Monade ist

0 0 (1.57)
i !
0—=W H T 0
- |
0—W B G 0
Is |
HY(F)®O0x — HY(F) ® Ox
| !
0 0
i W= HY (F(-2)) @ U? (1.58)

Lemma 1.1.6. Der Modul HL,(F) ist mit S = H3,(0x) als S—Modul von
HY(F) erzeugt.

Beweis. Betrachte die Koszulaufloésung eines abgeschlossenen Punktes P € X:

0> 0x(-2) o (1) @ Ox(-1) — )+ 0% — > 0p —> 0 (159)

\/
/\

Exaktes Tensorieren mit F(i 4+ 1) gibt
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0=-3(i+1)®Ip=>F(@i+1) = F(i+1)®0p =0 (1.60)
und damit eine Surjektion
H'(F(i+1)®Ip) = H (F(i+ 1)) — 0.
Der vorige Ausschnitt aus der Koszulauflésung tensoriert mit F(:i + 1) liefert
0-F(t—-1)—=2F0) > F(:+1)®Ip —0 (1.61)
Da H?(F(i — 1)) = 0 hat man eine Surjektion
2H' (F(i)) = H (F(i+ 1) ®Ip) = 0
Zusammen mit der vorigen Surjektion ergibt dies
2H' (i) - H (F(i+1)) = 0

Anmerkung 1.1.3. Ist nun ¢ = 1, so ist H(F) = 0 und damit H*(F(i)) = 0
fir alle ¢ > 0.

Wegen Serre-Dualitit ist H(F(i)) = HY(F(—i — 2)). Also ist auch
HY(F()) = 0 fiir i < —2. Es ist somit nur H'(F(—1)) # 0 mit Dimensi-
on 1.

Damit hat F den Rang 2 und nur die mittlere Kohomologie h!(F(—1)) = 1.
Es gleicht in diesen Daten dem Vektorbiindel U = §2x;(1) und ist diesem
daher nach einem fritheren Satz iiber Vektorbiindel gleich.

Wir nehmen nun c¢p > 2 an und steuern auf die schrittweise Konstruktion
der obigen Monade zu:

Konstruktion von G

Zunéchst definieren wir die Erweiterung des Endterms der Monade mit F:

Ext'(HY(F) ® 0x,F) = Ext' (0x,F) @ H (F)" =
= H'(F)® H'(F)Y = Hom(H*(F), H (F)) #0 (1.62)

Die gesuchte Erweiterung § entspricht in Ext'(H'(F) ® Ox,¥) dem ausge-
zeichneten Element id () in Hom(H'(F), H*(F)). Wir haben also die Er-

weiterung
0-F=>G—H(F)20x =0 (1.63)

die rechts senkrecht in obigem Display steht. Die Garbe G ist ein Vektorbiindel,
da H'(G(i)) = 0 fiir i < 0 ist.
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Konstruktion von H

Als néchstes betrachten wir die Erweiterung von J mit
W=H"(F(-2) @ U? = H'(F(-2)) @ wx(2)

dem Anfangsterm der Monade.
Es ist
Ext'(F, W) = Ext’(F(—2),wx) ® H(F(-2)) =
= HY(F(-2))Y @ H (F(-2)) = Hom(H (F(=2)), H' (F(=2))) # 0 (1.64)

und H entspricht wie oben dem ausgezeichneten Element idgi(g(_2)) in
Hom(H*(F(-2)), H'(F(-2))).
Wir haben so die exakte Sequenz

0-W—->H—->F—>0 (1.65)

die sich ganz oben waagrecht im Display befindet.

Konstruktion von B
Lemma 1.1.7. Es ist
Ext'(9, W) = Ext'(F, W) = Hom(H" (F(-2)), H (F(-2)))
Beweis. Wir nehmen jetzt nochmal die Erweiterungssequenz von oben:
05F =G H' (F@0x =0

Anwenden von Hom(—, W) und Bilden der Ext—Sequenz liefert

Ext'(Ox, W) ® H'(F) - Ext' (3, W) — Ext' (F, W) —

— Ext*(Ox, W)@ H'(F) (1.66)

Es ist
Ext’ (0x, W) = Ext’ (0x(—2),wx) = H> 7 (0x(-2))" (1.67)

Also verschwindet der Anfangs— und der Endterm in der Sequenz (1.66) und es ist

Ext'(3, W) = Ext' (F, W) = H' (F(-2)) ® Ext" (F(—2),wx) =
= H'(F(—2)) @ H' (F(=2))Y #0 (1.68)

Damit definiert das Element wg¢ in Extl(? , W), das H entspricht, ein Ele-
ment ug in Ext' (G, W), das zu einer Erweiterung

0—-W—-B—-G—=0

gehort.
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Konstruktion von H — B

Wir wollen jetzt eine Abbildung H — B wie im Display vorhanden konstru-
ieren. Wir beginnen mit dem Diagramm

0—W—>H—>F—0 (1.69)

ol

0—W-—B—3§—0
Wir entnehmen die Sequenz
Hom(H, W) — Hom(H, B) — Hom(H, §) — Ext'(H, W) (1.70)
Lemma 1.1.8. Es ist Ext' (3, W) = 0.
Beweis. Es ist
Ext! (H, W) = Ext' (H(—2),wx) ® H (F(-2)) (1.71)

und
Ext' (H(-2),wx) = H (H(-2))" =0 (1.72)

Lemma 1.1.9. Es ist Hom(H, W) = 0.
Beweis. Es gilt

Hom(H, W) = Hom(H(—2),wx) @ H (F(-2)) (1.73)
und

Hom(H(—2),wx) = H*(H(-2))" (1.74)

Nun ist aber
0— W(=2) = H(-2) - F(-2) =0

exakt und H?(F(—2)) = 0. Weiterhin ist
H*(W(-2)) = H(wx) © H' (F(-2)) = H' (5(~2))

und

H'(H(-2)) =0
Damit ist H'(F(—-2)) = H?(W(-2)) und wegen H?(F(—2)) = 0 auch H?*(H(-2)) =
0.

Es ist also Hom(3, W) = 0 und die Abbildung H — § aus obigem Dia-
gramm erweitert sich eindeutig zu einer Abbildung H — B, die das Quadrat
ganz rechts im Diagramm kommutieren 1483t.

Gleichzeitig wird eine Abbildung ¢ : W — W induziert, von der wir zeigen
miissen, dafl es sich um die Identitdt handelt.

Lemma 1.1.10. Es ist H'(B(j)) = H'(B(—j —2)) =0 fiir j > 0 und es ist
HY(B(-1)) = HY(F(-1)).
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Beweis. Die erste Gleichheit folgt aus der Serre-Dualitit. Aus0 - W — B — § —
0 entnehmen wir

H'(W(j)) — H'(B(j)) = H'(S(7) — H*(W()))

Der Term ganz links verschwindet fiir alle j, da H'(U?(j)) = 0 fiir alle j. Weiterhin
ist H'(G(4)) = 0 fiir alle j > 0. Damit ist die erste Gleichheit im Lemma gezeigt.

Es bleibt j = —1. Hier verschwindet H*(W(—1)), da H*(U?*(—1)) = 0 ist. Aus
der Sequenz 0 - F — G — Hl(?) ® Ox — 0 entnehmen wir nach Tensorieren mit
Ox(—1):

H' (%) ® H(0x(=1)) = H'(F(=1)) = H'(5(-1)) = H'(0x(-1)) @ H'(¥)

Da die Endterme verschwinden, haben wir H'(G(—1)) = H'(F(~1)), und mit der
vorigen Sequenz fiir j = —1 auch H'(B(—1)) = H*(F(-1)).

Lemma 1.1.11. Es ist rang B = 2¢s.
Korollar 1.1.1. Es ist B= H' (F(-1))® U.
Lemma 1.1.12. Es ist Hom(B, W) =

Beweis. Es ist Hom(B, W) = Hom(B(—2),wx) ® H'(F(—2)). Weiter ist aufgrund

der eben berechneten Form von B auch Hom(B(—2),wx) = Hom(U(-2),wx) ®
H'(F(1)). Nun ist aber Hom(U(—2),wx) = H*(U(-2))¥ = 0.
1.1.14 Ein etaler Morphismus Montag 27.06.2016
Betrachte A = Q[z] und C = A[y] sowie
f=ay? — (2 + 1)y — (2 +1) (1.75)
und Y ,
f= B 2ey — (z° 4+ 1) (1.76)

Es sei B=C/(f) und B’ = By.

Man berechnet 2p4 durch 0 - J — B®a B 2, B = 0 mit A(by,ba) =
b1bs und der Beziehung
Qpa=J/J? (1.77)

Es ergibt sich
2pja=

=BeaB)/(y—y. .2z -2 —1y? +2 +2% —z) =
— (BoaB)/K (1.78)

wobei y resp. 3’ fiir die Variable y im ersten resp. zweiten Faktor von B ® 4 B
steht.
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Das Ideal K C B® 4 B wird mit A auf B nach vorne geschoben und liefert
das Ideal K’ = (5z* + 222 4+ 4z + 1,2y + 523 + = + 4). Es ist dann auch

Qpa = B/(5a" + 22 + 4o + 1,2y + 52° + 2 + 4) = B/K’ (1.79)

Es ist also supp f25/4 = Anng(B/K') = V(K'). Wegen (K’ : f') = (1) ist
(2B14) s = 0 also 2p/4 = 0 und A — B’ etale.

Das interessante an diesem Beispiel ist, dal B’ = (A[y]/f(vy)) s (y) etale
iiber A ist, mit einem nicht—monischen Polynom f(y). Geometrisch bedeutet
das Verschwinden des fithrenden Terms in f(y) fiir = 0, da8 fiir £ = 0 einer
von den generisch zwei Punkten in Spec (B) iiber einem Punkt von Spec (A)
ins Unendliche abwandert.

1.1.15 Normale und zusammenhingende projektive algebraische
Schemata Montag, 01.08.2016

Es sei X C P} ein normales und zusammenhéngendes Unterschema des pro-
jektiven Raums iiber dem Korper k.
Dann gilt

Proposition 1.1.1. 1. X ist ein Integritdtsschema, also eine Varietdt.
2. X = proj (S) = proj (k[Xo, ..., Xn]/I(X)) mit dem Primideal I(X).
3. Bs ist 8" = @y501'(X,0x(d)) der ganze Abschluff S" von S in K(S),

wobei K(S) = {5 | f € Se,g € Ser} der homogene Quotientenkdrper von
S ist.

Beweis. 1. X normal bedeutet: O x ; ist normaler Integritdtsring fiir alle z € X. Also
ist X reduziert. Ware X = X;U---UX, eine Zerlegung in irreduzible Komponenten,
so wire X; N X; # 0 fiir geeignete i, j. Fiir jedes € X; N X; wire dann Ox . kein
Integritatsring, da X; und X; verschiedene minimale Primideale induzieren.

2. Es sei fg € I(X) und g ¢ I(X). Dann ist g ¢ I(X)(y,) fiir alle i = 0,...,n,
denn wire g|ly, = 0, so wire, da X Integritédtsschema, auch g = 0 auf ganz X, also
g € I(X). Also ist fly, = 0, also ¥ f € I(X) fiir alle i. Da I(X) nach Definition
saturiert ist, folgt f € I(X). Also ist I(X) ein Primideal von k[Xo, ..., Xu].

3. Fir I'(X,0x(d)) 2 a = f;/x{ mit einem universellen e fiir alle i und f; € Sae
folgt aSx>ny C Seyn fiir N > 0. Da S>n ein endlich erzeugter S-Modul ist, folgt o
ganz iiber S.

Sei umgekehrt s = f/g € K(S), ganz iiber S, mit deg(s) = d. Es gibt die
Gleichung

s tes™ e =0 (1.80)
Teilt man durch ¢, so entsteht
s\" o s\™ ! Cm
(2) +5 () v -

Behélt man nur die Komponente vom Grad 0, so ist x% als ganz iiber S(,,) nachge-

wiesen. Da X normal, ist S(,,) ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkérper,
also a; = s/zl € S(z;)- Damit ist s = a;xd, und s definiert so iiber (a;zd €
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I'(D4(%:),0x(d))), die miteinander verkleben, ein Element s € I'(X, Ox(d)). Also
ist $” C S’ und da nach der Eingangsiiberlegung sowieso S’ C S” ist, folgt S' = S”
wie behauptet.

1.1.16 Resultanten als Kombination ihrer Polynome Donnerstag,
22.09.2016

Es sei A ein kommutativer Integritdtsing und R = A[z] der Polynomring iiber
A. Weiter seien

f(@) = ama™ + am 2™+ Fag (1.82)
() = bpa" + by 12"+ + by (1.83)

zwei Polynome in R. Dann ist Resa(f,g) = D mit D € A die folgende Deter-
minante

Ay Q1 ... ag 0 ...,
0 am am-1 ag O
. 0 ..... 0 am am-1 ao |
D = det by byt by O L. =det M(f,g) (1.84)
0 b, b,y bp O
0 ..... 0 b, b1 bo

Der Ausdruck Resa(f, g) heiBt die Resultante von f und g in .
Die Matrix M = M(f, g) ist also eine quadratische (n+m) x (n+m) Matrix

in der oben n Verschiebungen von (@, @m—1,- - ,ap) stehen und unten m
Verschiebungen von (b, b,—1, - ,bg). Die Matrix heifit auch Sylvestermatriz
von f und g.
Die Losungen v = (rp—1,...,70, Sm—1,- - -, So) der Gleichung
v-M(f,9)=w
mit w = (Wptm—1,--.,wp) entsprechen den Polynomen
r(z) = rp_ 12"t g (1.85)
5(2) = spm_1x™ 4+ sp (1.86)
mit

m+n—1 +

r(@)f(x) + s(x)g(2) = winin1% +e o

Da fiir w = 0 ein v # 0 wie oben mit vM = 0 genau dann existiert, wenn
det M = Res(f, g) = 0 ist, entscheidet das Verschwinden der Resultante iiber
die Existenz zweier Polynome r, s mit rf + sg = 0 und degr < degg und
degs < deg f. Dies ist wiederum, wie man sich iiberlegen kann, dquivalent
zur Existenz eines gemeinsamen Faktors von f und g.
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Aus der Matrizengleichung
MM = (det M)E=DE

genauer aus ihrer untersten Zeile entnehmen wir die Existenz eines Vektors
v € A™T™ mit vM = (0,...,0, D). Dieser Vektor v ist die unterste Zeile von
M,q und definiert nach obiger Uberlegung zwei Polynome r,5 € A[z] mit
degr < degg und deg s < deg f, so dafl

rf+sg:D:R€SA(fag)

ist.

1.1.17 Die Grassmannvarietit Gr(k,n) Samstag, 24.09.2016

Es sei fiir einen Korper x und ganze Zahlen k < n sowie einen n—dimensionalen
k—Vektorraum V sei

Gr(k,V) ={W | W CV, Untervektorraum mit dim, W = k} (1.87)
die Grassmannvarietdt der k-Untervektorrdume in V. Man schreibt auch

Gr(k,n) fiir Gr(k, k™).

Fahnen und Zellen

Es sei
0M=VWCWViCVaC---CV, 1 CV,=V (1.88)

eine ausgezeichnete Fahne in V' mit dim V; = 1.
Fiir eine bestimmte Folge ganzer Zahlen [ay,...,a;] mit i < a; <n—k+4
definieren wir eine Teilmenge X4, . 4, € Gr(k,V) durch

Ylar,oman) =AW € Gr(k, V) | dim W NV, =1, fiir alle 4} (1.89)
Es gibt mit
n—k+i—a=N\ (1.90)
ai=n—k+i—X\ (1.91)
eine eineindeutige Beziehung zwischen [aq, ..., ax] und (A1, ..., Ax) wobei 0 <

Ai Kn—kund A\ < ), ist. Es ist ja
I1<ai<ar<---<ap<n

also ay—, < n—v. Weiterhin ist dann ay_, —(k—v) < n—k, also a, —pp < n—k
und wegen a, < a,4+1 auch a, —p < a1 — p und deshalb

ap — < apy1 — (p+1)
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Es ist also a;, = a;, — pu eine monoton (aber nicht notwendig streng monoton)
wachsende Folge von ganzen Zahlen 0 <a} <---<aj, <n—k.
Die A, sind dann

A=n—k—a

p=n—Fk+p—a,

Stellen wir das nochmal um, so ergibt sich
ay=n—k+pu—2A,

Es ist ja nun a,, so definiert, dal dim W NV, = p wird. Dies wird spéitestens
fiir a, = n — k + p der Fall sein, denn es ist ja dim W = k. Der Index A, gibt
somit an, ,um wieviel frither” der Schnitt WNV,, die Dimension y annimmt.

Struktur als Varietit

Es sei M = Mat(k,n) der Raum der k& x n Matrizen mit Koeflizienten aus
k. Weiter seien I, J, K C {1,...,n} Teilmengen der Michtigkeit k. Fiir ein
A € M bezeichnen wir mit A; die £ x k—~Untermatrix von A aus den Spalten
11y y k.

Es sei M! die Menge der Matrizen A € M, so da8 A; invertierbar ist.

Die Untervektorrdume W C V der Dimension k entsprechen den Matrizen
A € M unter der Aquivalenz A ~ A’ genau dann, wenn eine invertierbare
k x k—Matrix B existiert mit BA = A’.

Essei W € Gr(k,n) und A(W) € M eine darstellende Matrix fiir W. Dann
ist A € M! fiir ein geeignetes I. Die Matrix Ai A = A’ hat die Eigenschaft

A} = Egxj. Wir nennen Uy die affine Varietiit Ak(n k) , die der Menge

Ur = {AGMI ‘AI:Eka} (192)

entspricht. Fiir jedes W € Gr(k, n) existiert also mindestens ein I mit A(W) €
Ur und dieses A(W) ist eindeutig bestimmt.

Es sei Ury = Uy N MY und Urjx = Uy N Usk, offene Mengen in Uy, da
sie Komplemente von abgeschlossenen Mengen sind, die als Verschwindungs-
mengen von Determinantengleichungen entstehen.

Die Varietéit Gr(k,n) entsteht durch Verkleben der U;; C Uy mit Uy C
Uy durch die Abbildungen

Yry: A ATTA (1.93)

Die Abbildungen sind kompatibel als Abbildungen

Uk ———— Uik (1.94)

N

Ukrg
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mit g =y, f =1 x und h = ¢rk.
Es ist ndmlich fiir A € Uy i das Bild

g(4) = A7'A

und
FA) = (A)~H A

sowie

h(A) = A A.

Nun ist aber
F(g(A) = (A7 A AT A = (A7 Aw) T AT A =
= A (A7) TTATT A = h(A). (1.95)

Proposition 1.1.2. Die Menge Gr(k, V) trigt die Struktur einer k—Varietit

der Dimension N = k(n — k) und die Xy, . »,) sind eine Zellenzerlegung
dieser Varuetdt.

Proposition 1.1.3. Es ist mit N = k(n — k) die Dimension
dimZ'()\h_“’)\k) =N — (>\1+"'+)\k) (196)
Die Matrix M = M|,

yeeey

4% %10---000---000---000--- 0

o

hat k Zeilen und n Spalten. Die 1 in Zeile i steht in Spalte a;. Die Dimension
des Raumes dieser Matrizen ist

kn—> (n—ai+1)+(k—i)=kn—F (1.98)
Der Ausdruck n — a; + 1 zéhlt die 1 und die Nullen in Zeile 4, der Ausdruck
k — i die Nullen unter der 1 in Spalte a;.
Mit a; =n—k+17— \; ist

F = Z k—i +1+)\)—I<:2+Z)\ (1.99)

Die Kodimension C' des Raumes der Matrizen M, .
gen auf k(n — k), die Dimension von Gr(k,n), ist

C=k(n—k) —(kn—F)=k(n—k)— (kn— <k2+2)\»>> =

=kn— k2 — lm+k2+2)\fz>\ (1.100)

=M. 2 bezo-

-sag]
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1.1.18 Anderung von H'(X, 2x) unter Aufblasung eines Punktes
P in einer Fliche X. Freitag, 06.01.2017

Alle Varietéten seien iiber dem Korper k definiert.
__ Zunichst eine allgemeine Voriiberlegung fiir eine beliebige Aufblasung 7 :
X — X einer regulidren Varietdt X in einer reguldren Untervarietdt ¥ C X
mit exzeptionellem Divisor FE.

Wir haben das Diagramm

E-> X (1.101)
y L x
Es seien N}\ﬁ/x = jy\x/jg/‘x und Nf\él)? = jE\)?/j?E\)?' Es ist dann E =

P(Ny|x) und Op(1) = Nélg. Daraus folgt

ist exakt.
Weiterhin ist exakt

0— 7" 2x =5 = 0% x—0 (1.103)

Die Exaktheit links folgt aus 7*£2x |y = 25|y fiir die in der Varietéit X dichte
offene Menge U = X — E und der Tatsache, daf 7*{2x und 25 Vektorbiindel

auf X sind, also lokal von der Form oy fur V C X, offen, und m geeignet.
Anwenden von i* liefert

0 =" m"2x — i 25 —>i*Q§|X —0 (1.104)

Man beachte i* 2

Tx = Q)?\X’ da “quX ihren Support in E hat. Ferner ist
exakt

0= 7"y = 25— Ny =0 (1.105)

denn 7’ : E — Y ist glatt, sowie

OHNZJ')? —i"'Rg = 25 —0 (1.106)
und
0= Ny|x = 5" 02x = 2y =0 (1.107)

Durch Anwenden von 7'* folgt (beachte Nichtexaktheit links):
TNy x = T 02x = 70y =0 (1.108)

Insgesamt ergibt sich das Diagramm (beachte w.a. 7'*j*Q2x = i*7*2x):
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0 0 (1.109)

7T.I*:N'\/ s ﬂ./*j* QX s 7'('/* QY —_— 0

Y|X
| i
0 0

Es sei nun X eine nichtsinguldre 2—-dimensionale projektive Varietét, also eine
Fliche und Y = P ein abgeschlossener Punkt. Es ist damit auch £ = P! und
Q)qu = gy = 2g. Die Sequenz (1.103) ist also von der Form

0= 71 2x =N =N —0 (1.110)

Wir betrachten die lange exakte Kohomologiesequenz der H*(X, —) hiervon:

Zuniichst ist H (X, 7*2x) = H (X, 2x), denn: Es ist
Rmm*Qx = R'n (05 @1 02x) = R'm.05 ® 2x (1.111)
Nach einem allgemeinen Satz ist
R0z =0 fiiri >0 (1.112)
0% = Ox (1.113)

Also ist Rim,m*2x = 0 fiiri > 0 und deshalb nach der Leray—Spektralsequenz
(erste Gleichheit) und nach obigen Uberlegungen fiir ¢ = 0 (zweite Gleichheit):

HY(X, 7" 02x) = H(X, 7,7 2x) = H (X, 2x) (1.114)

Es bleiben die Hi()z, 2g) zu untersuchen: Es ist Hl()z, Qp)=H'(E, Q) =
HY(PY, Op1(—2)). Also

H*(E,25)=0 (1.115)
HYE,2p) =k (1.116)
HY(E,25)=0 (1.117)

Nach der langen exakten Kohomologiesequenz zu (1.110) ist also
HO()?JT*-QX) = HO(Xa QX) = Ho(ia ‘Q)?)

und wegen Serre-Dualitét von 2y auf X und 25 auf X auch
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H*(X,m*02x) = H*(X, 2x) = H*(X, Q2%).
Es bleibt die mittlere Sequenz, die jetzt exakt ist:
0— HYX,02x) —» H(X,25) =k =0 (1.118)
Wir haben also

Theorem 1.1.2. Es sei 7 : X — X die Aufblasung einer nichtsinguldren
Fliche X in einem abgeschlossenen Punkt P: Dann ist

RYO(X) = RMO(X) (1.119)
hY2(X) = hM2(X) (1.120)
VN (X)) = RMY(X) + 1 (1.121)

mit h?9(F) = H1(F, 2%.), den Hodge—Zahlen.

1.1.19 Integralkurven eines holomorphen Vektorfeldes z — f(z)
von C — TC. Montag, 13.02.2017

Es sei z — f(z) ein holomorphes Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge U C
C. Gesucht ist eine holomorphe Funktion Q(z), so dafl 3Q(z) = ¢ fiir c € R
ein System von Integralkurven fiir f(z) bildet.

Wir schreiben die Differentialgleichung fiir eine einzige Integralkurve:

dz
o = f() = f(2) (1.122)

Es folgt
dz dz
——=dt= | —~=t+c=>Q()=t+c (1.123)
f(2) (2)
indem wir Q(z) = [ dz/f(z) setzen. Nun ist ¢ reell und ¢ € C beliebig. Die
Integralkurve ist also durch

SQ(z) = Sc = const.

gekennzeichnet.

Beispiel 1.1.1. Es sei f(z) = z, das Vektorfeld mit radial vom Ursprung nach
auBen strebenden Vektoren. Dann ist Q(z) = [ dz/z = log(z) = log(r) + i¢.
Es ist also

3Q(z) = Slog(z) = ¢ = const.

und das sind in der Tat die Integralkurven von z — z.
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1.1.20 Kohomologiegruppen von Op(d) auf P;. Montag 11.09.2017

Es sei S = Alxg,...,2,] ein Polynomring iiber dem kommutativen Ring A.
Dann ist X =P = proj (S) und Op(d) = S/(\c?)

Um die Kohomologien H*(X, Op(d)) zu berechnen, bilden wir M = @ ., Op(d)
und berechnen H*(X,M). Dazu withlen wir die affine Uberdeckung

und berechnen H*(X,M).
Es ist
M) = S,

Die Abbildungen d? : CP(4, M) — C?+1 (U, M) werden durch

p+1

Dig,--- Jiptl (dp) = Z(_l)ylig,...,ierl

v=0

gegeben, wobei

I : DU,

1050 5lp 41 105 esuyeenylpt1’ ) Tig Ty Tig g

', M) =8

wio.....g:ip+1

(1.124)

0y-rylpt1
durch die kanonische Inklusion
P — 8

gegeben ist.
Wir fassen nun fiir ein homogenes f € S die Lokalisierung Sy als

Sy = lim (5(0) “Fog) fy g2) )
m2=0
auf, wobei S = S ist und die Abbildung lim St — Sy durch

G > A/ f™ gegeben ist. Die Abbildung l;’)”wiﬁl wird dann durch die Mul-
tiplikationen

glm) i, g(m)
in den Darstellungen

o e ) o
C— (5( ) 5 )

m=0

und
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Sy i = lim (SO ZoT T e gy ol T
Tig - Tiy Ty g

m=0

gegeben.

Betrachtet man nun nur die Ebene der S so wird der Komplex
CP (84, M) durch den Koszul-Komplex K,,_,(z, ..., (=), .., (=) )
dargestellt, also im ganzen

hﬂ anp(xgba ) (*1)%5?) = C’p(i’lv M)

m=0

Um dies einzusehen ordne man dem Term F(Uioy___ﬂ-p,M) auf der Ebene m
den Ausdruck SigA--- Aty zu, so dafl die Abbildung d” durch die Summe der

v, m

~ - i, . .
Sio/\“'/\iy/\-"/\ierl —>Slo/\~'~/\2p+1

dargestellt wird.
Nun entspreche ig A --- A%, im zu konstruierenden Koszul-Komplex dem

Term SiAO A A i; also dem Produkt der 0,...,n, die nicht unter den
io, - - -, ip auftauchen. Man hat dann im Koszul-Komplex Ko (zg’, ..., 23') den
Ubergang

R

Sio/\~'~iy_1/\iu/\iu+1~'-/\ip+1—W>Si0/\~'~/\ip+1

von Ky 1_(pt1) = Kpn—p nach Ky 1_(p42) = Kn—p—1. Es stehen ja im Kom-
plementarausdruck zu ig A - - A zAl, A -+ Nipyq vor dem darin auftretenden ¢,
genau i,, — v Elemente aus 0, ...,i, — 1, so dafl nach den Regeln des Koszul-
Komplexes der Faktor (—1)iV—VLU?Z aufgenommen wird. Bringt nun z7" selbst
den Faktor (—1)* mit, so entspricht der entstehende Koszul-Komplex unter
der Komplementaritéiit von ig A--- Ay — ig A - - - Ad, genau dem (m-Teil des)
Cech-Komplex C*(4, M) in umgekehrter Indizierung.

Da zf',...,x" eine reguldre Folge in S ist, ist h¥(Ke(zy',...,2")) = 0

v n

fir v =1,...,n+ 1. Also ist h?(C* (4, M)) = 0 fiir p = n—1,..., 1 und damit
HY(X,0p(d)) =0

firalledund i =1,...,n— 1.
Genaue Untersuchung der Rénder des Koszul-Komplexes ergibt dann auch
noch die Beziehungen
HY(X,M) =S

und
H"(X,M) =1/(xo- - xn)A[l/20,...,1/xy]
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1.1.21 Berechnung der algebraischen de Rham—Kohomologie
Hi - (X). Dienstag 17.10.2017

Es sei X/k eine algebraische Varietdt iiber k& = C. Betrachte die Sequenz
(2%1)
d° d' d?
wobei Qg(\k
ist k—linear aber nicht O x—linear.
Man definiert die i—te de Rham Kohomologie von X als

= A’ 2xi, und dP : 2%

X~ Qﬁ(ﬁ die duflere Ableitung ist. Diese

Hli)R(X) = Hl( ;(|k)

wobei H(L®) fiir die i-te Hyperkohomologie des Komplexes L*® steht.
Ist X eine affine Varietét, so ist

H (2% ) = h'(2%,(X))

wobei h'(L®) fiir die gewohnliche i—te Kohomologie von L*® steht. Dies gilt,
weil H (X, Q§(|k) =0 fiir j > 0, denn Qi‘k ist eine quasikohérente Garbe auf
einem affinen Schema.

Theorem 1.1.3. Es sei U = X —Y mit X = A} undY = V(f1,..., fr)
einem abgeschlossenen Unterschema von X. Es ist dann konstruktiv mdglich
Hip(U) zu berechnen.

Dies geschieht mittels D-Moduln und ist beschrieben in

Algorithmic Computation of de Rham Cohomology of Complements of
Complex Affine Varieties, U. Walther, J. Symb. Comput. 29, No. 4-5, 795—
839

Aus

On the De Rham ,cohomology of algebraic varieties, R. Hartshorne, Publ.
Math., Inst. Hautes Etud. Sci. 45, 5-99

entnehmen wir in der Situation des Theorems und mit der Zusatzannahme,
dafl Y glatt ist, die Sequenz (Theorem 3.3):

- Hy(Y)—> Hy(X) = Hy(X-Y)—>H;1(Y) > Hj1(X) — -+

wo Hy(W) fiir die dort definierte de Rham Homologie steht, und die Bezie-
hungen (Proposition 3.4)

Hy(X) = Hpy (X)
Hy(Y) = Hpp "(Y)
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mit dim X = n und dimY = r gelten.
Zusammen ergibt dies

s Hpp 1Y) = Hpg "(X) = Hpy “(U) = Hp *7H(Y) = H 7 (X) = -

oder auch mit s = codim(Y, X) =n —r:
s HER?(Y) = Hpp(X) — Hp (U) — Hbg' (V) = HRE (X) = -+
Nun ist aber H (X) = Hx (A7) = 0 fiir ¢ > 0, also
Hpg(Y) = Hp* ™' (U)

Da H{ (U) nach obigem Theorem fiir alle ¢ berechnet werden kann, gilt dies
auch fiir Hjy (V).
Es ist nun der Fall eines allgemeinen quasiprojektiven X C Py zu disku-
tieren. Wir nehmen zun#chst an, dafl X glatt ist.
Es sei
X=XNnPy-2)=XnU

mit abgeschlossenen Schemata X,Z C P? und Z = V(g1,...,9s) wWo g; ho-
mogene Polynome im Koordinatenring von P} sind.
Nimmt man die offenen Mengen

U= Dy(g:) C Py

so ist V; = U; N X eine offene Uberdeckung von X mit affinen, in X offenen,
Mengen.

Es ist sogar Vi;...;, = Ui,...i, N X C Uj,...q, €in abgeschlossenes glattes,
affines Unterschema des affinen Schemas

Uigiiyg = Uig NN Us, = Dy (gig -+ - 9i,)-

Mit einer Veronese-Einbettung vy : P — PY wobei d = [[?_, deg g;, ist,
ist
va 1 vg (D (w)) = Uigeos, — Dy (w) = AY
eine abgeschlossene Immersion. Dabei ist w eine aus [[?_, g;, abgeleitete Li-
nearform im Koordinatenring von P%'.
Dai: Vi...i, — Ui,...s, eine abgeschlossene Immersion ist, ist auch

/ . Vd _ AN
Vg =vqoi: Vigi, = Uiy = Dy (w) = Ay

eine abgeschlossene Immersion.
Bs ist also Vj,..., = vy(Viy...;,) sogar ein glattes abgeschlossenes Unter-
schema, von A{C\' .

Nach obigem ist damit H{p (Vi,...;,) explizit berechenbar.
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Betrachte nun die Cech-de Rham Spektralsequenz fiir die Uberdeckung
U = (V;)ier von X:

Byt =010, 2% ) = [ TVigwwiy 25)

o< <ig
Nach allgemeinen Sitzen konvergiert E?? gegen die Hpg (X):
EP* = Hpg(X)
Siehe dafiir
On the de Rham cohomology of algebraic varieties, M. Stevenson,
http://www-personal.umich.edu/"stevmatt/algebraic_de_rham.pdf
Abschnitt 4.1, p. 7.
Bildet man EP? mit Bildung der Kohomologie entlang der p-Achse, so
ergibt sich
Ef= [l HbaWie...i)
i0<<ig

Man beachte dafiir, daf}, weil V;, _; affin, die Gleichheit
2,

PR

gilt.
Wie oben bemerkt ist HSR(VEO,...@) explizit berechenbar und zumindest

theoretisch ist damit auch der Grenzwert HR (X) der Spektralsequenz einer
expliziten Berechnung zugénglich.

Anmerkung 1.1.4. Der Vorteil mit den EY}? = Hi0<,__<iq HPw (Vig,....i,) 21
rechnen, anstelle mit der Seite Ef? direkt anzufangen, liegt darin, daf die
Elemente E!? unendliche, aber die E4? endliche k~-Moduln sind.

Das folgende Theorem ist aus obiger Arbeit von Hartshorne (Theorem
4.4):
Theorem 1.1.4. Es sei f : X' — X eine eigentliche Abbildung von Schemata
und Y C X ein Unterschema von X, sowie Y’ = f=1(Y) das Urbildschema
von Y.

FEs gelte

i) Die Abbildung f bilde X' =Y’ isomorph auf X —Y ab.
ii) Weiter gebe es abgeschlossene Immersionen X' — Z' und X — Z in

glatte Schemata Z', Z, sowie einen eigentlichen Morphismus g : 7' — Z

mit
X — 7

el

X — 7
der Z' — g=Y(Y) isomorph auf Z —Y abbildet.
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Dann gibt es eine lange exakte Sequenz in der de Rham—Kohomologie

o= Hpp(X) = Hhp(X') @ Hpp(Y) = Hpp(Y') = HERH(X) — -+
(1.125)

Wir konnen es verwenden, um fiir ein beliebiges quasiprojektives Schema
X C P} = Z die Kohomologien H}; (X) zu berechnen.

Wir schreiben X = XoNU mit einem abgeschlossenen X C P} und einem
offenen U C P}.

Wir kénnen fiir Xy eine Desingularisierung f : X — Xy finden, sowie
einen eigentlichen Morphismus ¢ : Z/ — Z mit

X —— 7'

AR
Xo —— Z

wo die waagrechten Abbildungen abgeschlossene Immersionen und X{, und Z’
glatte Schemata sind. (Vergleiche die Bemerkung nach dem obigen Theorem in
dem Artikel von Hartshorne). Die Abbildung g ist die wiederholte Aufblasung
an reguldren Unterschemata.

Der Morphismus f : X — Xy erfiillt nun die Bedingungen des vorigen
Theorems mit X = Xy, X' = X sowie Y = Yy C X, geeignetes echtes Un-
terschema mit dim Yy < dim X, und Y/ = Yy = f~}(Y,). Man kann Y als
das Unterschema der singuldren Punkte von Xy wéhlen, (,strong desingula-
rization®).

Bildet man die Basiserweiterung von g mit U — Z und die von f mit
U N Xy — Xp, so ergibt sich ein kompatibles System

X'=fH(UNXy) —— g '(U)

7 d
X — U
so daf der Morphismus f’ : f~1(U N X,) = X die Bedingungen des vorigen
Theorems mit X = X, X' = f~2(UNXy), Y =Y, NU,Y' = f~L(YyNnU)
erfiillt.

Es ist aber X’ als offener Teil von X ein glattes, quasiprojektives Schema,
so daB H{(X’) berechenbar ist. Ebenso sind Hpp(Y) und H{,(Y’) kraft
Induktion iiber die Dimension der Varietét, deren Kohomologie gesucht wird,
berechenbar.

Die lange exakte Sequenz aus dem vorigen Theorem ergibt deshalb Bedin-
gungen, aus denen sich auch Hf), (X) berechnen lift:

HYp (X)) @ Hpp (V) = Hip (V') = HEEH(X) —
— HIEN(X) @ HEE (YY) — HEEN(Y')  (1.126)

Damit kénnen nun H{ (X) fiir alle quasiprojektiven X C P} berechnet wer-
den.
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1.1.22 Grobner bases of resultants and their monomial ideals.
Donnerstag, 16.11.2017

Consider the ring R = Q[z, a1, ..., am] for a certain integer m and the homo-

geneous polynomial
m

f — ij—i—l + Z az:xm—i—l—i (1127)
=1
Now let ‘
dm+17]
g; = resultantx (f, Wf) (1128)
for j=1,...,m and let
Is=(g1,--,9s) (1.129)

be an ideal of R (and of S = Q[aq, ..., an]).

Now if one computes a grobner base of Iy in R or S with respect to the
natural graded reverse lexicographic monomial order (the default order in
Macaulay2) one finds experimentally, that the radical of the monomial ideal
generated by the leading monomials of the grobner base (which is identical to
the radical of the leading monomials of I itself, by grobner base theory) is of

the form
lmon(Is) = (a1, ...,as) (1.130)

I checked this for m + 1 = 2,3,4,5,6 with the following little piece of
Macaulay2 code

compresulseq = (nn) ->

(

m :=nn - 1;

=
i

QQ[x,a_1..a_m];
f := x"nn + sum tolist apply(l..m, jj->a_jj~jj * x"(an - jj));

resulseq := tolList apply(l..m, jj->resultant(f, diff(x"(nn - jj), ), x));

resulseq

);

getinitterms2 = (reslissecond) ->
(

m := length reslissecond;

result := tolList apply(l..m, jj->ideal (take ( reslissecond, {0, jj-1})));
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result = apply(result,
ww-> radical ideal apply(flatten entries gens gb ww, uu->leadTerm uu));

result

);

1.1.23 Algebraic independence of polynomials. Freitag, 01.12.2017
Let A = k[z1,...,x,,] be a polynomial ring. Let

f17...,fm€A

be a sequence of elements of A of the form
fi = Cil'(ii +rix;, ¢ € k

with r; € A, such that deg(r;z;) < d and r;x; does not contain the monomial

d
xg.

Then every sequence f1,..., fs with s =1,...,m consists of algebraically
independent elements.
We prove the stronger

Proposition 1.1.4. If ¢ stands for flewii==an—=0 then

f{bavfj

is a sequence of algebraically independent elements (over k).
Proof. This is clear for s = 1. Let an algebraic relation

F(ff,... . f8) =

:Fo(ffb77fs¢71)+ij1(ffb77fs¢—1)++(f?)mFm(ffa7fs¢:1):0
(1.131)

exist. Under z; — 0 the polynomial f¢ goes to zero. By induction we conclude, that
Fo(X1,...,Xs-1) € k[X1,...,Xs—1] vanishes identically. So we have

ORI, )+ (PO FufY, . fE) =0

Dividing by f¢ and repeating the argument, we get, that Fi, I, ..., Fy, are zero
too. So F' vanishes and f{’> ..., f¢ are algebraically independent.

Corollary 1.1.2. With the notations above, the fi1,...,fs are algebraically
independent over k.
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1.1.24 Hauptsatz iiber etale Morphismen. Sonntag, 04.03.2018

Proposition 1.1.5. Es sei A — B ein etaler Ringhomomorphismus sowie
q C B ein Primideal von B.
Dann existiert ein b € B und ein g € B, so dafs

By = Albly = (A[T)/(F(T)) ()

mit einem monischen Polynom F(T) € A[T] und einem Polynom H(T) €
A[T]. Weiterhin ist auch F'(T) eine Einheit in (A[T]|/(F(T))) gy und es ist
q € D(g) sowie B, etale iber A.

Beweis. Es ist B ®4 k(y) fiir jedes y € Spec (A) das Produkt Ky x --- X K, von
endlich vielen separablen k(y)—Algebren.

Also ist B/A eine quasiendliche Schemaabbildung. Nach Zariskis Hauptsatz gibt
es eine endliche A-Algebra C' mit einer Abbildung C — B, so dal Spec(B) —
Spec (C) eine offene Immersion darstellt.

Ist p = y das Bild von ¢ = = in Spec(A), so ist die Faser B ®4 k(y) ein
Produkt K; x --- x K von endlich vielen separablen k(y)-Algebren, eine davon
gleich k(q) = K.

Des weiteren ist C' ®4 k(y) ein Produkt von endlich vielen artinschen k(y)—
Algebren, L; X -+ x L, wobei die K; under den L; sdmtlich einzeln vorkommen.

Nach dem chinesischen Restsatz ist die Abbildung C' — C' ® 4 k(y) surjektiv. Ist
nun k(q) = K1 = L1 = k(y)(e) mit einem o € K1, so kann also ein ¢ € C' gewéhlt
werden, fiir das ¢ ®4 1 in K; dem Element o und in den anderen L; dem Element
0 entspricht.

Indem man « nach Bedarf mit einem Element aus A/p multipliziert, kann man
annehmen, dafl sein Minimalpolynom f(T) € k(y)[T] sogar schon aus (A/p)[T]
stammt und monisch ist. Es sei F(T') € A[T] dann ein (ebenfalls monisches) Urbild
von £(T) € (A/p)[T).

Das affine Schema A[c], endlich iiber A, ist dann mit einer Abbildung Alc] — C
ausgestattet, also einem Schemamorphismus Spec (C')) — Spec (A[c]). Dieser indu-
ziert bel x = q einen lokalen Isomorphismus zwischen Spec (A[c]), Spec(B) und
Spec (C). (Dabei sei x kraft der offenen Immersion Spec (B) — Spec (C) auch als
Element von Spec (C) angesehen.)

Man erkennt dies durch Betrachtung von C ®4 k(y) und Alc] ® 4 k(y), die sich
beide bei dem Bild von x in der Faser iiber k(y) zu K = k(z) = k(q) reduzieren.

Hier wurde von der Tatsache Gebrauch gemacht, daf§ fiir Ringe S/R und q €
Spec (S) sowie p = qN R die Beziehung k(q) = k(q(S ®r k(p))) gilt, es also egal ist,
ob man den Funktionskérper bei q in S oder in der Faser S ®r k(p) bildet.

Man erhélt so die lokale Isomorphie von Alc],s mit C; und B;. Die Existenz
eines passenden g € B aus dem Satz folgt aus dieser lokalen Isomorphie.

Das Polynom F(T') aus dem Satz ist das oben konstruierte Polynom F(T) €
A[T].

1.1.25 Computation of the algebraic de Rham—cohomology
Hi o (X). Mittwoch 14.03.2018

Let X/k be an algebraic variety over k = C. Consider the sequence (£2%;)
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0 40 1 dat 9 d2

D
where QX|k

tive. It is k-linear but not O x-linear.
One defines the i—th de Rham cohomology of X as

= A\’ 2y, and d : ngl p Q?{T/i stands for the exterior deriva-

Hpg(X) = H' (2% ;)

where H‘(L®) is the i—th hypercohomology of the complex L®.
If X is an affine variety, it is

H (2% ) = h* (2% (X))

where h'(L®) is the usual i—th cohomology of L®. This holds, because H? (X, Q§(|k) =

0 for j >0 as Qﬁ(‘ . 18 a quasicoherent sheaf on an affine scheme.

Theorem 1.1.5. Let U = X — Y with X = A} and Y =V (f1,..., 1), a
closed subscheme of X . It is then possible to compute H%o(U) constructively.

This is done with D-modules, as described in

Algorithmic Computation of de Rham Cohomology of Complements of
Complex Affine Varieties, U. Walther, J. Symb. Comput. 29, No. 4-5, 795-
839

From

On the De Rham cohomology of algebraic varieties, R. Hartshorne, Publ.
Math., Inst. Hautes Etud. Sci. 45, 5-99

we take, in the situation of the Theorem and with the additional assump-
tion of Y being smooth, the sequence

o Hy(Y) 5 Hy(X) 2 Hy(X -Y) > Hya(Y) - Hypoa(X) — - -

where H,(W) stands for the de Rham homology introduced there, and the
relations (Proposition 3.4)

Hy(X) = Hpi (X))
Hy(Y) = HY(Y)

with dim X = n and dimY = r hold.
Together this gives

oo Hp (V) = Hy " (X) = Hpg (U) = Hy ™ (V) = Hyr 77 (X) = -
or with s = codim(Y, X) =n —r:

s HERP(Y) = Hpp(X) — Hbp(U) = Hbg' (V) = HRE (X) = -+
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But now it is H{ g (X) = Hz (A}) = 0 for ¢ > 0, therefore
Hpg(Y) = Hpp" ' (U)

Because H{, (U) by the Theorem above can be computed for all g, this also
holds true for all Hig(Y).

It is now time to discuss the case of a general quasiprojective X C ;. We
first assume, that X is smooth.

We can write

X=XNnPy-2)=XnU

with closed schemes X,Z C P? and Z = V(gi,...,gs) where g; are homoge-
neous polynomials in the coordinate ring of IP}.

Taking the open sets

Ui =Dy(g:) C Py

the schemes V; = U; N X are an open cover of X with affine schemes, in X
open.

It is even Vi...;, = Usy...i, N X C Uy,...q, a closed, smooth, affine subscheme
of the affine scheme

UiO"'iq = Uio N "'nUiq = D+(gio T 'giq)'

With a Veronese-embedding vg : P} — ]P’]kv where d = HZ:O degg;,, the
map

va 07 (D (W) = Usgros, > Do (w) = AY

0"'iq
is a closed immersion. In the above w is a linear form in the coordinate ring
N ; q A
of P, derived from [} _; g;,.
As i Viy..iy = Ui,y...i, is a closed immersion, the map

/ . V4 N
vy =vg01: Vigiy = Usgeiy = Dy (w) = Ay

is a closed immersion too.
So Vig...i, 2 v(Viy...i,) is even a closed, smooth subscheme of AN,
By the considerations further above Hfp (Vj,...i,) is explicitly computable.

Consider now the Cech-de Rham spectral sequence of the cover U =
(Vi)ier of X:

.....

By general theorem EP? abuts against the HYg (X):
E}? = Hpg(X)
See for this

On the de Rham cohomology of algebraic varieties, M. Stevenson,
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http://www-personal.umich.edu/ stevmatt/algebraic_de_rham.pdf
section 4.1, p. 7.

If one forms EP? taking cohomology along the p-axis, the result is

E:fq = H H]%R(‘/ZO ----- iq)

i0<...<iq

Keep for this in mind, that, because V;, . ; is affine, the equality

q

iy 16) = WP Vig, g

Hby (Vi) = BV (23,

holds.

As remarked above Hfp (Vi,,...:,) is explicitly computable and, at least
theoretically, the abutment HRR(X) of the spectral sequences allows to be
effectively computed.

Remark 1.1.5. The advantage of computing with E? = Hi0<,__<iq HYw (Vig,.iy)

instead of starting with Ef? directly, is, that the elements of Ef? are infinite,
but the E¥? are finite k~modules.

The following Theorem is from Hartshorne’s articles cited above (Theorem
4.4):

Theorem 1.1.6. Let f : X' — X be a proper map of schemes, Y C X a
subscheme of X, and Y' = f=Y(Y') the preimage-scheme of Y.
It shall hold
i) The morphism | maps X' —Y' isomorphically to X =Y.
ii) Furthermore there are closed immersions X' — Z' and X — Z into
smooth schemes Z', 7, together with a proper morphism g : Z' — Z with

X — 7

1
X —— 7
so that Z' — g=Y(Y') is mapped isomorphically to Z —Y .
Then there is a long exact sequence in de Rham—cohomology
o Hpp(X) = Hpp(X') © Hpp(Y) = Hpp(Y') = HER/(X) = -
(1.132)
We can use this theorem, to compute for an arbitrary quasi-projective
scheme X C P} = Z the cohomologies H{p (X).
We write X = XoNU with a closed Xy C P} and an open U C Py.

We find for X, a desingularization f : X — X, together with a proper
morphism g : Z' — Z with
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X, —— 7'

AR
Xy — Z

where the horizontal maps are closed immersions and X, and Z’ are smooth
schemes. (See the remark after the theorem cited above in Hartshorne’s arti-
cle). The map g is the iterative blow-up in nonsingular subschemes.

The morphism f : X{; — Xy fulfills the conditions of the above theorem
with X = Xy, X' = X and Y =Y, C Xy, suitable subscheme with dim Y <
dim Xo, and Y/ =Yy = f~1(Yy). One can choose Y; to be the subscheme of
singular points of X, ("strong desingularization”).

Forming the base-extension of g with U — Z and those of f with UNXy —
X, we have a compatible system

X' =f1(UNXo) — g (V)

7] d
X — U

so that the morphism f’ : f~1(U N Xy) — X fulfills the conditions of the
theorem above with

X=X, X' =fYUnXy), Y=YnU, Y =f"YYonU). (1.133)

But X’ as an open part of X{j is a smooth quasi-—projective scheme, so
that H{;(X') is computable. Also H{, (V) and Hf)(Y’) are computable by
induction over the dimension of the variety, for which cohomomology is to be
computed.

The long exact sequence from the theorem above gives therefore conditions,
from which H{,(X) can be computed:

Hp(X') @ Hbg(Y) — Hpp(Y') — H]%Jﬁl(x) —
— HEENX) @ HEEN(Y) — HERN(Y')  (1.134)

So we can compute Hf)p (X) for all quasiprojective X C P}

1.1.26 Quasi—isomorphe Injektion eines Komplexes in einen
Komplex injektiver Objekte Mittwoch 13.06.2018

Es sei A eine abelsche Kategorie und CT = C*(A) die Kategorie der Kom-
plexe (A®,d' : A* — A1) mit A* = 0 fiir i < 0.

Theorem 1.1.7. Es existiere fiir jedes A € Obj(A) eine Injektion0 — A — I
in ein injektives Objekt I von A.
Dann existiert eine Injektion von Komplezen aus CT
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0—A*—>1T1° (1.135)
wobei alle IP injektive Objekte in A sind, die einen Isomorphismus
hP(A®) = hP(I°)
fiir alle p induziert.

Beweis. Wir nehmen ohne Beschrénkung der Allgemeinheit an, daf alle Kom-
plexe die Bedingung A" = 0 fiir ¢ < 0 erfiillen. Der Satz sei fiir Komplexe der Form

054" A" ... 5 A7 5 A" BT 50 (1.136)

schon gezeigt. Wir nennen dabei B™™! = imd” und W' = A" /B!,
Betrachte die drei Komplexe:

0 0 0 0 0 (1.137)
0 0 0 0 Wt —= B2 0
OHAO%Al% %ATHAT+1HBT+2%O
0—> A" > A' — ... — A" Bt 0 0
0 0 0 0 0
Bezeichne diese Situation kurz mit
0-X*—>Y*—>2Z2*—>0 (1.138)

Bs ist dann h'(X®) = h'(Y*) = h*(A®) fiir i < 7.
Weiter ist

ATHX) =0  ATTNY) =h"TNA%) RTTH(Z®) = AT (A (1.139)

sowie h'(X®) = R (Y*) = R (Z°) =0 fiir i > r + 2.
Es gibt nach Induktion Auflésungen der gesuchten Art

0= X*—1° (1.140)
0—2*—J* (1.141)

mit J? =0 fir p <7+ 1.
Diese lassen sich zu einer Auflésung

0—=Y*=I"q¢J* (1.142)

zusammensetzen, fiir die das gesamte Diagramm
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0 0 (1.143)

kommutiert (Hier sind einige Diagrammjagden in den Spalten 7, r + 1, r 4+ 2 notig).
Aus den Bedingungen h'(X*®) = h*(I*) und h'(Z*) = h'(J*®) fiir alle 4, kann
man auf h'(I* @ J*) = h*(Y'*) fiir alle ¢ schlieBen.
Da I? = IP@®J?, ungedndert fiir p < r+1, ergibt sich so insgesamt eine Auflésung
0 — A®* — K°*, die ein Quasi-Isomorphismus in einen Komplex injektiver Objekte
ist.

1.1.27 Natiirliche Abbildungen zwischen HPFJ® und FHP?J*
Donnerstag 14.06.2018

Es sei J® ein Komplex in einer abelschen Kategorie A. Dann gilt

Proposition 1.1.6. Ist F': A — B ein rechtsexakter Funktor, so gibt es eine
natirliche Abbildung
FHPJ®* — HPFJ® (1.144)

Beweis. Es ist
0— BPJ* = Z%J* = H?J®* =0
und deshalb
FB?J®* — FZ?J* — FH?J®* — 0 (1.145)

|- J- s
0 — BPFJ® — ZPFJ®* — HPFJ®* —0

Die Isomorphie v folgt aus der Anwendung von F auf J?P~2 — JP~1 — BPJ* — 0,
was F.JP~2 — FJP~! — FBPJ® — 0 ergibt, also mit

FJPr? > FJP~!' —~ FBPJ* —=0 (1.146)

A

FJP~2 > FJP~ ! — s BPFJ* —>0

den gesuchten Isomorphismus .
Aus 0 — ZPJ® — JP — JP! und der Anwendung von F folgt dann

FZPJ* —= FJ? — FJrt! (1.147)

TR

0—= ZPFJ* —> FJP —> FJjrt!
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Proposition 1.1.7. Ist F' : A — B ein linksexakter Funktor, so gibt es eine
natirliche Abbildung
HPFJ®* — FH?J® (1.148)

Beweis. Es ist 0 = HPJ®* — WPJ* — JP*! — 0 und deshalb

0 —> HPFJ®* —> WPFJ* — FJrt! (1.149)

T

0—> FH?J* —> FWPJ®* —s FJrtl

Die Abbildung 3 ist die gesuchte Abbildung. Die Abbildung « entsteht wie folgt:
Aus der Definition 0 — J?~' — J? — WPJ* — 0 und Anwendung von F folgt

0—>FJPF ' —= FJP —> WPFJ* —=0 (1.150)

-

0—=FJP ' —s FJP —> FWPJ®

und damit die Definition von a.

1.1.28 Das Poincaré—Lemma Donnerstag 15.06.2018

Es sei X C R” ein sternférmiges Gebiet und (2P(X),dP : 2P(X) — QPT1(X))
der Komplex der p—Formen auf X. Dann existieren Abbildungen

kP P(X) — 2PH(X)

so daf
dk 4+ kd = ide(X) (1.151)

fiir jedes p > 0 ist. Wir definieren kP als R-lineare Abbildung durch

b 1 R
B (f(@)dattin) = 37 (=1)77 ( /. f(tx)t”‘ldt) -

v=1
(1.152)
Da k und d beide R-linear sind, brauchen wir nur (dk + kd)a = « fiir

o = f(z)dx"t

nachrechnen.
Es ist dann der erste Term
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p 1 A .
dka =d Z(_l)u—l (/ f(ta?)tp_ldt) xil,dxil,...iv...,zp> _
0

n , 1 af - . ) - .
ZZZ(—I) = (tz)tPdt | ' da? A dz' ot 4
0 oxJ
j=1lv=1
p 1 . . el .
+y () < f(tf)tpldt> daiv A dgioivesie =
v=1 0
n P 1 . ‘
=> > (-t ( af,(ta?)tpdt> aivdad A dateivete
j=1lv=1 0 O’

1
+p (/O f(tf)t’”dt> dz’ ' (1.153)

Der zweite Term ist

Za Ydxd A dzttir) =
= Z ( = (tz) t%ﬂdt) da'rtr 4
0
p

Z(—l)”; (/0 M(tm)t”dt) v dad A dztvte o (1.154)

v=1

Das unterste Glied im zweiten Term und das zweitunterste Glied im ersten
Term heben sich bei Addition weg. Es bleibt

(dk + kd)a =
1 n
_ —\4p—1 i1..ip i1edp
=p ( /0 f(tz)t? dt) dx + j§:1 ( / (%v tpxjdt) dz =

1 n

- of A o
_ — 1 = i1...0p
= /0 f{tz) ptP~ + jgil 9ad (tz)tPa? | dt | dx =

- </1 (f( et jt(f(tf))tp) dt) daitiv —

</ dt T)tP dt) da' = f(z)dz" " =a (1.155)

1.1.29 Affine Torsoren iiber quasiprojektiven Schemata
Donnerstag 12.07.2018

Theorem 1.1.8. Es sei X C P} eine quasiprojektive Varietdt dber einem
Korper k.
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Dann ezistiert ein affines Schema Y/k und eine Abbildung Y — X mit
zueinander isomorphen, affinen Fasern F, so daf8’Y — X zugleich ein Torsor
tber X ist.

Sei zunéchst X = Pp. Wahle dann Y = GL(n + 1, k), ein affines Schema
geméf

Die Abbildung GL(n + 1, k) — P} ist dann
(wi5) = (w0;)

Die Fasern sind alle untereinander isomorph, denn sie gehen unter Abbildun-
gen Ag; € GL(n, k) mit A01((x8j)) = (xéj) ineinander iiber. Eine einzelne

Faser tiber (x¢ : ... : xy) € P} wird beschrieben durch die Gleichungen
L0o Zo1 - Lon
F =
(zo:e.iy) To T1 0 Tp

in R und ist daher affin.

Ist nun X C P} ein projektives Schema mit X = V(I), so ist Yx =
Ypr Xpp X ein geeignetes affines Schema, das die Bedingungen fiir Yx — X
erfiillt.

Es bleibt der Fall X C P} quasiprojektiv. Wir kénnen X = (J/_, X/, als
Vereinigung von Hyperflichenkomplementen schreiben. OBdA ist f; € Opr (d)
mit einem einheitlichen d.

Es sei dann Z = X x4, proj (k[qo, - - -, ¢,]) und

Z/:Z_V(QOfO+"'+QTfT):Z_V<G):ZGgZ

ein offenes Unterschema. Es ist dann Z’ — X eine Abbildung mit isomorphen,
affinen Fasern

Fy = E[qo - - -, @) (qo fo (@) ++ar o (2))

iiber X.
Wé&hlt man nun 7 : Yz — Z als affines Schema iiber dem projektiven
Schema Z nach dem oben schon bewiesenen Teil des Satzes, so ist

(YZ)ﬂ—*(G) = YZ Xz 7' 5 7 = ZG — X

ein affines Schema Y — X nach den Bedingungen des Satzes.

1.1.30 Computing approximations to the algebraic de Rham

cohomology HF; (X) Friday 27.07.2018
Let 2 = k[xy,...,2n,€1,...,6,] be a commutative algebra in the z1,...,z,
and skew-commutative in eq,...,e,. Additionally the x; commute with the

€j.
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For the monomial m = z{*----- zonelt . ebr we define deg, m = " a;

and deg, m = > b;. Let f € 2 be a sum of monomials f = cimi+---+c¢,m,
with monomials m; € {2 and ¢, € k*. Then deg, f = maxj<, <, deg, m, and
deg, f = maxi<, <, deg, m,.

Let R = k[x1,...,2,] and

P = {f € 2] f homogeneous in the e; and deg, f = p}

Then 27 = Qﬁ‘k where at the right side stands the p-th exterior power of the
module of kahler-differentials of R. So (2 can be identified with the ring of
differentials for R (or Spec (R)).

There is a k-linear map d : 2 — 2 with df = ", ;0,, f which is the
exterior differentiation in the complex (£2P),=0,... n. Especially it is ddf = 0
and d(af) = (da)S + (—1)Pa(dB) when deg, o = p and deg, 8 = q. We write
also dP : 2P — P! for the restriction of d to 2P.

We define

28 = F0° = {f € 27 | f homogeneous in the x; and deg, f = d}
and additionally
2%, =Fcaf?’ = {f € O | deg, f < d}

so that ng_Qp =P D F;_ 1P P F2P.

Now let I = (f1,...,fs) be an ideal of R. We form the {2-ideal I’ =
(f1,--+, [s,df1,...,dfs) with the exterior derivative f — df defined above. It is
homogeneous in the ey, . .., e,. Therefore if we define the quotient 2/ = (£2/1")
it splits too in p—components by deg, f = p. AsdI’ C I’, the exterior derivative
d extends to 2'. We write especially dP : 27 — /P!,

So we can calculate HPp (X) for the variety X = V([) via

HEL(X) = (kerd? : 2F — 2P /(imdP~" - 277 = 2'7)

As 2P is an infinite dimensional k—vector space, we can try to approximate
this definition up to a certain degree of the involved monomials from (2. We
select two numbers d > e > 0.

Let e q : Qie — di be the canonical inclusion.

Next we define

-1
Ng=TI'NO%,+(d%,,,) C 2%,
and
! +1 +1
Ny=1'neg; C 0%
(note d as an index means the number, in functional position it means the
exterior derivative).

Now compute the kernel K, of Qge Led, QZ 4/Na and consider a minimal
sub-vector space M, C Qge with M. ®K, = Qge. Let M ; = ic.a(M.) C ng



50 1 Algebra und Geometrie

Next consider the map of k-vector spaces d : 22, — (Qggl /N’)) which
is induced by the map d? : 27 — 2PTL Let & be the restriction of § to
M, C 2%,

Then compute the kernel H?

0— H? ;= M, 5 (04 /N,

Then H 5, 4 C 02 4 is a k—vector space that approximates the k-vector space
Hpr (V(I)). If one chooses e > 0 big enough and d > e suitable, then H! ; =
Hpp (V(I)).

1.1.31 Explizite Darstellung von 'nglk fiir eine projektive Varietét
X C Py Samstag 04.08.2018

Es sei S = k[zo,...,zy] und P} = proj(S) sowie X = V(I) mit einem
homogenen Ideal I = (fy,...,fs) C S.
Dann existieren die Sequenzen:

0= 2pn = Opn(—1)eg @ -+ B Opn(—1)en 2 Opn — 0 (1.156)

mit (Y pi€i) = 2 io i Pi, (die sogenannte Euler-Sequenz) abgekiirzt als
0— 2pn — & — Opn — 0.

Aus ihr folgt durch eine iibliche Betrachtung iiber duflere Potenzen von
lokal direkten Summen lokal freier Garben:

0— 28, =& 5 Pt 0 (1.157)

Es ist also 25, = ker(6? : €"? — &"P~1) der Kern des p-ten Differentials im
Koszul-Komplex ("7, 6P),, iiber g, ..., Zp.
Schliefllich die Sequenz fiir Untervarietéten X = V(1)

I/IQ—>.QIpm QOpn Ox—>QX‘k—>O (1158)

Wie kann man damit eine moglichst explizite Darstellung von “ngl 5 ableiten,
fiir die auch d? : “ngl p Q;r; eine einfache Darstellung besitzt?

Man definiere den Ring
Q=klxog,...,Tn,€0,-..,6n] (1.159)
mit kommutativen Variablen x; und antikommutativen Variablen e; sowie

Ti€5 = €554

Es sei d : 2 — 2 die Abbildung
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Weiter sei I' = (f1,..., fs,df1,...,dfs) das von den angegebenen Elementen
erzeugte (2-Ideal.

Nun sei 2 = 2/I'. Wir definieren eine Abbildung i : 2 — (2, ndmlich
das ,innere Produkt mit xpej + - - - + z,e)“ als S-lineare Abbildung mit

p
i(eil AREE /\eip) = Z(fl)l’*lxneil AREE /\6/1: AREE /\eip

v=1

Es ist 4(I") C I’ und damit auch 7’ : 2’ — (2] induziert von ¢, wohldefiniert.
Es seien 27 die Elemente vom Grad p in den e;, also das S—Ideal, das von
e, N -+ Ae;, erzeugt wird. Da I’ ein in den e; homogenes Ideal ist, ist auch
£2'P wohldefiniert. Die Abbildung ¢’ erfiillt i’ : 27 — /P~
Nun gilt
(%) %, =ker(d : Q7 — QP71 (1.160)

Was die Darstellung von dP : ng = Q?(T)i angeht, so ensteht sie wie
folgt:
BEssei a =3 fi,..i €., mit fi, 5, € 5. Dann sei

o = Z i 8@;;” €5 N €.,

i1y j=0

Man rechnet aus (fiir f;, .. ;, homogen in S vom Grad r):
(#i +if)a = (r+pa

fiir alle p.
Weiter sei f
1.4
Yo = Z Tk”ek Nei. i,
i1...0p
Man rechnet wieder aus
(i + W) = «

Also ist 6 = 6 — (r + p)Jy ein Operator mit 0 = §i.

Es gilt
0 — 28, (Uy) — "2 (Uy) —> E/P=1(U,)
o e e
0 —= Q2 (UL) —= /P (U) —— EP(Uy)
Dabei ist

p . . o .
5/p z : .filu.’ip ) ) i o (Zi1...ip le..‘zpezl...zp)
mr+p 611‘..11, — ip

ir..dp Tk Ty,
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denn es ist

Jir.i dfiy..i,  Jir. 1
d(;;Jr;”eil,,.ip = Z,fﬂ:p — ot (r+p)$r+pek

k Ty, Tk k

Wenn wir nicht auf U, sondern auf Ujo...jq

wollen, so beginnen wir mit (es ist g = z, - -~ z;,)

71. all
a(y L, zzf o +Zf ST

= Dy (xj, ---xj,) arbeiten

i1...0p g i1..0p  J
af G |
- Sy b na s X3 Lo, - 0
~ip i1...0p a=09 Ja
Also ist jetzt
q
§=0-w) V.
a=0

mit §i = 40 und fir § =5 filg’%eil__ip mit deg, fi,..i, =7

Es gilt dabei die Beziehung w(q + 1) = r + p.

1.1.32 Der Gauss—Manin Zusammenhang fiir eine glatte
projektive Familie X — S. Freitag 10.08.2018

Es sei f: X — S eine glatte projektive Familie, im Dreieck

X—>IF’"

N

mit S/k einer eindimensionalen, affinen, reguléren Kurve, z.B. S = Spec (k[s]).
Da X/S glatt, ist die Sequenz

0—>f*95‘k—>QX|k—>QX|S—>O (1.162)

exakt und f*§2g; ist ein Vektorbiindel vom Rang 1 auf X.
Wir haben dann die tibliche Filtrierung F' ZQg( i bestehend aus Elemen-
ten, die lokal wenigstens ¢ Faktoren aus dem Unterbi'mdel "2 C 2x

enthalten. Man hat dann die Quotienten
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0— FLO%, — FO% — 2% s =0 (1.163)
0— F20Q% |, = F1O% = [* Qs @0y 25 =0 (1.164)
0— FHQb = FIOb  — /\ F*Qs1k) @0y 256 =0 (1.165)
ONun ist aber A" f* Q) = 0 fiir i > 2 und damit F20%, = --- = FPH10% =
Also bleibt aus (1.163) lediglich die exakte Sequenz
0= f"2x oy QX‘S%QQUC%QX‘S%O (1.166)
zuriick.

Benutzt man Rf. 2% ¢ = HYr(X/S), so entsteht eine Abbildung fiir die
ganze de Rham Kohomologie:
(X)) = RE Q%5 = RE(F Qg @ 257111 =
:QS|k®Rf*QX|S—QS|k®HE)R(X/S) (1167)

Wir bemerken, dafl wegen der Hodge—Zerlegung

Hpp(Xo/k(s) = @ HUXs, Q% 1) = D HUX, 2% g @ k(s))

p+g=r pt+q=r
(1.168)

iber s € S und weil X, =2 X, als Mannigfaltigkeiten isomorph sind, die
(prinzipiell nur oberhalbstetigen) lokalen Rénge

rang(H (XS"QX k(s )) H(X, ngs ® k(s)))

konstant sind. Damit ist R? f* | g €in Vektorbiindel iiber S (nach den Halb-
stetigkeitssitzen) und es gilt

H (X5, 2% ji(s) = (B[ 2%15) @0 k(s) (1.169)

fiir alle a, b.
Es ist nun Hpp (X/S) = R"f.(£2%s) und man hat daher die erste Spek-
tralsequenz fiir Hyperkohomologie

BV = (RO, ) = RV, (2% ) = HERI(X/S) (1.170)

Uber jedem s € S gibt es dann die ,,gew6hnliche® Hodge-de Rham Spektral-
sequenz fiir X;/k(s), die wir als

EY(k(s)) = (HY(Xs, 0% 10 = HUX, Q% g @ k(s)) = HELI(X,) (1.171)

schreiben.
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Behauptung: Das Differential d? = § : EP? — EPTH? entartet. Es ist
némlich eine Abbildung ¢ : R?f, ngl g — R, Qg’;‘r;. Man tensoriert nun mit
k(s) fiir s € S und erhélt unter Beachtung von (1.169) die Abbildung

SR k(s) : H1(Xs, Q§(5|5) - HY(X, Q§(+\ls)

Man nimmt nun §®k(s) = d}?(k(s)) an und beachtet die Degeneration von
EYi(k(s)), so daB 6 ® k(s) = 0 fiir alle s € S wird. Indem man ¢ als Element
von (RY f*QI;(‘ g) ® (RY f*Q_f;‘r;) auffafit, ergibt sich 6 = 0 (Nakayama mit
d @ k(s) =0 fiir alle s), also E5? = EV9.

Es fehlt jetzt noch der Beweis, da alle dP? : EP? — EPT™4="+1 gleich
Null sind. Kann man dies entsprechend durch eine Betrachtung tiber s € .S,
tensorieren mit k(s) usw. erreichen? (Die EP? sind ja kraft Induktion gleich
EY1) also Vektorbiindel). Man nimmt also d?? @ k(s) = dP?(k(s)) an, wo-
bei dP?(k(s)) : HY(Xs, Qfms) — HI (X, anrs) die Abbildung aus der
Hodge-de-Rham S-S EP?(k(s)) fiir X, auf Level r sein soll. Dann wére wieder
dP? ® k(s) = 0 und mit demselben Argument wie oben auch dP? = 0.

Die Begriindung fiir d?? ® k(s) = dP9(k(s)) kann (vielleicht?) wie folgt
gegeben werden: Man beginnt mit der Seite Ef? aus der Cech-Kohomologie

qu _ H F(Uio.--iqa Q§(|S)
i0<"'<iq

und schreibt die davon und von dfj? abhéngende Seite EP? als E,.(Ey).
Man hat dann das Diagramm

dr(k(s))=0
B —

B, (Fo(k(s))) B, (Eo(k(s))) (1.172)

dr(Eo®k(s))
_—

E.(Ey ®k(s)) E.(Eo ® k(s))

ar ap

d,Qk(s
B (Eo) @ k(s) —2 B (Bo) @ k(s)
In diesem Diagramm existieren die o, immer, sie bilden einen ,,Zick-Zack® in
Ey, der fiir ein Element in E,.(Fy) steht, tensoriert mit k(s), auf einen ,, Zick-
Zack® in Eg ® k(s), der zu E,.(Eg ® k(s)) gehort, ab.

Ebenso haben wir Diagramme

E(Ey ® k(s)) <=— Z.(Eo ® k(s)) —> Eps1(Bo @ k(s))  (1.173)

QTT QLT ar+lT
)

E(Eo) @ k(s) <—— Zr(Eo) © k(s) —— Er11(Eo) @ k(s)
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Nun ist oy ein Isomorphismus, also d1 ® k(s) = di(k(s)) = 0. Damit ist d; = 0
und Ey = E;. Also Z1(Ey) = E1(Ep) und im obigen Diagramm stehen waag-
recht nur Isomorphismen und «; sowie aj = ay sind auch Isomorphismen.
Also ist e ein Isomorphismus. Es folgt dann ds ® k(s) = da(k(s)) usw.

Damit gibt es aus der S-S EV? eine Filtrierung FPH L (X/S) mit den
kurzen exakten Sequenzen

0 — FP*UHLR(X/S) = FPHLR(X/S) = R1f.02% g — 0 (1.174)
und induktiv eine Darstellung

Hp(X/S) = €@ RUf0% 4 (1.175)

pt+q=r

denn es ist fiir exakte Sequenzen von Vektorbiindeln 0 — F/ — F — F” — 0
auf S immer F = F' @ F" (wegen Ext'(F", F') = 0).

Gauss—Manin-Zusammenhang

Man hat nun das Diagramm (durch Anwendung von C?((U;), —) auf die Se-
quenz (1.166) fiir p und p + 1):

0 0

d
Hi0<'“<iq QS(S) ®s F(Uio"'iQ’ Q:T;(\.Sl') Hi0<--<<iq QS(S) ®s F(Ui0~~-iqa Q?qs

B'=84 B=Bq
d 1
Hz‘0<~~~<z’q F(Uiomiq’ “Qg() Hi0<~-~<z‘q F(Uio--'iqv “Qg(Jr )
d +1
Hi0<...<iq F(Uio-“iq)'Qg)(lS) Hi0<...<iq F(Uio~~-iq79§(‘s)
0 0
(1.176)

Man beginnt nun mit einem Reprisentanten z € Hi0<“_<iq I'(Usy...q, Qg(ls)
fir H1(X, ngs) und wihlt ein Urbild w mit a(w) = z. Dann bildet man

" = dw und wihlt ein Urbild 2’ € Hi0<_“<iq 2s(5) ®sg F(Uiomiw()gﬂs)
mit §(z') = w” = w' — §h' mit einem noch zu bestimmenden A'. Dies

ist moglich, weil dz = 0 in HY(X, Q%) Man kann also dz = 6h schrei-

X85
ben mit h € H¢0<---<iq,1 F(Uio...iqfl,ﬁ?‘g) Dann ist h = aj_;h’ mit

)
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h e Hi0<__,<i471 F(Uio...iqfl,ﬂg("’l). Ersetzt man w’ durch w”’ = w' — §i/,
so ist o/ (w’) =0, also B(z') = w".

Man muf§ aber auch noch fordern, dai é(w” — B,t') = 0 ist. Nun ist
agr10w = 0, also dw = 5(’1+1t. Nun ist aber 6t = 0 und ¢ ein Représentant

von HITH(X, Qg{lé) ® 2s(S). Es ist deshalb wieder d¢t = 0 als Element

von HIPHX, 0% o) ® 02s(S5), also dt = o' mit ¢ € [, ., 2s(5) ®

r (Uio--~iqa9§(| g)- Es ist dann, wie man durch eine Diagrammjagd einsieht
S(—BE) +w")=0.

dt = 6t’ w” =w' — 6h
|
d t, 2
t ow' = dw”
. d w’,w”
ow d °
w .
\o
z
(1.177)

Also ist auch §(—t' + 2’) = 0 und somit liegt das Element —t' 4+ 2’ in

2s(5)®s HY(X, Q§(|S)‘ Damit hat man eine Abbildung (fiir p > 1):

oP9: HY(X, .Q])’(‘S) —
2s(S) ®s HU(X, %% 5) & 25(5) @5 HITH(X, 2% 5)
P (z) = (=t +2',t) (1.178)
Es bleibt noch der Fall p = 0 zu untersuchen. Man hat hier die Sequenz
(1.162) und wendet wieder C4((U;), —) an. Es ergibt sich ein Diagramm
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0
0 [Lio<..<i, $25(5) ®s I'(Uig-..iy, Ox)
B:/Bq
d
Hi0<“'<iq F(Uio'”i‘ﬂ OX) H’i0<"'<iq F(Uio'“qu Q}()
d
Hi0<“'<iq F(Uio'”i‘ﬂ OX) Hi0<'“<iq F(Uio"'iq7 ‘Q}(‘S)
0 0

(1.179)
Eine Diagrammjagd wie oben fiihrt von einem z € H?(X,0x) zu einem 2’ €
25(5) ®s HI(X,O0x) und legt damit eine Abbildung §%¢ fest:

69 HY(X,0x) — 25(S) @5 HI(X,0x),  6%9(z) =2/ (1.180)
Die Gesamtheit der 6P definiert den Gauss—Manin—Zusammenhang
V : Hir(X/S) = 25(S) ®s HLhr(X/S) (1.181)

denn es ist ja nach den Uberlegungen im vorigen Abschnitt Hpg(X/S) =
®p+q:r Hq(X’ Oz))(ls)

1.1.33 Ein Satz iiber Aufblasungen und Untervarietidten. Dienstag,
04.12.2018

Proposition 1.1.8. Es sei X eine reguldre k—Varietit und Z = V(J) eine
requldre abgeschlossene Untervarietit. Weiter sei Y ein effektiver, requldrer
Divisor in X, mitY D Z. Es seip: X = Bly X — X die Aufblasung von X
m Z und es sei Y' =Bl Y.

Dann gilt folgende Beziehung

P Ox(Y)®o, Og(—E)=0x(Y") (1.182)
wobei E der exzeptionelle Divisor p~(J) - O¢ ist.

Beweis. Es sei Spec(A) C X eine offene, affine Teilmenge, auf der Y durch den
Divisor (f) und Z durch das Primideal I = (g1,...,gr) reprisentiert wird. Da
Ar/fAr = (A/f)r ein regulirer lokaler Ring ist, ist auch f € I — I? und man kann
ohne weiteres g1 = f annehmen.

Das Schema p~*(U) wird iiberdeckt von den V;, = Spec (B,) mit

Spec (By) = Alg1/gv; - 9r/ 9]
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AufV, ist p*Ox (Y) reprisentiert durch 1/f und O 4 (—FE) durch IB, = g, B,. Damit
wird die linke Seite auf V;, représentiert durch g, /f, also durch u; = 1 auf V4 und
durch u, = ¢,/ f auf V, mit v > 1.

Weiterhin ist Y’ = Proj (A/f @ IA/f & I°A/f @ ---). Wir haben als homogene
Komponente vom Grad p den Ausdruck

IPA/f ="+ (D)) =P /(H) N I7) = 1P /(fI°7).

Die letzte Gleichheit gilt, wenn g1, ..., gr eine regulidre Folge in A ist, was wir durch
Verkleinern von Spec (A) immer annehmen kénnen.

Das Ideal von Y’ in X ist also das Ideal ftS(—1) in S = A[tI]. Lokalisieren wir
mit g,t, so ergibt sich

(FES(=1))(got) = [ES(=1)(g,1) = FL(gut) ™" S(g,t) = f/9u By

Also wird Jy/ ¢ auf V,, durch f/gv représentiert. Damit ist O (Y”’) gegeben durch
gv/f = u, auf V, und rechts und links steht der gleiche Divisor.

1.1.34 Es ist (S4)™ = Syna fiir d geeignet. Montag, 11.03.2019

Proposition 1.1.9. Es sei S = So[fo, - - -, f+] ein gradierter Ring mit deg(f;) =
d;. Weiter sei d = ed; und d’ = (r + 1)d. Dann ist

(Sd/)ﬂ’L = Sd/m
fiir alle m > 0.
Beweis. Es sei f5° -+ [ € Sp(r+1)a- Schreibe e; = pie} + ¢; mit ¢; < e;. Dann
ist deg fJ0 - ---- r=Q < (r+1)d

Weiterhin ist

Da Q < (r+1)dist R > (m —1)(r + 1)d und es ist d | R. Man kann also p; < p;
wihlen, so dal R' = Y pieid; = (m — 1)(r + 1)d ist. Es ist dann

Q =mr+1)d—R =(r+1)d= Z(ei — pies)d; = Zqédi.
Also ist [T ff = [1()" - T1 /% mit

deg(JT(5") = S pleids = R = (m — 1)(r + 1)d

und

deg(TT ) = did = (r + 1)d.

Also ist Sp(rt1)a (S(r+1>d)(50[f§°, RN ffr})(mfl)(rqtl)d-
Damit ist induktiv iiber m gezeigt, dafl Sp,(r41)a C (S(r41)a)™ ist.
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1.1.35 Berechnung von H°(X, M(d)) aus abstrakter Kohomologie.
Montag 22.04.2019

Es sei S = k[zo,...,z,] und X = proj(S) = P?. Man kénne H'(X, N)
fiir alle endlich erzeugten S-Moduln N abstrakt berechnen, und auch fiir
f:N — M sei H(f) : H(X,N) — H*(X, M) berechenbar und schlielich
sei fir 0 — N’ — N — N” — 0 auch &' : H'(X,M") — H™(X, M)
berechenbar.

Ist 0 — N — L 2 M — 0 eine exakte Sequenz mit L = @, S(—d;), so ist

0 — HY(X,N(d)) — H(X, L(d)) — H°(X, M(d)) — 0

fiir alle d > dy exakt. Fiir d > dy ist also H(X, M(d)) sogar konkret angebbar
als B(ly),..., B(ls) fir geeignete I; € L(d).

Es sei nun fiir d der Modul H°(X, M (d)) konkret angebbar. Wir zeigen,
daf8 dies dann auch fiir H°(X, M(d — 1)) der Fall ist:

Betrachte die Sequenz

0—A—Md-1)25 M) —B—0
zerlegt in

0>A—-Md-1)—-P—0
0—-P—Md —-B—0

Es ist dann exakt
0 — HYX, A) — H(X, M(d—1)) % HOX, M(d))

Da supp A C V(z;) ist HO(X, A) kraft Induktion konkret angebbar als Familie
wy,...,wy € HY(X,M(d — 1)). Es bleiben die v € H°(X,M(d — 1)) mit
¥ (v) # 0. Betrachte die Sequenzen

HO(X,M(d—1)) = H°(X,P) % H'(X, A)
und
0— H(X,P) —» H(X, M(d))

Das Bild von 1 ist der Kern von a. Ist also vy,...,v, € H°(X, M(d)) ein

System von Erzeugern des konkret angegebene Bilds von ¢ in HY(X, M (d)),
so gehoren dazu die noch fehlenden Elemente vi/z;,. .., v, /x; aufgefait als

Elemente von H(X, M(d — 1)) eingebettet in I'(X, M(d))a,.-
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1.1.36 Berechnung von H?(X, M) fiir X = proj (R) und einen
R—Modul M. Freitag 10.05.2019

Es sei X = proj (R) mit einem gradierten Ring R = A[xo, ..., T,] mit irrele-
vantem Primideal n = Ry C R. Es sei depth R,, > 2.
Fiir einen endlich erzeugten R—Modul M gibt es eine exakte Sequenz
(+) 0— HY(M)— M — P I(X,M(d)) — Hy(M) =0
d

von gradierten R—Moduln.

Definition 1.1.2. Es sei in der obigen Sequenz (x) die Abbildung
M — @ I(X, M(d))
d

ein Isomorphismus. Dann heifst M auch saturierter Modul.

Dies ist offenbar gleichbedeutend mit HY(M) = HY(M) = 0.
Es sei nun M ein Untermodul eines freien R—Moduls F'. Wir haben also
eine Sequenz
0—>M-—F—F/M—=0

Es ist dann wegen depth R,, > 2 auch H2(F) = H(F) = 0. Daalson ¢ Ass F,
ist, wegen M C F, auch n ¢ Ass M. Also HO(M) = 0.
Wir ersetzen nun M durch die Saturierung von M, also durch

M' = M** = {f € F| fu* C M fiir ein geeignetes k}
Es ist dann n ¢ Ass(F/M’) und damit H2(F/M') = 0. Mit der Sequenz
0—->M —-F—F/M —0
sieht man H!(M’) = 0 und wegen M’ C F auch H2(M') = 0.
Also ist M" 5 @, (X, M'(d)) ein Isomorphismus. Weiterhin ist wegen
M(xl) = M(,xl) auch
I'(X, M(d)) = I'(X, M'(d)).
Also berechnet der saturierte Modul M’ explizit die HO(X, M(d)).

Der Fall M = Hom(1I,J)

Ein praktisch wichtiger Fall fiir einen solchen Modul M C F = R? ist durch
M = Hom(I,J) fiir Ideale I,J C R gegeben: Aus R — I — 0 folgt 0 —
Hom(I,J) — Hom(R4,J) = J? C RY.

Also ist Hom(I,J) € F = R? ein Untermodul eines freien Moduls und
man kann mit der Saturierung auch

—_~—

H°(X,Hom(1,J)) = H*(X, Hom(I,J))

berechnen.
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1.1.37 Wann ist Hom([I, J) schon saturiert?

Proposition 1.1.10. Es sei R wie oben und I,J C R Ideale mit J saturiert,
also J = J**. Dann ist auch Hompg(I,J) saturiert.

Beweis. Es seien aq,...,ap, Erzeuger von I. Dann ist ¢ : I — J festgelegt durch
w; = ¢(a;) € J. Es kénnen dabei solche w; gewihlt werden, fiir die gilt

Die Einbettung 0 — Hom(I, J) — RP geht iiber ¢ — (¢(a;)):. Ist beziiglich dieser
Einbettung (w;) in Hom([I, J)*™", so bedeutet dies: Es ist fiir jedes j und geeignetes
v auch (z%w;) im Bild von Hom(Z, J) in R”.

Also ¢(a;) = zfw; € J fiir ein geeignetes ¢. Damit ist fiir jedes (¢;) mit Y gia; =
0 auch ) 7 giw; = 0 und, weil nach Annahme n ¢ Ass R, auch ) q;w; = 0 und
damit ¢(a;) = w; ein wohldefiniertes Element von Hom(I, R).

Da aber sogar zjw; € J fiir alle j, ist w; € J* = J fiir alle ¢. Damit ist
die Abbildung ¢(a;) = w; sogar schon in Hom([,J) und damit Hom(I,J)*** =
Hom(I, J).

1.1.38 Berechnung des Gauss—Manin-Zusammenhangs Montag,
03.06.2019

Wir greifen nochmal die Berechnung des Gauss—Manin—Zusammenhangs fiir
f:X — Smit S=A] auf.

Wir hatten ein Diagramm

0 0

— d
Hi0<~-<7ﬁq QS(S) Qs F(Uio~~iq7 Q;;(‘;) - Hi0<...<iq 'QS(S) ®s F(Uiomiqa Q§(|S

an ap+1,q
d 1
Hi0<___<iq I'(Uiy...i,, $2%) Hi0<.._<iq I'(Uig...iy QFFh
8P 5p+1,q
d 1
Hio<---<iq F(Uio~~iqv ngs) Hi0<~--<iq F(Uio-"iw “Q};\rs)
0 0

(1.183)
zum Ausgangspunkt genommen, und damit Abbildungen

5P QP

Ris) = 2s(8) @5 HU(Q% g) @ 2s(5) @5 HTF (25 5)  (1.184)

X|S

)
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konstruiert. (N.B. Im obigen Diagramm haben wir gegeniiber frither die senk-
rechten Abbildungen a und 8 anders benannt).

Wir brauchen aber noch viele weitere Abbildungen, um V?¢ : H¢ (Qgg\ g) —
H g‘gq(X /S) wirklich angeben zu kénnen. Konkret wollen wir Abbildungen

gpar’d JHIQP ) — 02s(S) @5 H (2

X|s X|S) (1.185)

firp’+¢ =p+qgq=rund ¢ =q+1,q,¢q—1,...,0 konstruieren. Wir kiirzen
das obige Diagramm als

0— BN - EP - EP 0 (1.186)

ab. Indem wir 2g(S) ®g — vernachlissigen, sei E/h? = EF~ 19,

Ein Element hP? aus H q(Qﬁ’(l g) ist aus E7Y. Da aber die Spektralsequenz
EP entartet, ist EYY = E}! =... = FP1 =....

Wir kénnen daher das Element h?4 durch ein System von w?'? € E 9
mit p’ + ¢’ = r und p’ > p darstellen, fiir die

dP (wPe) = @b (Pt b (1.187)

gilt. An den Enden ist dann d7°(w™) = 0 und dy;(wP?) = 0.

¢ (1.188)
/|
b c—>c
arava
a 1 —b c—>c
AV Arave
a—a l —b
./
a—a
1.1.39 Separierte Abbildungen Dienstag, 18.06.2019

Definition 1.1.3. Eine Schemaabbildung f : X — Y heift separiert, wenn
die kanonische Abbildung

A:Af:X%XXyX

mit py o A = ps o A = idx eine abgeschlossene Immersion oder, dquivalent,
abgeschlossen ist.

Proposition 1.1.11. Es seien f : X =Y und g : Y — Z separierte Abbil-
dungen. Dann ist auch go f : X — Z separiert.
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Beweis. Betrachte zunéchst das Diagramm
X (1.189)
xi
Agyr X xy X
e
X x zZ X

also die Faktorisierung Agy = ho Ay.
Aus dem kartesischen Quadrat

X xy X (1.190)
VRN
X xz X Y
ka\ A
YXZY

entnimmt man, dafl h als Basiserweiterung von A, eine abgeschlossene Immersion
ist. Also ist Agy = h o Ay ebenfalls eine solche.

1.1.40 [];, Py — P2 Dienstag, 10.09.2019

Es sei X = [[;_, P4 das n-fache Produkt der projektiven Geraden iiber einem
affinen Schema A. Dann gibt es eine kanonische endliche Abbildung

f:X =Py x . x Py, - P}
vom Grad n!. Die Abbildung erfiillt die Bedingung

f(P17"'aPn):f(P‘/r(l)a"'vp‘lr(n))

fiir alle w € S,, aus der symmetrischen Gruppe S,,.
Es gilt sogar
f:X = X5 3Py
das heifit die Faser Xq von Q = f(Pi, ..., P,) besteht aus den (Pr (1), ..., Pr(n))-
Wir sehen das am Beispiel n = 4. Es seien ug : u1, vg : v1, 20 @ 21, Wo : W1
die Koordinaten von n = 4 Schemata ]P’%.

Das Produkt X = []"_, P} wird dann durch den gradierten Ring B mit
der Komponente

Bq = 14(uo, u1) @ aa(vo, v1) ® ¥34(20, 21) @ aq(wo, wr)
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beschrieben mit ¢,4(T1,T>) homogen iiber Z vom Grad d.
Die Komponente By besteht also aus den 2™ = 16 Elementen

E UV 2w 2.

0<,5,k,1<1

Die Koordinaten von P} (also kanonische Erzeuger von Opy (1)) seien (po : p1 :
D2 : p3 & pa). Wir schreiben sie als Koeffizienten eines Polynoms vom Grad
n=4:

U (X,Y) = po X+ p1 X3Y 4+ po X2V2 4 ps XY3 4 py v

Sind die p; € K, einem algebraisch abgeschlossenen Kérper, so 148t sich das
Polynom ¥, (X,Y) eindeutig in Linearfaktoren zerlegen:

Wn()(7 Y) = (UoX + ’LL1Y)(UOX + U1Y)(ZOX + 21Y)(U)0X + w1Y) (1191)

mit u;, v;, 25, w; € K.
Man definiert nun die Abbildung f auf den Koordinaten als

Po = UgUpzoWo

P1 = UpVpZoW1 + UpVo2Z1Wo + UpV120Wo + U1V Wo
P2 = ugVoziwy + -+ + urvizowy (6 Terme)

P3 = UpV121W1 + U1Vp21W1 + UV120W1 + U1V 21 Wo

P4 = U1V121W1

im Fall n = 4, allgemein also durch

— E 1 n
pr_ uil.....uin
0<i, <1
i1t tin=r

also durch die abstrakte Multiplikation in (1.191) nur fiir beliebiges n.
Fiir spater ist folgende Beziehung wichtig:

Lemma 1.1.13. Definiert man, wie tblich, durch

(T—ay)- - (T — an) = s0(a;)T™ 4+ s1(a))T" ' 4 + sp(a;)
die elementarsymmetrischen Funktionen s;(aq,...,a,), so ist
pr(uj,, .. ul) = (ug -+ ul)sp(ul fud, . .., ul July) (1.192)

Die Punkte (ug : u1), (vo : v1), (20 : 21), (wo,w1) von Pk werden mit f
auf (po : -+ : p4) abgebildet. Also ist die Abbildung f surjektiv fiir A = K,
einen algebraisch abgeschlossenen Korper und demzufolge auch fir A = Z
und damit iiberhaupt fiir jedes A.
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Die Faser von Q = (po : - - - : p) aus P} ist also die Bahn von (P, ..., P,)
mit f(Py,...,P,) = Q unter der Operation von S,.

Es gilt sogar, daB8 Z[po, ..., pn] = B°" als gradierte Ringe isomorph mit
dem Isomorphismus

E 1 n
pTH uil.....uin

0<i, <1
i1t =T
sind, wo (ufj : u}) die Koordinaten des p-ten Faktors in X sind. Dies folgt
aus obigem Lemma, also aus Gleichung (1.192) und aus dem Hauptsatz iiber

elementarsymmetrische Funktionen
Alzy, ..z, = Alsy(@1, .. 20)s ooy sp (21, 2)]

. —
tir z, = uf /ug.

1.1.41 p(I) < pu(I/1%) +1 Samstag, 20.09.2019

Es sei R ein Ring und M ein R-Modul. Dann sei p(M) die kleinste Zahl n,
so daf} Erzeugende mq,...,m, € M mit M = (mq,...,my,)r existieren.
Es gilt nun folgendes:

Proposition 1.1.12. Es set I C R ein Ideal eines noetherschen Rings R.
Dann ist

ulD) < plI/12) + 1,
Beweis. Es scien a1 + I?,...,a, + I? € I/I? Erzeuger von I/I? als R/I-Modul.
Man nenne I’ = (a1, ..., a,) das von den a; erzeugte Ideal. Es ist dann

(x) I=I+1T1

Ist ein Primideal p C R mit I C p gegeben, so folgt aus (*) nach dem Lemma von
Nakayama, daf§ I, = I}, also

(I/I')p = 0.
Es ist also mit J = Ann(I/I’) immer supp I/I’ = V(Ann(I/I')) = V(J) disjunkt
von V(I). Also ist V(I,J) = 0 und damit I +J = (1). Es gibt also z € I und w € J
mit z +w = 1. Also ist fiir jedes x € I immer

T =z + wr

Damit ist wz € I’ und somit sind az, ..., an, 2z Erzeuger von I iiber R.

1.1.42 Uber die Adjunktionsformel 2g(D) — 2 = D.(D + Kx)
Dienstag, 08.10.2019

Es sei X eine glatte algebraische Fliche und D € Pic X ein Divisor mit
Linienbiindel Ox (D).
Aus der Sequenz
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0—-0x(-D)—=0x ->0p—0

wo D ein effektiver Divisor auf X ist, entnimmt man zunéchst, wie iiblich, die
Beziehung
Ip 2 0x(—D)

Tensorieren mit einem O¢ fiir einen anderen effektiven Divisor C' C X ergibt
(*) 0= Oc(=D) = O¢ = Ocrp — 0

Da nun fiir eine Kurve C' generell 0 — O¢(—W) — O¢ — Oy — 0 mit einem
effektiven Divisor W € Pic C' gilt, hat man die Beziehung

#(W) = deg Oc (W)
Wendet man dies auf (%) an, ergibt sich die Beziehung
#(CND)=C.D=—-degO¢c(—D) = degOc(D)
Nun ist aber weiterhin fir D C X und Op = Ox/Ip
Ip/IH = 0p ®oy Ip = Op(—D)

also degNp = D.D.
Ist nun D eine Kurve auf X, so hat man die Sequenz

0—=79p/T% = 2x®@0p — 2p =0

Ausrechnen von /\2 in der Mitte ergibt

2
(/\QX)®OD:NYD®QD

Ausrechnen von deg auf D ergibt
(x.D) = —(D.D) + (29(D) - 2)

oder auch
29(D)—2=(Kx.D)+ (D.D) = (Kx + D.D)

Beispiel X = Pz
Ist nun X = P2 so ist Kx = Ox(—3). Ein effektiver Divisor D ist durch
Ox(d) mit d = deg D repriisentiert.
Es ist also 2g(D) — 2 = (Ox(d — 3).0x(d)) = d?* — 3d, also
1, 1
g(D) = §(d —3d+2)= i(d —1)(d-2)

eine bekannte, auch elementarer ableitbare Formel.
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1.1.43 Rees-Algebra fiir (ay,...,a,) mit a;,...,a, regulire Folge
Donnerstag 10.10.2019

Es sei (A, m) ein lokaler Ring und ay,...,a, eine regulire Folge in m sowie
J=(a1,...,a,).
Dann definiert die exakte Sequenz

0= K= Alty,....to)] =B L AuJ]= A JoJ?®--- =0
mit y(t;) = ua; ein Ideal K von B.

Proposition 1.1.13. Das Ideal K ist von den Elementen (a;t; — a;t;) € B
erzeugt.

Anmerkung 1.1.1. Wir nennen das von diesen Formen erzeugte Ideal K| .
wenn nur die Variablen ¢; und a; mit j > ¢ beteiligt sind. Es sei K’ = K| _,.

Lemma 1.1.14. Jedes homogene Polynom q4(t1,...,t,) vom Grad d in B
mit der Eigenschaft yq(a1,...,a,) =0 liegt im Ideal K'.

Beweis. Sei zunéchst 91 (t1,...,tn) = bit1 + - - - + bpty linear. Dann folgt, weil der
Koszul-Komplex K (a1, ..., a,) exakt ist, dal man aus bia1+- - -+bpa, = 0 schliefien
kann, daf8 o1 = 3, . gij(ait; — a;ti) oder auch b; =}, gija; mit gi; = —gji. Damit
ist der Beweis fiir ¢ = 11 erbracht.

Es sei nun tg4(t1,...,tn) ein homogenes Polynom vom Grad d in B, das
Ya(ai,...,an) = 0 erfiillt. Wir zerlegen

Ya =110 (tr, ... tn) + 120> (ta, .. tn) + o+ tnd" (tn)

mit deg#’ = d — 1. Indem wir zunichst alles modulo a; A betrachten und damit
die Variable t; aus dem Spiel lassen, ergibt durch Induktion iiber die Anzahl der
Variablen n die Beziehung

t2¢2 e Z wij(ta, ... tn)(ait; — ajti) + Oalta, ..., tn)

2<i<j

mit 64 = a104 € a1Alte, ..., ts] homogen vom Grad d.
Es ist also ~
Ya = t1¢" +arla(ta, ... t,) mod Kb .,

Aus Ya(ai,...,an) = 0 folgt also
a1¢>1(a1, ceesan) + aléd(az, ceyan) =0

also, weil a; kein Nullteiler ist, auch

qﬁl(al, coyan) +04(az,...,an) =0
Wir fithren nun die Zerlegung

Oalta,. .. ta) = > tilg_1(ti, ... tn)
1=2
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ein und erhalten, dafl das homogene Polynom vom Grad d — 1
A (tr,. .. tn) + iaiég,l(ti, .o t) =0 mod (t; = aj)
i=2
ist. Also ist auch
O (t1,. .. tn) + iaiéfi,l(ti, cotn) €KY,
=2

Rechnen wir jetzt immer modulo K}, so folgt

t1¢1 = — Ztlaiéfi,l(ti, Ce ,tn) = —Ztialélii,l(ti, .. .,tn) = —(héd(tz, .. .,tn)
1=2

=2

Also ist R
Yq = tl(bl +a10;=0 mod K’

also 14 € K', was zu zeigen war.

1.1.44 Eigentliche birationale Morphismen erhalten die Dimension
Dienstag 29.10.2019

Proposition 1.1.14. Es sei X ein lokal noethersches, integres Schema und
p: X' — X ein eigentlicher, birationaler Morphismus vom endlichen Typ.

Dann ist dim X = dim X’.

Beweis. Es sei P € X ein abgeschlossener Punkt mit dimOx p = dim X und
Q@ € X' ein maximaler Punkt der Faser Xp. Dann ist Q auch ein abgeschlossener
Punkt in X’. Da Q € X’ maximal in X} ist, gilt die Beziechung

dim OXQQ = dim Ox,p + dimX}((X) = dim OX,P-

Also ist
dim X' > dimOx/ g = dimOx,p = dim X.

Umgekehrt, sei € X’ ein abgeschlossener Punkt mit dimOx/ o = dim X’.
Dann ist p(Q) = P ein abgeschlossener Punkt in X und Q maximal in Xp. Also ist

dim X' = dim Ox/,g =dimOx,p < dimX

Also zusammengenommen dim X = dim X’.

1.1.45 Eine Familie elliptischer Kurven und das eckenlose N-gon
Samstag 28.12.2019

Die Familie F,,
Betrachte die Familie elliptischer Kurven E,,

f=y?+azy— 2> —36ur+ (1 — 3456u) u
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iiber Z[u,1/u,1/(1 — 1728u)].
Fiir sie gilt j(E,) = 1/u. Fiir v = 0 entartet sie zur nodalen Kurve
vV ray—23=0

N

Wir fithren eine Koordinatentransformation v = v*¥ ein und erhalten

g=y*+ay—2* — 360z + (1 - 34560") o7,
eine Familie elliptischer Kurven E, mit einem singulidren Punkt (z,y,v) =

(0,0,0).

Die Aufblasungen

Blasen wir diesen Punkt auf, so fithren wir (in einer Kartenumgebung) die
neuen Koordinaten

T = x10, Yy = Y10, v="
ein. Es entsteht nach Division durch v? aus g die Gleichung
g1 = y% + z1y1 — vxi’ — 360N ey + (1 — 34561}N) N2
Der exzeptionelle Divisor ist (g1 = 0,v = 0), also
yi +xz1y1 =0

Wir benutzen dazu folgende Tatsache: Um die Familie Y = E, im Punkt
P = (x,y,v) = (0,0,0) aufzublasen, blasen wir den Umgebungsraum X =
A (x,y,v) 2Y in P auf und erhalten p : X — X als Aufblasung.

Die Aufblasung ¥ von Y in P ist dann der AbschluB p—1(Y — P) in X.
Damit wird auch der exzeptionelle Divisor von p’ : ¥ — Y als Schnitt dieses
Abschlusses mit p~!(P) erhalten.

Nun ist ¥ = V(g) € Spec(Z[z,y,v]) und eine Karte von X ist U; =
Spec (Z[x1,91,v]). Der Abschlufi von p~1(Y — P) N U; in dieser Karte ist
V(g1) und p~1(P)NU; = {(21,y1,v) | v = 0}. Also ist der exzeptionelle
Divisor von Y — Y gleich g1|,—0 = 1 (21 + 41).

Der einzige singulire Punkt von g¢; ist wieder (z1,y1,v) = (0,0,0). Mit
einer erneuten Aufblasung

1 = T2, Y1 = Y20, V="
ergibt sich nach erneuter Division durch v?
g2 = y% + zoy2 — ”szg’ — 360N 255 + (1 — 34561)N) N4

Allgemein hat man nach ¢ Aufblasungsschritten
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x:xivi7 y:yivi7 v="v
mit ' 4 ,
gi = yf + zy; — vsz — 360N "'x; + (1 — 345611N) N2
Ist N = 2m, so wird nach ¢ = m Aufblasungen Nichtsingularitat erreicht. Der
exzeptionelle Divisor ist dann die nichtsingulére (hyperbelartige) Quadrik

3/72n+$mym+1=0

Ist N = 2m + 1 so ensteht nach i = m + 1 Aufblasungen noch vor der
Division die Kurve

Gm1 = Y02 b a0 P2 PR 360N T g 4 (1 - 345607) 02

2m—+1

Dividiert man durch v , so entsteht

Gmi1 = Ypv + ziyiv + 0" af — 360N T "x; + (1 - 34560™)

mit gm41]v=0 = 1, also leerem exzeptionellen Divisor.

Man hat also im Fall N = 2m ein N-Eck aus projektiven Geraden als
gesamten exzeptionellen Divisor: Die nodale Komponente in der unaufgebla-
senen Kurve, 2(m — 1) Geraden y;(y; +2;) = 0 in den Karteni=1,...,m—1
und eine Quadrik ¥, (ym + m) + 1 = 0 in der m-ten Aufblasungskarte.

Im Fall N = 2m+1 hat die m~+1-te Aufblasung einen leeren exzeptionellen
Divisor, die Aufblasungen i = 1,...,m liefern 2m Geraden y;(y; +2;) = 0 und
die unaufgeblasene Kurve eine nodale Komponente iiber v = 0. Zusammen
auch ein 2m + 1 = N-Eck.

Das Gruppengesetz auf dem totalen exzeptionellen Divisor

Der totale exzeptionelle Divisor ist

EO = ( H ]P)%)/ ~

i€Z/NT

wobei die Relation ()/ ~ die Verklebung im Sinne eines N-Ecks andeuten soll.
Wir wollen untersuchen, wie sich das Gruppengesetz auf den Fasern E, der
urspriinglichen Familie auf den exzeptionellen Divisor Ej iibertrigt.

Wir betrachten wieder die Transformation

(x) == -Ti'Uiv Y1 = yivia v=v

und nehmen als Start einen Punkt P = (z;,0) bzw. Q = (z;, —z;) auf den
exzeptionellen Kurven y; = 0 bzw. y; + 2; = 0. Unter der Transformation ()
fiir sehr kleine v wird P bzw. @ in den ,linearen Bereich“ der nodalen Kubik
y? + zy — 2% = 0 abgebildet.
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Wir nehmen als Approximation fiir z = x;v* und y = 0, —z,;0* die Werte
z und y©, 4D mit g(z,y®,v) = 0 und g(z,y ", v) = 0 sowie

lim y(©) /z = 0, lim Y /2 = —1
v—0

v—0

Ziel ist es den ,,nodalen Parameter*

s=y/(z+y)

fiir die Paare (z,y(®)) und (z,y~") als Entwicklung in v zu bestimmen.
Zunéchst erhalten wir aus der quadratischen Gleichung in y

y? 4+ ay — 23 — 360z + (1 — 34560™ )oY =0

die Werte

y O = —1/2vz+1/2 \/(vi)2 22 + 4v3iz;3 + 144 vN+ig; 41382402 N — 40N

und

y D = —1/20'2;,—1/2 \/(vi)2 ;2 +4v3ix3 + 144 0N +ig; + 1382402 N — 49N

Setzt man die nodalen Parameter

P
y© + z;00
und .
o YT
Yy + zvt

so ergibt sich zunéchst so = 1/s7.
Rechnet man weiter, so ergibt sich fiir w = v*:

—wx; +wri/Awr; +q+ 1
wx; + wri/4dwe; +q+1

mit lim,_,¢ ¢(v) = 0 (aber nur, wenn 2i < N gilt!).
Entwickelt man Zahler und Nenner von s; nach w so entsteht

S1 =

3 4

J,‘iQ T T4
z(s1) = a; (\/q+1—1)w+2 w? -2 —" w4 —" _w?
vatl (¢+1)*? (¢+1)"

a;® 5 @ 610 (w'

fiir den Zahler und



72 1 Algebra und Geometrie

-’L'iQ xi?’ xi4
n(s1) = ; (\/61—|—71+1)w+27w2—27w3+47w4
q+1 (q+1)3/2 (q+1)5/2
.'L'i5 5 miG 6 O 7 4
- 10 (q+1)7/2w +28mw +0 (w")) (1.194)

fiir den Nenner.
Division und Beachtung von ¢(v) — 0 mit v — 0 ergibt eine Entwicklung

51(v) =zt + O(v™h)

und damit auch ‘ ‘
so(v) = 1/~  + O(v™ )

Wenn wir also jetzt die Punkte (z;,0) auf der N-Ecks-Seite y; = 0 und
(xj,0) auf der N-Ecks-Seite y; = 0 nach dem fortgesetzten Gruppengesetz
von E, addieren wollen, so miissen wir die nodalen Entwicklungen s;(z;) =
z;v' + O und s1(z;) = x;07 + O(v/*1) miteinander multiplizieren und
erhalten

(zs0" +-~-)(xjvj +) = (wixjv”j )

Wir erhalten also als Summe das Produkt z;x; auf der N-Ecks-Seite y;4; = 0.
Dies gilt zuniichst einmal nur fiir 4,5 > 0 und 2(i + j) < N oder i,5 < 0
und —2(i+j) < N.
Das angestrebte Gruppengesetz ist nun allgemein:

(PY)i x (P); = (P)iy;
(Pi(zi), Pi(x5)) = (Pi(xi) © Pj(x;)) = Piyj(®iys) = Piyj(@izy)  (1.195)

Dabei ist (P!); die Kante y; = 0 fiir i = 1,...,m und (P')y_; = (P)_; die
Kante y; + x; = 0 fir ¢ = 1,...,m. Die nodale Kurve im unaufgeblasenen
Ev:O ist (Pl)o.

Der Punkt P;(x) ist (x,0) fiir die Kanten y; = 0 fiir ¢ = 1,...,m und der
Punkt P_;(x) ist (1/z,—1/z) fiir die Kante y; +2; =0und i =1,...,m.

(Dies ist der Fall N = 2m + 1. Im Fall N = 2m l4uft ¢ von 1 bis m — 1
und (P1),, ist die hyperbelartige Quadrik in der m-ten Aufblasungskarte. Fiir
diesen Fall miissten wir unsere obigen Uberlegungen zur Ubertragung des
Gruppengesetzes von E, auf Ey noch erweitern.)

Um das Gruppengesetz (1.195) fiir allgemeine 4, j € Z/NZ zu bestétigen
sind verschiedene Fallunterscheidungen nétig, von denen hier eine skizziert
sei:

Wir betrachten den Fall 1 < 4,5 < N/2 und N/2 <i+j < N. Es ist dann
i+j=—(N—-(i+j)) mod N. Wir miissen also zeigen, da8 fiir zwei Punkte

Pi = ($1,0)7 Pj = ($2,0)

in der i-ten und j-ten Kante y; = 0 und y; = 0 die Summe gleich
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Py = (1/(z122), —1/(z122))
in der k-ten Kante yj, + 2 = 0 mit k = (N — (i + 7)) ist.

Die Bilder von P; und P; in der O-ten Basiskartenumgebung werden an-
gendhert durch
PZI = (Ilvi7yia ’U) = (x;7yia U)a P]/ = (IQUjvyj7v) = (x;,yj,v)

wobei y; und y; so gewihlt sind, da8 g(z},y;,v) = 0 und g(7,y;,v) = 0 gilt
und limy, 0 (y:/7;) = 0 sowie lim,o(y;/2}) = 0 erfiillt ist.
Wir bilden dann die Summe

Qi(v) = P} © P} = (23(v), ys(v), v)

nach dem Gruppengesetz in der elliptischen Kurve F, und ermitteln den no-
dalen Parameter

5(Q)) = y3/(ys + x3)(v)

Als Vergleichspunkt nehmen wir das Bild von Py in der 0-ten Basiskartenum-
gebung, angenahert durch

Plé = (1/($1$2)Uk»ykvv) = (x;cvykhv)

mit g(«}, yx,v) = 0 und lim, oy /z) = —1.
Auch fiir diesen ermitteln wir den nodalen Parameter

5(Pr) = yk/(yx + x3)(v)

Es geniigt nun zu zeigen, dafl im Grenzfall v — 0 gilt
. ’ A
31_%5(621{)/5(1316) =1

Um dies iibersichtlich rechnen zu konnen, fithren wir die Groflen w = v°,

w; = v/ und wy = v ein, und substituieren diese in den entsprechenden
obigen Ausdriicken. Wir schreiben also
P} = (z1w,yi(w, w2)), P = (zaw1, y; (w1, wa)),

Pl = (—2

m,yk(w,wl,w2))

Bildet man nun den Quotienten v = s(Q}.)/s(Py)(w, w1, ws), so berechnet

man zuerst lim,,_,gy und substituiert dann w; = 0. Es entsteht v = 1, womit
der Beweis erbracht ist.

1.1.46 Partialbruchzerlegung des Kotangens Sonntag 19.01.2020

Proposition 1.1.15. FEs gilt

- k

m=—0oo
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Beweis. Wir benutzen die Fourierentwicklung von cos(kz) iiber dem Inter-
vall [—7, 7] in eine Reihe mit der allgemeinen Beziehung fiir eine gerade Funktion

(f(w) = f(-w)):

oo

2f(z)= 3 cos(ms) ( /_ 7; Fw) cos(mw)dw)

m=—0oQ0
Konkret entsteht

i (/" (cos(mw) cos(kw)) dw) cos(mz) = 2w cos(kz)

m=—oo -r

Wir rechnen aus, daf fiir jedes m, auch m = 0, gilt:

am:/ﬁ _ 2sin(rk)(=1)"k

cos(mw) cos(kw)dw

- k2 —m?2
Es ist also _
27 cos(kz) = Z QSm(ﬂ'k)]E;I) l;cos(mz)
—-m

Wir setzen z = m und benutzen cos(mn) = (—1)™. Es entsteht die gesuchte Formel

- k
™ COt(ﬂ'k) = Z m

m=—0oQ

1.1.47 Ideen zur Casas-Alvero-Vermutung Samstag 25.01.2020

Man beginne mit dem Polynom

f=a"+ax"  +ade" 2+ +a Tl

und setze m = n — 1. Die Potenzen der a; sind so gewéhlt, daf} f in den
ZT,a1,...,0, homogen vom Grad n ist.
Wir benutzen die Hasse-Ableitung

1 d

LTl da

und bilden die Resultanten

g1 = resg(f, 0m f) (1.197)
g2 = resg(f, 0m—1f) (1.198)
(1.199)
g = xes,(f,511) (1.200)

Wir wollen zeigen, da8 das Ideal I, = (¢1,...,9-) Polynome p1,pa,...,p,

in den ay,...,a,, enthilt, die als Leitmonom jeweils a]fl,agz, R affT haben,

wenn man die Monomordnung gradlex mit a; > as > -+ > a,, wahlt.
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Nun ist zunéchst d,, f = nx + a1, so da die Bildung von g1 = res,(f, om f)
auf das Einsetzen © = —a;/n in f hinauslduft. Wir kénnen also

P1=0g1

setzen.
Als néchstes eliminieren wir dann in go die Variable a; durch Resultan-
tenbildung mit p; und erhalten p,

P2 = Tesq, (P1, 92)

Im dritten Schritt eliminieren wir mit ps = res,, (p1, g3) die Variable a; aus
gs und dann mit

D3 = TI€Sq, (P27P/3) = I'€Sq, (pz, IeSq, (P17g3))

um p3 zu erhalten.
Im Allgemeinen ist

pbj = resajfl(pj*hresajfz(pj*% T, ICS8q, (plhgj) T ))

Wir miissen uns iiberzeugen, daf p; wirklich die Form

pi =+ a4

hat, wobei 1), homogene Polynome in den a;1,...,a,, sind, so da8 p; selbst
homogen vom Grad k; ist.

Wir betrachten als Beispiel den Induktionsschritt von 2 nach 3. Es mogen
also p; und py bereits die erwiinschte Form haben. Wir nehmen fiir die weitere
Rechnung immer wieder an, dafl

ag=a5=+--=a;, =0

ist, und beachten, daf} die Bilder der gebildeten Resultanten unter dieser Sub-
stitution gleich den Resultanten der Polynome, die dieser Substitution unter-
worfen wurden, sind. Wir bezeichnen die substituierten Polynome mit einer
dariibergestellten Tilde, also g; und p; usw.

Es ist also ps, ein Polynom aus dem a; und as eliminiert wurde, ein Poly-
nom in a3 allein. Wiirde nun p3 = res,, (p2, resq, (p1, g3)) die Variable a3 nicht
in reiner Potenz enthalten, sondern nur in Verbindungen a}aj - - - aZ,, so wire
p3 = 0.

Daraus folgte aber

0 = pP3 = resa, (P2, resq, (P1, G3))

Wir haben so nur das substituierte Polynom f = 2" + a;x" !+ ada" % +

ajx™ 3 seine Ableitungen und die J;, P;j zu betrachten. Das weitere Vorgehen

ist aber unklar.
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1.1.48 Berechnung von Spektralsequenzen iiber Auflésungen und
lange exakte Sequenzen Mittwoch 29.01.2020

Wir fithren die Berechnung der Spektralsequenz
HP (X, Ext?(F,W)) = Ext?T(F, W)

auf lange exakte Sequenzen fiir die Funktoren Ext?(—, W) und HP(X,—)
zuriick.
Zur Abkiirzung schreiben wir

Ext?(A) = ExtI(A, W)
Hom(A) = Hom(A, W)
HP(X,A) = H?(A)

Wir wihlen eine Auflésung von F mit lokal freien £;, die dann fiir Ext?(—)
azyklisch sind.
o= Lo > L1 =Ly =T =0

Eine Zerlegung in kurze exakte Sequenzen ergibt:

0261 —=>Lo—=TF—=0 Go=7
0—-9—>L;—G,—0

0_>9j+1_>£’j_>9j_>0

Wir entnehmen dieser Zerlegung zunéchst die Reduktionsgleichung fiir g > 2
Ext?™ (G 11) = Ext9(G;) (1.201)

Anschlieflend betrachten wir den Anfang der langen exakten Sequenzen fiir
Hom(—)

0— fHom(Sj) — fHom(Lj) — f]-fom(9j+1) —
— &xt!(G;) — 0= &xt'(L;) (1.202)

Wieder zerlegen wir in kurze exakte Sequenzen

0 — Hom(G;) — Hom(L;) —A; —0 (1.203)
-
und
0 —A; — Hom(Gj41) —> ext(9;) —=0 (1.204)
~ <

~ —~
~ —
~ —_

[e3
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Die gestrichelten Pfeile «, 3,7 sind Abkiirzungen fiir die Abbildungen aus
den langen exakten Sequenzen fiir HP(—) angewandt auf die obigen kurzen
exakten Sequenzen. Sie stehen genauer fiir

o AP = HP(Ext!(G;)) — HPTY(A;) = BPT1Y (1.205)
B:BPI = HP(A;) — HPT (Hom(G;)) = CPHHI (1.206)
v CPITY = HP(Hom(S;11)) — HP(Ext'(G;)) = AP (1.207)

Die Berechnung von d5?
Damit, konstruieren wir jetzt d5? : EY? — EET297' Es ist ndmlich
E% = HP(Ext?(F)) = HP(Ext?(Go)) = HP(Ext™(G1)) = - --
— HP(Ext!(Gy1)) & HP M (Ag-1) & HPF?(Fom(G,-1)) L
% B et} (Gy-2) = o = HP (x0T (G0)) =
HPP2(ext?H(F)) = EET>771 (1.208)

Dies gilt fiir ¢ > 2. Ist ¢ = 1, so haben wir

EPY = HP(Ext(S0)) & HP L (Ag) 2>
£ HY¥2(3tom(S0)) = HP*?(3om () = ELH - (1.200)

Die Berechnung von d%?
Die Berechnung von d5? geht dann wie folgt: Die Abbildung d5? ist auf ker db?
definiert. Wir zerlegen die oben konstruierte Abbildung d5? wie folgt
EPY = HP(Ext(F)) L HPY2(Hom(Gy1)) L
2y HPP2(Ext'(G,_2)) = HPF2(Ext? 1 (F)) = EET>771 (1.210)
Dafl db%(x) = 0 ist, bedeutet v(¢)(x)) = 0, also, dal das Bild der Abbildung
Y : kerdb? — HP2(Hom(G,-1))

im Bild von HP*?(A, o) — HPT2?(Hom(G,—1)) aus der langen exakten Se-
quenz zur kurzen exakten Sequenz (1.204) liegt. Es ist also in HPT2(A,_2) bis
auf ein Element aus HP! (Ext'(G,_2)) definiert. Wir kénnen also auf ¢(z) = y
noch v o § anwenden

HP2(Ay_5) 5 HP¥(Hom(G,—2))
2 HPP (Ext!(9,5)) = HP P (Ext?™2(F)) = BF72 (1.211)
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Wenn jetzt y € HPH(Ext' (G, 2)) liegt, so ist es wegen
P (Ext!(G,2) = HPHL(Ext?)(F)) = BEH107)

auch in E§+1’q71. Wendet man dann yo S auf a(y) an, so entsteht ein Element

von
1,q—1 1,g—1 3,q—2
d127+ q (Eg-‘r q )§E§+ q9=2
Damit ist die Verlangerung von 1 mit v o 8 wohldefiniert, denn das Bild soll
jain
E§7+3,q72 C E§+3,q72/d12)+1,q71(Eéﬂrl,qfl)

landen.
Bezeichnet man also das Suchen eines Urbilds von 1 (x) unter

HP*2(Ag—2) — HP*?(Hom(Gy-1))
mit dem Symbol 65, so kann man
dgq :730/830920’1][}2 :fygoﬂgoﬁgoﬂloozl

abkiirzen, wobei wir 1, fiir das obige 1 geschrieben haben und auch fiir die
anderen Abbildungen zur Kennzeichnung Indizes vergeben haben.

Die Berechnung von dP9
Wir haben also:
. - 0 _ 3.q—
7 : EDY = kerdy?/imd5 > 5 4 % B 28, p By optda2 3y pridac?

und wollen nun versuchen, induktiv aus d,. die Abbildung d,; zu konstruie-
rem.
Es ist
dyy1 : kerd,/imd, — kerd,/imd,

Wir betrachten die Abbildung
(+) drv:EP— A% 2. 20 g B optramril Ory prtrg-rtl

mit 7 — 1 auftretenden Moduln B. Da8 ein Element = € ker d?? im Kern von
dP? liegt, heifit, dal dP?(x) im Bild von

+1,g—1 . ppt+l,g—1 +rg—r+1
d T BT = BT
liegt, also im Bild der Abbildungsfolge
_ 0 0 " _
Efirll’q L w45 B _B> _’8> B ﬁ) Cptrg—r+l ot Efj{“aq r+1

mit 7 — 2 auftretenden Moduln B und v, = ~, = P47 +1
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Es ist also
d(x) = v (2) = yr-1(2).

Also ist y(z — 2’) = 0 und man findet ein b € BPT™4~" mit
BT (h) = 2 — 2.

Wir gehen dann mit fyfi'{""l’q_r(ﬁ(b)) weiter in APFTrHla—r=1 Efi;“’q_T.
Anders gesagt: Wir konnen also die Folge (x) am Ende um ~,.3 kiirzen und
mit

0 . B
9. g B, o I+ Efilr+1,q r
verlangern. Dies ergibt die gesuchte Folge
0 0 . B
dfilEfil—)AiBiiBgcmrl Efi—;—i—l,qr

mit r auftretenden Moduln B.

Implementationsfragen

Anmerkung 1.1.6. Wir bemerken, daff es Untermoduln Y,?4 C ZP? C E}? gibt,
so dafl EPY = ZP1/YP? ist. Anders gesagt: EP? ist ein Subquotient von ER?.

Es sei EP? durch eine Abbildung eines freien Moduls XP?¢
qu (bfq} qu
gegeben, so dafl
im ¢P? = ZP1 — EP? = kerdP? | /imdP_[THITTT2 0

ist. Ist das korrekt?
Weiterhin seien d?? bis zu einem gewissen r schon als Abbildungen

Cpq _ Xp+r,qfw“+1 _ 1
Pq . YPq 2T p+r,g—r+1 L p+r,q—r+
dPl: XP1 27 O E}

gegeben, so da8 x2+"9="+1 durch im ¢2+t™9="+1 faktorisiert.

Anmerkung 1.1.7. Wir starten also mit dP4 : EP4 — EP+T™4-7+1 ynd verlingern
als

i —r+1 —r+1 —r+1
qu N qu/yrpq N Z;H—T,q r+ /yrp-&-r,q r+1 _ E7y+r,q r+1
Uber die Abbildung Zp*matr—1 5 gr+ra—r+l . ( liften wir das zu

Pq p+r,q+r—1 p+r,q—r+1
XP9 5 77 C E? .
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Anmerkung 1.1.8. Die Abbildung x?¢ : CP% — ED'? ist die Komposition

CPa ﬂ) APa—1 o~ ER1
mit der offensichtlichen Isomorphie
APL = [P (Ext(G,-1)) = HP(Ext?(Go)) = EH?
Es ist ja nun
EP?, =kerd??/imd?~ "t
und z € ker d?? wenn

EDTraTrtl 5 qpa(g) = dPTH N (2) € imdP e

ist. (Man beachte, daf§ wir links Eéﬂrr’q*rﬂ geschrieben haben, indem unsere
Abbildung d?? immer in E5? enden soll.)
Wir wéhlen daher jetzt X, als Erzeuger des Urbilds des Bildes von

p+1,g—1 . ypt+lg—1 p+7,q—r+1
d. "] X0 — E,
unter
dra . XP9 — phTTaTTHL
Es ist also 77, (X){,) € XP? mit einer geeigneten Abbildung 727, : X, —
Xr,
Es sei nun z € XY, einer der freien Erzeuger, also
i — JPa (1 — gPtLa=1.
AP (m)4 4 (2)) = dP (") = &2 (2)
mit ' € X297 Also

1 1,q—1
ARG @) = T )

Mit z = ¢P4(2”) und 2’ = P97 (&) ist
,Yp+r,q7r+1(z _ z/) =0
also gibt es ein b mit
z—2 =be BPtma
Wir bilden ¢ = P47 (b) € CPT"+1:47" und konstruieren so

T+1 qu N Cp-l—r—&-l,q—T.

Die Abbildung Xfi{“’q_r c optrtla=r _y pPErHLatT o]t direkt aus

+r+l,g—r . +r+1,q—r +r+1,g—r—1 ~ pp+r+l,g—r
APl optrtlasr _y gptriler—l o g .

Es ist d’%,(z) = ¢/ € EYT""7" wobei ¢ im Bild von XP[{THTT
E§+r+1,q T hegt.
Es ist ndmlich sogar d?T"+1:4="(¢’) = 0. Wir haben ja

ptr4l,g—r—1
(**) d£+r+l,q—r . Xf—i—r—&-l,q—r N Ap+r+1,q—r—1 a_) Bp+r+2,q—r—1 S
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Anmerkung 1.1.9. Man erschliefit induktiv iiber  aus der obigen Konstruktion
von dP%, aus dr?, daf d?? immer mit einer Sequenz

a?vq—

1
dPl: XP1 — R APt &y pptlatl

wie oben anfingt. Fiir r = 2 steht das bei der Konstruktion von d5?.

Es ist also mit b € BP9~ von oben

d£+r+l,q—r(,Yp—i—r—&-l,q—r(ﬁp—l-r,q—r(b))) _
= ... (ap+7"+17q—7‘—1(7P+T+1,q—7‘(5P+T,q—r(b)))

Es ist aber
ap+r+1,qfrfl,yp+r+1,qfr =0

aus der langen exakten Sequenz zu (1.204).
Wir haben so

Paq
4

Pq p+r+l,q—r p+r+1l,q—r
Xoi — X0 — Ej
konstruiert, mit
¢p+r+1,q—1“d‘pq _ . ptr+l,g—r ~pq
r+1 r+1 = Xr+1 r+1

1.1.49 Computing the cohomology of coherent sheaves on P
Montag, 03.02.2020

Let X =P’ be projective space over a noetherian ring A. Then
F— H"(X,9)

is a covariant right exact functor on the category of coherent sheaves on X
because all H(X,J) for i > n vanish as X can be covered by n + 1 open
affines.

Now call G,,(F) = H"P(X, 7). I claim that (G)) is a universal §-functor
associated to Go(—) = H™(X, —).

For this, first read the long exact sequence in cohomology associated to
0—3F —F— F’" — 0 backwards, that is

0— H'(X,9) - H(X,9) - H*(X,F") —
- HY(X,7) = - —
— H"(X,¥)— H"(X,F) - H"(X,5") = 0 (1.212)

from right to left.
Furthermore Gy, is effaceable, because for J coherent, a surjection
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@Ox )—>F =0

exists with d; > 0. But it is
Gp(Ox(—=di)) = H""P(X,0x(—d;)) =0

for p > 0 because d; > 0.
So
M= @OX )—=>F—0

is an effacement of F.
Now call S = A[Xy,...,X,] so that X = proj (S)

Remark 1.1.10. It F = M for a finitely generated S-module M there is always
a surjection @, S(—d;) — M’ — 0 with d; > 0 where M’ = M, = M, ®
M, 41 @ --- is the truncation of M at a certain positive degree 7.

It is then too F = M = M.

Now find for F a sequence of sheaves N; = B, Ox(—d;;) with exact se-
quences

where ¥ = B_1 and B; = Z;.
This sequence can be constructed iteratively: If Z;, = B; is already known,
one chooses a surjection with d;y; ; >0

1+1 @ OX l+1 j - B; —0 (1.214)

with kernel ZiJrl = Bi+1.

Remark 1.1.11. If we have a sequence
0—)ZH_1—>NH_1 @S H—lj —)N @S )
J

with d;y1,; > 0 and a surjection

@ S z+2 j z+2 — Zz+1 —0

then automatically d;y2; > 0. This follows from Homg(S(—d), S(—e)) = 0
for d < e.

So it is only necessary to truncate the module M in the beginning, after-
wards the —d; ; will be automatically less than zero.
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Together one has
Ny Ny == Ny >Ny > Ng = F =0 (1.215)

with N; = @j Ox(fdlj) and dij > 0.
This is a complex over J with sheaves N; that are acyclic for G,. So we
can compute G, by applying G to this complex and taking homology:

H"P(X,F) = Gp(F) = hy(Go(Na)) (1.216)

But Go(N;) = H"(X,N;) = @, H" (X, Ox(—d;;)) is a free, finitely-generated
A-module which can be explicitly computed (if one can compute in A and S5).
So hP(Go(Ne)) can be computed concretely as a finitely presented A-
module:
Because of Serre-duality on X and beacuse N; is a sum of Ox(—d;;) we
have
H™(X,N;) = Homo, (N;, Ox(—n — 1))V

and so

H"(X,N;) = Hom (Homg, (N;, Ox(—n —1)),A) =
= Homy (Homg(N;, S(—n — 1))o, A) = F;  (1.217)

so that
H" ™ ?(X,5) = hy(Hom 4 (Homg(N,, S(—n — 1))o, 4)) (1.218)

The maps d; : F; — F;_, are functorially associated to N; — N;_1 by the
functor
W +— Hom 4 (Homg (W, S(—n — 1))o, A)

So H" P(X,J) for F = M with M a finitely generated S-module is con-
cretely computable.
The following is a short Macaulay2 script to do this computation:

-- computation of a complex
-- which computes the sheaf cohomology H"i(X,M™) for
-- a given module M over X = proj k[x_1,\ldots,x_n] = P"{n-1}_k

compCoh = {truncdeg => 1} >> opts -> (moM) ->

-- moM is a finite module over the ring S=A[x_1,...,x_n]

(
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S:= ring moM;

A:= coefficientRing S;

n := numgens S;

nl :=n - 1;

moMt := truncate(opts.truncdeg, moM) ;

C := presX(moMt, n + 3);
--C := res moMt;

C1 := Hom(C, S~{-n});
Dlis := dualzeroComplex(-n-1, 0, C1);

D := chainComplex(Dlis);

-- compute a free resolution of moM with S(-d_{i,1}) + .. + S(-d_{i,j_i}) terms

presX = (moM, k) —->

(
moN := moM;
philis := {};
moN = prune moN;
i :=0;
phi := presentation moN;

degs := degrees target phi;
philis = append(philis, phi);
moN = ker phi;
while (((prune moN) != 0) and (i <= k)) do
(
phi = presentation moN;
psi := gens moN;
philis = append(philis, psi);
philis = append(philis, phi);
moN = ker phi;
i=1i+1;

)
D := chainComplex(philis);
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return D;

)

dualzeroComplex = (a, b, C) ->

(
S := ring C;
A := coefficientRing S;
Dlis := reverse for i from a to b list
transpose lift(matrix basis(0, C.dd_(i)), A);
Dlis
)
1.1.50 Quasi-endliche Abbildungen. Sonntag 19.04.2020

Wir zeigen, dafl jede quasi-endliche, eigentliche Abbildung schon affin und
ganz, also endlich ist:

Proposition 1.1.16. Es sei f : X — Y ein eigentlicher Morphismus mit
endlichen Fasern. Dann ist f endlich.

Beweis. Da f eigentlich ist, ist fiir jedes y € Y und jede kohdrente Garbe F auf X:
(R?£.9),” 5 lim H (X ™, 9)

Also RPf,F = 0 fiir p > 0, denn X" = X xy Oy, /m? ist nulldimensional, weil
f~(y) = X, ein nulldimensionales Schema iiber k(y) fiir alle y € YV ist.

Wir betrachten jetzt die eigentliche Abbildung f' : U — V mit V C Y offen,
affin und U = f~*(V), die durch Einschréankung von f auf U entsteht. Weiter sei F
eine kohdrente Garbe auf U.

Wir haben die Leray-Spektralsequenz

H?(V,Rf\F) = H* (U, F)

Nach der Eingangsbemerkung ist nun immer RYf,F = 0 fiir ¢ > 0. Weiterhin ist
HP(V, f.F) = 0 fiir p > 0, denn f.J ist kohsirent und V affin. Also ist H' (U, ) = 0
als Grenzwert der Spektralsequenz und damit U nach dem iiblichen kohomologischen
Kriterium affin.

Somit ist f eine affine Abbildung und mit dem f’ : U — V von oben ist
U = Spec(B), V = Spec(A) und f’ eigentlich. Also ist f.Oy ein kohérenter Oy —
Modul (Kohé#renz der hoheren direkten Bildgarben unter eigentlichen Morphismen)
oder, anders gesagt, B ein endlich erzeugter A—Modul. Also ist f ein endlicher Mor-
phismus, wie behauptet.
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1.1.51 Eine Integralformel fiir Modulformen und
Modulfunktionen. Dienstag, 12.05.2020

Eine Modulform kann als Differentialausdruck f(z)dz* aufgefaB8t werden, der

unter der Transformation
az+b

cz+d

(‘c’ Z) € SLa(Z) = T

in f(w)dw* iibergeht. Wir rechnen aus

mit

_alcz+d) —claz+b) 1
dw = (cz +d)?  (cz+d)? dz

Also ergibt sich aus der Gleichheit f(2)dz* = f(w)dw* die Beziehung

az+b
cz+d

F(2)(cz +d)** = f( ) (1.219)

Eine Funktion auf der oberen Halbebene
H={zecC]|S3(z) >0},

die die Beziehung (1.219) fiir alle (¢ %) € I' erfiillt, heit modulare Funktion
vom Gewicht 2k.

Fiir die Transformationen z — gjis =v(z),v € I' bildet die Menge

1 1
E={zecH| —3 <R(2) < 3 |z]= 1, |z|> 1 fir R(z) > 0}

einen Fundamentalbereich.

Da eine modulare Funktion immer f(z) = f(z + 1) erfiillt, kann man sie
in eine Potenzreihe f(q) = > ,c, a;q" mit ¢ = exp(27iz) entwickeln. Ist f
meromorph fiir ¢ = 0, so heifit f meromorph in der Spitze co.

Es sei nun v,,(f) = m fiir eine meromorphe Funktion, die sich um z in
der Form

f(2) = am(z — 20)™ + @my1(z — 20)" T + -+

entwickeln 148t. Dies ist dquivalent zu

! )
Mt ) T "

Es ergibt sich dann fiir eine meromorphe modulare Funktion f(z) die Bezie-
hung

2k = 1vi(f) +

1
12 2

D+ Y nD+uel)  (1220)

274,p,00
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wobei z eine Teilmenge von Punkten von E durchliuft, so dafl jeder Punkt
von H &dquivalent unter I" entweder zu ¢, p oder zu einem z ist.

Dabei ist p der Schnitt von R(z) = —% und dem Einheitskreis, also p* = 1
die primitive dritte Einheitswurzel mit p € H.

Um die Formel (1.220) zu beweisen, integrieren wir %dz iiber eine be-

stimmte Kontur a:
Diese lduft von Punkt P mit ®(P) = —3 und sehr grofiem (P) nach p auf der
Geraden mit konstantem Realteil —1. Lediglich fiir Pole oder Nullstellen z] von f

mit R(z]) = —1/2 wird ein kleiner Haflbkreis durchlaufen, der von z; + €i nach 2] — ei
gegen den Uhrzeigersinn lauft.

Als néchstes wird der Einheitskreis von p bis p+1 = —1/p = exp(27i/6) durch-
laufen.

Dabei wird wieder um jedes z;-, fiir das f eine Null- oder Polstelle hat, ein
kleiner nach auflen vorspringender Halbkreis gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen,
falls §R( 7) < 0ist. Ist 27 = —1/z'j das zugehérige Bild von z; mit R(z}) > 0, so
wird z / mit einem nach innen einspringenden kleinen Halbkreis umgangen.

Weiter wird p durch einen kleinen Kreisbogen vom Offnungswinkel 60°, der auf
dem Geradensegment Pp beginnt und auf dem Einheitskreis endet, ausgespart. Ein
ebensolcher Kreisbogen, der auf dem Einheitskreis beginnt und auf $(z) = % endet,
spart —1/p aus. Schliefflich wird ¢ noch von einem kleinen Kreis mit Offnungswinkel
180° umgangen, der auf dem Einheitskreis beginnt und endet und durch F fiihrt.

Das dritte Stiick von a lduft von —1/p nach Q = P + 1 wobei jedes 2] + 1, mit
den z; von oben, durch einen nach links einspringenden Halbkreis von 2z} — €i nach
2 + €i, der im Uhrzeigersinn durchlaufen wird, umgangen wird.

Das letzte Stiick von « ist der Geradenabschnitt von @ nach P durch den Fun-
damentalbereich E.

Es ist offensichtlich, daf} die Beziehung

HOF. 3 u(f) (1.221)

i Jo f2) T 22

gilt.
Nennt man f3,, 8,41, B; die kleinen Ausweichkreisbogen in der obigen Kon-
tur, aber mit gegenldufigem Durchlaufungssinn, so ist

f'(z) 1
i /s, F(2) dz = =v,(f) (1.222)
1 f'(2) 1 1
omi /3+1 7(2) dz = =vp11(f) = £v,(f) (1.223)
10, 1,
ami Jy, 7o) = 200 (1.224)

Die gebrochenen Vorfaktoren vor v;(f) und v,(f) ergeben sich aus den
Winkelanteilen der Umgehungskreise fiir ¢ und pr~ —1 /p = p+1 am Vollkreis.

180° _ 1 0° _ 1
Bei 7 also 3600 = und bei p,p+1 dann & 3600 = 6.
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Zieht man jetzt noch den Weg (., von oo nach P nach @ nach oo hinzu,
der die Beziehung
1 f'(2)

2mi Jg_, f(z)

erfiillt, so hat man die Beziehung

dz = voo (f)

1 1
1= Suf) + 50N+ 3 ) +vsclf)
2#4,p
wobei I das Integral von % dz nur noch iiber den Einheitskreis von p nach

—1/p zu nehmen ist, wobei die durch Kreisbégen von verschwindendem Radius
e umgangenen Stiicke des Einheitskreises auszulassen sind.

Alle anderen Stiicke heben sich nédmlich wegen f(z) = f(z + 1) weg oder
werden (nédmlich PQ, 5,, B,+1, Bi) zweimal in verschiedener Richtung durch-
laufen.

Bei den oben z} genannten Null- oder Polstellen auf dem Einheitskreis heben
sich die Integrale iiber die beiden Halbkreise der paarweise auftretenden zj, z; im
Grenzfall immer kleinerer Kreisradien zu Null weg. Man erkennt dies durch die im
Vorgriff zu unten genannte Transformation

!
@), 2

f'(w)
— dw + dw
f(2) w fw)
unter z = —1/w.
Wir schreiben also fiir dieses Integral jetzt (unter stillschweigender Aus-
lassung der oben erwihnten, symmetrisch zu i liegenden e-Kreisbogen):

$=90° p/ $=60° ¢/
_ f'(2) 1 G T
2mi Jy—1200 f(2) 2mi Jy—goo  f(2)
Unterwerfen wir das Integral A der Substitution z = *i’ so entsteht
O ) (]
- [ )
$=60° f(—a) w
Wir nutzen die Beziehung
1 .
F==) = w f(w) (1.225)
aus der durch Differentiation auch
1.1
f’(—;)ﬁ = 2kw?* 7 f(w) + w? f' (w) (1.226)

also i
P = 24 () + 0?52 ) (1.227)
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entsteht.
Es ist also
f'(2) f(=%) < 1 )
dz = Yol —d(—) | =
o) = ey T
_ 2kw2k+1f(w) +w2k+2f/(w)id _
- w%f(w) w? w=
2k f'(w)
— dw + d 1.228
Py @ 12%8)
Damit ergibt sich
LY LS R S L (P
- 21 $=60° w v 271 $=60° f(u)) - 12
Also ok ok

wie behauptet.

1.1.52 Eine Casas-Alvero-Idee. Freitag, 22.05.2020

Es sei
fl)=2"4+az" '+ Fanx

mit m =n — 1 ein Polynom vom Grad n.

Es seien F; = f(x;) und G; = d' f(z;) die Casas-Alvero-Polynome mit
_1a
Tl dat’

3

der Hasse-Ableitung.
Wir modifizieren die GG; durch Einfithrung eines u € Z im fithrenden Term

u(n>x” oot an = Gilu) (1.229)

2

Es sei der Ring
R=Zx1,...,Zm,a1,...,0n0]

und sein Ideal
Iu = (Fl, ey Fm7 Gl(u), sy Gm(u))

ist quasihomogen. Weiter sei A, = R/I,, eine Z-Algebra.
Sie definiert ein eigentliches Schema

V. = proj (Ay)
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iiber Spec (Z).

Wir wollen zeigen, dafl das nichtdeformierte Schema V; keine Punkte be-
sitzt.

Angenommen, es gibt ein nichttrivales Casas-Alvero-Polynom f(z). Dann
hat man eine nichttriviale Lésung von I3, also einen Punkt von V;/Z iiber
Spec (Q).

Da V3 /Z eigentlich ist, ist das Bild seiner Punkte in Spec (Z) abgeschlossen,
enthilt also dann den Abschlufl des generischen Punktes und ist mit Spec (Z)
identisch.

Es ist also die Faser V; xz [F fiir jede Primzahl ¢ nicht leer, man hat also
Losungen von I; in Charakteristik q.

Wir kénnen nun annehmen, daf§ A, ®z Z[1/N] eine flache Z[1/N]-Algebra
fiir ein geeignetes N > 0 ist (Generic-Freeness-Lemma). Damit ist dann auch
Vi xz Z[1/N] ein flaches Z[1/N] Schema. Denn die homogenen Komponenten
(A1)q von (Ap) sind direkte Summanden eines flachen Z[1/N]-Moduls, also
selbst flach. Also ist Oy, eine flache Modulgarbe tiber Z[1/N].

Es gibt also ein ¢ € Z, prim, so dal V1 x Z, ein flaches Z4)-Schema ist
(wobei Z4) die Lokalisierung am Primideal ¢ ist).

Dies ist dquivalent zu A; ®z Z, ist flach tiber Z, (wobei Z, die g-adischen
ganzen Zahlen sind.

Nun kommt die kritische Behauptung: W&hlt man v von der Form u =
wq® +1, so ist A, ® F, = A; ® F; und ich behaupte, da8 nicht nur 4; ® Z,
flach iiber Z, ist, sondern auch bei gentigender Néhe von u und 1, also e > 0
auch A, ® Z, flach iiber Z,.

Damit wére dann auch A, ®z Z, flach iiber Z ).

Wir notieren erstmal fiir jeden DVR

Lemma 1.1.15. Es sei (B, (7)) ein diskreter Bewertungsring und M ein B-
Modul.

Dann ist dquivalent

a) M ist flacher B-Modul.

b) Die Sequenz 0 — M = M ist injektiv.

¢) Tor? (M, kp) = 0.

d) B ist flacher E-Modul, wo B die m-adische Komplettierung von B ist.

Um die Flachheit von A, zu zeigen, wiirde es geniigen
I ®zF,=1,®zF,
zu beweisen, denn es ist exakt:
0 — Tor? (A, ®z B,F,) = I, ®,F, - R, F, = A, @, F, = 0

(fiir B = Zq oder B = Zg))-
Man betrachte eine Auflésung
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Qu=(F1,...;Frm,G1(u),...,Gm

Rm ey g2m s I, 0

Es ist @1 = @, mod gq. Zu zeigen wire P, = P, mod gq. Man braucht also
Kontrolle iiber die Syzygien

ARy + -+ ApFp + BiGi(u) + -+ B G (u) =0

Bei gentigend kleiner g-adischer Deformation von @ sollte P, eine geniigend
kleine g-adische Deformation erleiden.

Motivation: Nicht nur die g-adische Differenz von G;(u) und G;(1) ist klein
sondern auch alle vorkommenden Monome sind identisch und der Quotient der
jeweiligen Koeffizienten ist beliebig nahe bei 1.

Nachtrag: Die Annahme, dafl A, auch flach ist, ist wahrscheinlich falsch.
Ein Beispiel, das in vieler Hinsicht dhnlich ist:

Au = Z[I,y]/(l‘Q - y27uz - y)

Fiir w = 1 ist die generische Faser (iiber Q) eindimensional Fy = V(z — y).
Fiir u # 1, —1 ist sie nulldimensional. Ist © = 1+ wq® sind die Fasern tiber F,
aber gleich.

Weiter im Beweis:

Da A, ®F, = Ay ® Fy hat auch V,, xz F, einen Punkt (die Faser V,, xz Fy
ist nicht leer).

Nun nutzen wir die angenommene Flachheit von V,, x7 Z, tiber Z,y aus
und schliefen, daf, wegen der Offenheit von V,, xz Z4)/Z(4) auch ein Punkt
von V,, iiber Q existiert (die Faser V,, xz Q nicht leer ist).

Da aber V,, auch eigentlich, also mit abgeschlossenem Bild, ist, hat V,, auch
Punkte fiir jedes F; mit einer Primzahl [, von der wir zusétzlich annehmen,
daf sie ein Teiler von u sein soll.

Es ist dann w = 0 mod I: Fiir ein solches [ konnen aber keine Losungen
mit Charakteristik [ existieren, da die fithrenden Terme in den G;(u) modulo
[ verschwinden (siehe (1.229)).

Man entnimmt also aus den G;(u) = 0, weil die filhrenden Terme ver-
schwinden, daf3

ap = =0y =>0

und damit, nach den F; = 0, auch
Ty = =Ty =0

Es kann also, im Widerspruch zur Annahme keine Punkte von V,, iiber F;
geben und damit letztlich auch keine Punkte von V; iiber Q, also keine Poly-
nome, die im Widerspruch zur Casas-Alvero-Vermutung stehen.

1.1.53 Eine Kurve auf zwei Kartoffeln. Samstag, 27.06.2020

Die folgende Aufgabe wurde auf mathoverflow.net préisentiert: Es seien X,Y C
R3 zwei beliebige Kartoffeln (also Rénder zweier kompakter, 3-dimensionaler
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glatter Mannigfaltigkeiten, mit glattem kompakten Rand). Dann kann man
auf X bzw. Y zwei glatte Kurven C; bzw. Cy finden, so daf§ C; mit einer
eigentlichen euklidischen Bewegung in Cs iiberfithrt werden kann.

Beweis: Man bewege die Kartoffel Y so, dafl sie X in einer glatten Kurve
C schneidet. Diese Kurve C' markiere man als Cy auf X und als Cy auf Y.

Es ist lediglich zu begriinden, daf§ es immer eine solche Bewegung von Y
gibt. Wir geben eine Begriindung, die sich an den Beweis des Bertini-Theorems
anlehnt. Es sei G der 6-dimensionale Lagenraum der Kartoffel Y. Betrachte
die Inzidenzvarietét

F={(z,0) | T,X=T,Y°} C X x@

Damit der Tangentialraum 7' = T, X bei x € X mit dem Tangentialraum von
Y9 bei x iibereinstimmt, kann o einen beliebigen Punkt y € Y auf x abbilden.
Es bleibt dann noch ein Freiheitsgrad fiir die Drehung von Y um eine Achse
durch x, senkrecht zu T.

Also ist mit p; : I' — X immer dim p; ' (z) = 3, also dim I" = 3+ dim X =
3+ 2 = 5. Da die Abbildung ps : I' — G glatt ist, enthélt G — po(I") eine
dichte offene Teilmenge. Weiterhin enthilt der Raum der Lagen G’ C G, in
denen Y iiberhaupt X schneidet, eine offene, 6-dimensionale Teilmenge von
G. Diese schneidet G — py(I") in einer dichten Menge von Punkten, von denen
jeder eine Lage von Y représentiert, in der C'= X NY eine glatte Kurve ist.

1.1.54 Mayer-Vietoris-Sequenz fiir die de Rham-Kohomologie.
Mittwoch, 15.07.2020

Es sei X = U UV eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und Vereinigung
zweier offener Teilmengen U,V C X.
Dann existiert eine exakte Sequenz fiir die de Rham-Kohomologie

6)671

s HYUNY) 22—
S HNX) 2L oy e R S o)
— H*(X) — -+ (1.230)

Es ist die sogenannte Mayer-Vietoris-Sequenz.
Es ist dabei

a(w) = (wlv,wlv)
und
B(wi,ws) = wilunv — walunv

Ist py + pv = 1 eine differenzierbare Teilung der 1 mit supppy € U und
supp py C V, so ist

dwi2) = dpu Awiz — dpy Awiz
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Wir wollen uns iiberzeugen, daf8 die Sequenz bei 6% exakt ist.
Sei zundichst wis = wy|yy — wy|py und damit

d(wiz) =
= dpy wuluv — dpv wvlvv — dpy wuluy + dpyv wyloy =

=d(pvwulvv + pyvwvlov) — d(puvwv|vv + pvwulov) = dn  (1.231)

denn es ist ja auch dwy = 0 und dwy = 0.
Es bleibt zu zeigen, dafl ein wio mit

(*) dpu wiz —dpy wiz = dn (1.232)
im Bild von g liegt.

Wir erhalten aus (%) wegen py = 1 —py und py = 1 — py die Beziehungen

2de W12 = d’l7 (1233)
—2dpv W12 = dn (1234)

Setzt man also )
w1 = pywiz — 577

und
1

W2 = —pywi2 — 577

50 ist dwy = dwy = 0 und wi2 = B(wr,wa).

1.1.55 Eine diophantische Gleichung. Sonntag, 15.11.2020

Auf youtube gefunden, Aufgabe aus dem Bundeswettbewerb Mathematik, 2.
Runde, 2020.

Proposition 1.1.17. Es gibt keine rationalen Zahlen z,y,z € Q mit
z+y+2=0
2 4 9% + 2% = 100

Beweis.
Setze x = —(y + z) in die zweite Gleichung ein und erhalte

(y+2)° +y° + 2> = 2(y° + 2° + yz) = 100,
also
y2 +224 yz = 50
Quadratische Ergéinzung liefert

1 3
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mit p = z/2 und w = y + 1z also
w? 4 3p° = 50
fiir rationale w, p. Also
(*) w®+ 3p* = 50u°

fiir ganze w, p, u.

Betrachtet man dies modulo 3, so entsteht w? = 2u? mod 3. Nunist m? =0,1,1
fir m =0,1,2 und 2m? = 0,2,2 fiir m = 0,1,2. Also muB w,u =0 mod 3 gelten.
Damit aber auch 3|p und w, p, uw haben den Primteiler 3 gemeinsam. Da man aber

(w,p,u) = 1 annehmen konnte, kann es in Wirklichkeit keine ganzzahlige Losung
w, p,u fiir (x) geben.

1.1.56 Gruppenaxiome. Dienstag, 17.11.2020

Die verwendeten Gruppenaxiome seien:

i) Fiir alle a,b,c € G ist immer a- (b-¢) = (a-b) - c.

ii) Es existiert ein Element 1 € G mit 1-a = a fiir alle a € G.
iii) Fiir jedes a € G existiert ein a™* € G mit a=! - a = 1.

Dann gilt

Lemma 1.1.16. Fs sei 1’ € G ein neutrales Element, also 1’ - a = a fiir alle
a€@.

Dann ist auch (1')~! ein neutrales Element.

Beweis.
W) ta=0)" (@)= (@) 1) a=1-a=a

Lemma 1.1.17. Es seien 1,1’ 2wei neutrale Elemente, also1-a=1-a=a
fir alle a € G.
Dann ist 1 =1,

Beweis.
1=1)"1=1
Die zweite Gleichheit von links folgt nach vorigem Lemma.

Lemma 1.1.18. Fiir jedes a € G ist a-a~' =1, also ein Linksinverses auch
ein Rechtsinverses.

Beweis. Wir beginnen mit 1.a~* = a~!. Es folgt (cf1 ~a)~a71 = a~!. Multiplikation
von links mit (a™')™" liefert a-a™' = 1.

Lemma 1.1.19. Es ist a -1 = a, also das linksneutrale Element ist auch
rechtsneutral.

Beweis.

1

a-l=a-a ' a=(aa')a=1-a=a

Die dritte Gleichheit von links folgt aus vorigem Lemma.
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Lemma 1.1.20. Es sei a € G und a1,a3 € G mit a; -a =1 und as -a =1
zwet linksinverse Elemente.
Dann ist a1 = ag. Linksinverse Elemente sind also eindeutig.

1

Beweis. Ausa1-a =1=as-afolgt a1-a-a™" = az -a-a”'. Also nach vorvorigem

Lemma auch a; - 1 = a2 - 1, also nach vorigem Lemma a; = as.
Lemma 1.1.21. Es ist (a™!)" ' =a und (a-b)"' =b"1.-a" L.

Beweis. Es ist a- ¢! = 1 denn ein Linksinverses ist ein Rechtsinverses. Weiter ist
(a7 - a™! = 1 nach Definition. Wegen der Eindeutigkeit der Linksinversen ist
a=(a"t)"h

Die zweite behauptete Gleicheit folgt, weil beide Elemente Linksinverse von a - b
sind.

1.1.57 ,,Quasi-endlich* ist nicht stabil unter Basiserweiterung.
Samstag, 5.12.2020

Es gibt Schemamorphismen f : X — T, die quasi-endlich sind (alle X; endlich
viele Punkte) und die eine Basiserweiterung 77 — T zulassen, so dal Xp» —
T’ nicht mehr quasi-endlich ist.

Wiéhle zum Beispiel

R:Q[xl,xg,...,xi,...]/(x%—2,x§—3,...,x?—pi,...):A/p

wobei p; die i-te Primzahl ist.
Das Ideal p ist ein maximales Ideal in A. Um dies einzusehen betrachte
man einen Morphismus

¢$: A= Q  zi— /b

Er verschwindet auf allen 27 — p; und sein Bild ist der Korper Q((,/pi):)-
Weiterhin, ist f = f(z1,...,2m) € A ein Element mit ¢(f) = 0, so ist f im
Ideal p,, = (2 —p1,..., 22, —pm) von A, = Q[z1, ..., 7], denn dieses Ideal
ist ein maximales Ideal von A,, wegen A,,/p,m = Q(v/2,V3, ..., /Pm)-

Die Faser R ®g Q hat aber unendlich viele maximale Ideale, entsprechend
den Morphismen ¢, ¢, .) : A — Q mit z; — €;4/Pi mit allen moglichen
Vorzeichenwahlen ¢; = +1 fiir jedes 1.

1.1.58 Ein Algorithmus zur Bestimmung einer noetherschen
Normalisierung. Freitag, 11.12.2020

The function noethnorml receives

1. A polynomial ring R = Alx1,...,xy] over a coefficient field A.
2. An ideal I C R given by its generators.
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It returns:
A map of polynomial rings

eng :A[wl,...,wm] — R
such that

1L 671(I) = J = (wp,...,wy) C Ty is an ideal of T5. It can be zero (then
p>m).
2. R/I is an integral ring extension of T/J.

noethnorml does
A.If I =0 then return 6 = idg : R — R.

Otherwise do:

Select f € I. We want to put f in Noether-Position, that is make a coordinate
change, such that f in the new coordinates y; is of the form

() YN +ay Tt + o+ am

where the a; are polynomials in y1,...,Ym_1.

So define S = A[y1, ..., ym) and maps
¢:S— R, y;i— x;+ a;xy, for i <m and y,, — Ty,

Yv:R—>S x;—= vy —a;ym for i <m and z,, — ym
which are obviously inverse to each other.
The a1, ...,0,_1 € Z are random integers.

Now for generic «; the polynomial

is of the above form (x).

B. Now compute I; = ¢~ 1(I) C S.

C. Define a ring T = Afuq,...,um—1] and a map
y:T =S, uw—uy
Cl1. Set I, = "}/71(]1) CcT.

D. This is the recursion:

Call noethnorml with arguments (T, I2). The result is
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GZleA[Ul,...,Um_l]—)T

E.Call p=¢o~vof:T) > R
F. Introduce a ring To = Afwy, ..., w,,] and a ring map

0 :To - R with w; — p(v;) for i < m and wy, — f

G. Return 0’ as the result.

1.1.59 Der Amitsur-Komplex. Sonntag, 17.01.2021

Es sei A — B eine Darstellung von B als A-Algebra. Wir bilden einen Kom-
plex

A—-B—>B®:sB—>B®4B®4B—--—>BRs--Q4B—--- (1.235)
also einen Komplex (K™) mit

K'=A (1.236)
K'"=B®j---®4 B mitn Faktoren B (1.237)

Die Abbildung d" : K™ — K"*! werde gegeben durch
d"(b1®b2®"'®bn):1®b1®"'®bn+

Y (D) @ @b @1 @by @ @by, (1.238)
=1

Ist nun A — B ein treuflacher Morphismus, so ist der Komplex (K™) exakt.
Man erkennt dies, indem man den ganzen Komplex mit B ® 4 — tensoriert,
also den Komplex

L"=B®s K"

bildet, mit d} =idp ® d¥%.
Wir haben dann eine Kettenhomotopie k™ : L™ — L™~ 1, fiir die

(+) E"TLdR 4+ dp k" = idpe
ist. Diese Homotopie ist einfach
K" (by ® by ® - @ by) = boby @ by~ @ by,

Der erste Summand in (x), also k" *1d7 (by ® by ® - - - ® by,) ist néimlich
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Entt <b0®1®b1-~-®bn+Z(—1)ibo®b1®"'®bi®1®bi+1®"'®bn> =
=1

= bo@b1 ®- - @by —bob1 @1@by -+ @by + Y (—1)'bob1 @+ - -@b;@1@bj 1@+ - @by, )
1=2
(1.239)

Der zweite Summand in (x) ist
dz_l(b0b1®b2®®bn) =bph1 ®1RQby® -+ R by, +

+ Z(—l)(i_l)bobl Rby®--b; ®1® bi+1 R Rby, (1.240)
=2

Addiert man (1.239) und (1.240), bleibt
bp @b ® - @by

und (x) ist gezeigt.

1.1.60 Duale Basis von 1,c,...,a” 1. Sonntag, 28.03.2021
Es sei L = K(a)/K eine Korpererweiterung mit

als Minimalpolynom von a = a;.
Es sei fir z,y € L

(z,y) = Trp x (zy)

eine nichtausgeartete K-Bilinearform und es sei

X
g(X) = )?(_)a — an,an_l +an,2X"_2 4+ ag
Dann ist
o ai Ap—1

f@) flle)” 7 f'()

fiir (—, —) die duale Basis zu
1,04,Oé27 ’an—l

Es ist also "

TrL|K(apW‘;)) = §pq

Wir konnen dies auch als

() Trpk (ap
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ausdriicken.
Um dies einzusehen, bemerken wir, dafl das Polynom
f(X)
hi(X) = =——
X =5—a

tiir die Werte a; # «; verschwindet, und bei o; den Wert f/(o;) annimmt. Wir
konnen es also als eine Art , Lagrange-Interpolationspolynom* fiir die Stellen
ai,...,q, ansehen. Der Gesamtausdruck

R QPL— Y af Lo,
up(X) —izzl X — o) f(ew) ; if’(ai)hl(X)

nimmt also an «; den Wert af an. Da die a1,...,a, aus n verschiedenen
Werten bestehen und degu,(X) < n — 1 ist, mufl

up(X) = XP
sein. Da aber

0\
& a)f’(&)) = ()

ist die behauptete Aussage iiber die Dualitit gezeigt.

TrL|K (O(p

1.1.61 Schnitte im P™. Freitag, 23.04.2021

Es seien X, und X zwei projektive Untervarietdten von P™ mit Dimensionen
r und s. Fiir diese gelte r + s > n. Dann ist der Schnitt X, N X nichtleer.
Mit der Diagonalabbilung A : P* — P™ x P gilt

X, N X, =2 APY) N (X, x X, = X,0)

Wir miissen also zeigen, dafi der Schnitt von X, x X, N A(P") nicht leer ist.
Wir gehen dazu von X, C P" und X C P" zu den affinen Kegeln C(X,.) C
A" und C(X;) C A™FL sowie C(A) C AL x AmFL {iber.
Es ist dann dim C(X,) =7+ 1 und dim C(X,) = s+ 1 also

dimCrs =dimC(X,) x C(Xs)=r+s+2=2n+2
Weiter ist C(A) die Verschwindungsmenge der n + 1 Gleichungen
To—Yo=0,...,2np —yn =0

mit den Koordinaten x; bzw. y; des ersten bzw. zweiten A" 1!
Da
Y =C(A)NC(X,) x O(Xs)

den Koordinatenursprung O enthilt, ist es eine nichtleere algebraische
Menge die von n + 1 Gleichungen auf einer Varietdt C,.s mit Dimension
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dimC,s > n + 2 bestimmt ist. Sie hat also dimY > 1 und ist homogen
unter den Operationen (Azg : -+ : Azyp) und (uyo : -+ @ pyy). Thr Bild Y’
unter

AL AL P o P

ist also der nichtleere Schnitt X,.s N A(P™).

1.1.62 Projektive Systeme von Schemata. Sonntag, 02.05.2021
Es sei (Ax,uny @ Ax — Ap)u>a ein induktives System von kommutativen
Ringen mit 1 und A = @/\ Ax.

Weiter sei Sy = Spec (Ay). Dann ist (Sy)x ein inverses System von Sche-
mata und es ist

S =1lim Sy = Spec (lignA;) = Spec (A).
A A

Es sei nun o < A fiir alle A ein kleinstes Element und X, ein A,-Schema.
Damit ist
X)\ = Xa ><Spec(Aa) Spec (AA) = on X Sqa SA

ein projektives System von Schemata mit v, : X,, — X, als Basiserweiterung
mit X, Xg, — von wyy : S, — Sx. Weiter sei

X = Xa X S S
Dann ist

]an)\:X
A

der inverse Limes der (X, )x.
Analog sei Y, ein zweites A,-Schema und Y, = Y, xg_, S\ sowie ¥ =
Ya X S S.
Es ist dann flir 4 > A immer
X# = X)\ XSy Sﬂ
YH = Y)\ XSA SH
Damit kann eine Abbildung fy : Xx — Yy durch fy — f\ xs, idg, auf

eine Abbildung f, : X, — Y}, abgebildet werden.
Man hat also Morphismen

exy : Homg, (X, Y)) — Homyg, (X, Y)
fiir u > A. Diese bilden ein induktives System

hﬂHOl’nSk (XV,\7 Y)\)
A
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Weiterhin ergibt die Basiserweiterung fy : Xy — Yy — f' = f\ xg, S eine

Abbildung
h)\ : HOII]SA (X)\, Y)\) — HomS(X, Y)

und diese Abbildungen sind mit ey, vertréglich, es ist also
hu ey = h)\
Man hat also insgesamt einen Morphismus
h : lim Homg, (X,Y)) = Homg(X,Y)
A

Nimmt man an, daf} Y, endlich prédsentiert ist und X, quasikompakt und
quasisepariert ist, also insbesondere, wenn X, und Y, vom endlichen Typ
iiber einem noetherschen Ring sind, so ist die Abbildung h bijektiv.

Um dies plausibel zu machen, untersuchen wir insbesondere affine A,-
Algebren B, C,, firr die X, = Spec (B,) und Y, = Spec (C,) ist.

Wir haben dann

HOIHSA (XA, YA) = HOIIIAX (C)\, B,\)
und wir wollen die Bijektivitéit von
lim Homa, (C, Bx) — Homa(Co @4, A, Ba ®a, A)
A

einsehen.

Hier greift zunéichst eine wichtige Vereinfachung. Es ist ndmlich
HOIIIAA (Coé®ACY AA, BCX@AQ AA) = HOIHAQ (Ca, BQ®AG A)\) = HOHIAG (Ca, B)\)
und

HOIHA(Oa ®a, A, B, XA, A) = HomAa (Ca, B, XA, A) = HomAa (Oa, B)
Wir miissen also zeigen, dafl
li_rrgHomAa (Cqy By ®a, Ax) — Homa, (Cy, By ®a4, A)
A

bijektiv ist.
1.1.63 n-te Wurzeln aus Schnitten von Linienbiindeln. Dienstag,
06.07.2021
Es sei X eine glatte Varitét iiber einem Korper k und £ ein Linienbiindel auf

X. Weiter sei 0 # s € H%(X, L") ein nichtverschwindender Schnitt.
Nennt man
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#: V(L") =Spec | P L' | = X
i<0

das dem Biindel £* zugeordnete Vektorbiindel, so ist

HO(V,7°L) = H'(X, L & P £7)

i<0
wie man aus der Projektionsformel
Fu(FF) = 7(F*F © Oy) = F@ 7,0y = F o P L’
i<0
fiir jede quasikohérente O x-Garbe J ableitet.
Der kanonische Schnitt idg € Hom(£, £) induziert also einen Schnitt €
L ® £* und damit einen Schnitt " € £™ ® £~ also in
t" € HO(V,7*L™).
Ebenso induziert s einen Schnitt
7*(s) € HY(V,7*L™))

Man kann also iy : Y = V(7*(s) — ") — V als abgeschlossenes Unterschema
des Linienbiindels V definieren, das durch einen Schnitt von 7#*£™ definiert
ist. Es sei w : Y — X die Abbildung m = T o iy.

Wir halten fiir spéter die wichtige Tatsache fest, dafl damit auch

7L = 0y(Y) (1.241)
und wegen
Jy = Oy(-Y) (1.242)
auch die Idealgarbe von Y in V durch 7*£ ausgedriickt werden kann.
Nennt man ¢ = t|y = i} (%), so ist t* = 7*(s) € HO(Y, 7*L").
Wir betrachten nun einen wichtigen Spezialfall, zugleich der lokale Fall in
der obigen globalen Betrachtung:
Es sei X = Spec (A) und £ = Ox mit s € A. Dann ist
Y = Spec (A[t] /(1" — s))
und 7 : Y — X wird durch die Inklusion A — A[t]/(t" — s) gegeben.

Proposition 1.1.18. Die Abbildung m ist endlich, surjektiv und separabel
vom Grad n.

Weiter gilt:
Proposition 1.1.19. Die Abbildung 7 ist fir n > 1 genau iber V(s) C X
verzwesigt.

Sowie fiir die Glattheit:

Proposition 1.1.20. Die Varietit Y ist genau dann glatt, wenn V(s) glatt
(oder leer) ist.
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Kanonisches Biindel wy

Es sei Y/k glatt, wir wollen das kanonische Biindel wy |, durch X und £
ausdriicken.
Zunéchst haben wir die exakte Sequenz

0—>jy/3§/ = v @0y = 2y, — 0

lokal freier Oy-Moduln.
Aus ihr folgt

iy (wyik) = wyjk o, Oy =Ty /T3 @ wy (1.243)
also wegen

Iy /9%y =iy (Iy) = iy (Ov(=Y)) = 7" £L7"
wobei die letzte Gleichheit aus (1.241) und (1.242) folgt.

Weiterhin folgt aus V 5X ok wegen Glattheit von V — X die Bezie-
hung
0— ﬁ*g)qk — QV|k — QV|X —0

von lokal freien Oy-Moduln.
Also mit Bildung der maximalen &ufleren Potenzen

wylk = T wx |k ®oy Wy|x (1.244)

wobei wa = “QV‘X ist.
Es ist also
’L;:/ (lek) = Tr*(A)Xlk ®OY ’l;(/ (Wle) (1245)
Zieht man (1.243) und (1.245) zusammen, so folgt

wy k= iy (Wyp) @ T L" = 1L @ Trwx |k © iy (wy)x)
TODO Berechne {2y ¢ x fiir ein glattes X und eine lokal freie O x-Garbe
& vom Rang n.
1.1.64 Die Abbildung RPF o G — RP(F o G). Samstag, 24.07.2021

Es sei G : A — B ein linksexakter Funktor, und F' : B — C ein weiterer
linksexakter Funktor. Es sei RPF(G(I)) = 0 fiir p > 0 und fiir I € Obj A
injektiv. Der Funktor G bilde also injektive Objekte in F-azylische ab.

Es gibt dann die Grothendieck-Spektralsequenz

E¥? = RPF(RIG(A)) = RPTI(F o G)(A)
Aus ihr entnehmen wir den Kantenhomomorphismus

EY° - EPY < EP
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Er hat konkret die Gestalt
(¥) RPFoG — RP(FoQ@)

Wir wollen ihn konkreter beschreiben und in Korrelation mit einer Konstruk-

tion der Abbildung (*) bringen, die sich nur injektiver Auflésungen bedient.
Wir beginnen mit einer injektiven Auflosung 0 — A — I°® und einer

Cartan-Eilenberg-Auflosung J** von G(I°*), also

0—GU*) — J**
Es ist dann Ef? = F(JP9).
Dann bilden wir den Komplex
wr= & J7,6°%)
p+q=n
Er besteht aus injektiven Objekten W* und hat
hP(F(W*®)) = RP(FG)(A)

denn dies ist eine Grundeigenschaft der Spektralsequenz eines Doppelkomple-
xes E**. Diese konvergiert immer gegen h?(tot £*°*).
Es ist
0—G(A) - W*

Wir haben weiterhin eine Injektion von Komplexen
0—GU*) - W*

mit
(*) 0—GUI*)—W*—Z*—0

R T

0 —> G(A) —> G(4) —=0—>0

oo

0 0 0

Wendet man F an und berechnet die lange exakte Kohomologiesequenz, so
ist

WP=L(F(Z2*)) = 0 — RP(FG)(A) = hPF(G(I*)) — WPE(W*) — hP(F(Z*)) = F?(0)

denn 0 — Z° ist eine F-azyklische Auflésung der Null.
Der Komplex J'® = ker(J*? — J*1) besteht aus injektiven Objekten und
es ist 0 = G(A) — J'* eine injektive Auflosung. Also

W(F(J"*)) = FP(G(A))
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Nach Konstruktion haben wir auch eine Injektion

(*) OHJ/.HW.

[

0—= G(A) — G(A)

]

0 0
Wenden wir F' an, so ergibt sich eine Abbildung
WP(F(J7%)) = FP(G(A)) = P (F(W*)) = RP(FG)(A)
Damit haben wir den Kantenhomomorphismus
FP(G(A)) = RP(FG)(A)

explizit beschrieben.

Die Konstruktion entspricht dem Vorgehen bei der Konstruktion ohne
Spektralsequenzen. Dort wird zuerst ein injektiver Komplex W* wie oben
konstruiert, der dieselbe Kohomologie wie G(I*®) hat, und anschlieBend eine
Abbildung einer injektiven Auflosung J'® von G(A) in W’°.

1.1.65 Der Ring A[X] ist regulir, wenn A regulir ist. Freitag,
30.07.2021

Es sei A ein reguldrer noetherscher Ring. Er erfiillt daher die Bedingung
Ext’y (M,N) =0

fiir alle A-Moduln M, N und ¢ > ig. Es sei n das kleinste solche ig, also
n = gldh A.

Proposition 1.1.21. Unter obiger Annahme ist auch der Polynomring A[X]
requlir, mit gldh A[X] <n+1

Man betrachte zum Beweis die exakte Sequenz von A-Algebren
0— A[X] 5 A[X] = A0

und A-tensoriere mit einem A[X]-Modul M, bilde also — ® 4 4 M, wobei 4 M
fiir die Restriktion des Skalarbereichs entlang A — A[X] stehe. Es entsteht

0= AX]|@A M — AX]®a M — M —0

Dies ist eine exakte Sequenz von A[X]-Moduln. Wir wenden nun Hom 4 x1(—, N)
mit einem A[X]-Modul N auf diese Sequenz an und erhalten die lange exakte
Sequenz



106 1 Algebra und Geometrie
(¥) - = Extly (M @4 AX],N) -
(M,N) — Exti (M®asAX],N) — Exti[x](M@)AA[X],N) —

— Exthiy (M, N)- -

— Ext?

AlX] (X1

Nun besteht aber eine Isomorphie von Funktoren
HOIHA[X](M ®A A[X], N) = HOHIA(AZ\f7 AN)

fiir beliebige A[X]-Moduln M, N. Denn es steht ja in schematheoretischer
Auffassung
Hom 4 x)(f* f«M,N) = Homa(f. M, f.N)

wenn man Ringe A, A[X] mit ihrem Spektrum, Moduln M, N mit quasi-
kohérenten Modulgarben identifiziert und f = ¢* mit der kanonischen Abbil-
dung ¢ : A — A[X] setzt.

Also ist auch immer

Ext?,

A (M @4 A[X],N) = Exth) (AM,aN)=0firp>n

Beriicksichtigt man dies in der langen exakten Sequenz (%) von oben, so er-
kennt man

Ext” (M, N) =0

(X1
fir p >n+ 1. Also gldh A[X] < n+ 1.

1.1.66 Maximale essentielle Erweiterungen. Freitag, 17.09.2021

Es sei M C F ein Untermodul eines R-Moduls F. Weiter sei £ mit M C E C
F' eine Erweiterung von M.

Definition 1.1.4. Mit den obigen Bezeichnungen heifit M C E essentielle
Erweiterung von M, wenn fiir jeden Untermodul (0) # E' C E auch E'NM #
(0) gilt.

Lemma 1.1.22. Es ist dquivalent

a) E D M ist essentielle Erweiterung.
b) Fiir jedes e € E — (0) existiert ein a € R mit ae € M — (0).

Weiterhin gilt in obiger Situation

Proposition 1.1.22. Es gilt folgendes:

1. Fiir jede essentielle Erweiterung E O M existiert eine mazimale essentielle
Erweiterung E' O E D M von M. Es ist also E”" = E' falls E" D E' DO M
zwei essentielle Erweiterungen von M sind.

2. Ist F' ein injektiver R-Modul und E eine mazximale essentielle Erweiterung
von M, so ist auch E injektiver R-Modul.
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Beweis. Wir beweisen 2. Es sei also 0 -+ b — R ein Ideal von R und ¢ : b — F
eine R-lineare Abbildung. Da E C F und F injektiv, gibt es ein z € F mit ¢(b) = bz
fiir alle b € b. Um FE als injektiv nachzuweisen, geniigt es ein solches z mit z € E zu
finden.

Sei also zunichst einmal z ¢ E. Da E maximal essentiell gibt es dann a € R
und e € E, so daB b(az + e) = 0 fiir das Ideal b = (E : az + €). Ist a eine Einheit
in R, also oBdA a = 1, so ist wegen b C b auch b(z + €) = 0, also bz = b(—e) und
man hat nachgewiesen, daf§ E injektiv ist.

Wir nehmen also jetzt an, dal a € R — R* keine Einheit in R ist und wir zeigen
zunéchst zwei Lemmata

Lemma 1.1.23 (Lemma 1). Es gibt ein 2’ € F mit a2’ = e.

Betrachte die Abbildung v : aR — F mit y(a’a) = d’e, also y(a) = e. Diese
ist wohldefiniert. Sei némlich a’a = 0, so ist a’(az + €) € E, also a’ € b und damit
a'(az+e) =0, also 0 = a’az = —a’e. Nun ist aber F' eben injektiv und aR ein Ideal
von R. Also gibt es ein 2’ € F mit a’az’ = v(a’a) = d’e, also az’ = e.

Lemma 1.1.24 (Lemma 2). Fs gibt einw € F mit aw = 0 und by(2+2') =
biw, wo by = (E: z).

Zunichst einmal wird z 4+ 2’ von by N aR annulliert. Sei ndmlich a’a € b1 N aR.

Dann ist a’a(z+2") = (d'a)z+a’'az’ = (a’a)z+a’e € E, weil a’a € by und daher
d'az € E. Alsoist d’a(z+2") = a’(az+e€) € E und damit a’ € b. Also a’(az+e€) = 0
und damit a’a(z + 2’) = 0 und damit annulliert wirklich jedes a’a aus by NaR das
Element z + 2'.

Wir kénnen daher eine wohldefinierte Abbildung v : b1 /(b1 N (a)) — F anschrei-
ben, fiir die y(b) = b(z + 2) fiir jedes b € by ist. Betrachtet man die zugehorige
Sequenz

0= (b1 +(a))/(a) = R/(a)
so ist, weil F' injektiv, 'y(l_)) = bw mit einem w € F, fiir das, weil es Bild von
1+aR € R/(a) ist, auch aw = 0 gilt. Ebenso gilt nach Konstruktion by (z+2') = byw.

Fortsetzung Hauptbeweis.

Es ist also wegen b C by = (E : 2) auch bz = b(w — 2’). Ersetzen wir also z
durch 2" =w — 2/, so ist az” = a(w —2') = —e € E.

Wenn wir nun am Anfang iiber z annehmen, daf§ z = zp unter allen moglichen
z mit az = ¢(a) fiir alle a € b so gewéhlt sei, dall (E : z0) 2 b maximal wird (hier
brauchten wir R noethersch, unschén), so kann fiir ein solches zo kein a und azo + e
wie oben angenommen existieren.

Existierten sie ndmlich, so wire azo € F also a & (E : z9) aber man kénnte zo
durch ein 2z ersetzen mit azg € E, also a € (E : 25) und (E : 20)z0 = (E : 20)20,
also (E : z0) C (E : 27).

Es wiire also (a) + (F : 20) C (F : 2z, ) und damit wire (F : zj) echt grofer als
(E : z0) im Widerspruch zur Grundannahme.

1.1.67 Anwendungen von Riemann-Roch fiir Kurven. Sonntag,
21.11.2021

Es sei X eine algebraische Kurve iiber einem Koérper k, mit kanonischem
Divisor K und Geschlecht g.
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Ist D ein beliebiger Divisor, so schreiben wir zur Abkiirzung H?(D) fiir
H°(X,0x(D)) und h°(D) = dimy H°(D).

Es gilt dann:
Lemma 1.1.25. Ist g = 0, so ist h°(P) = 2 fiir einen Punkt P von X. Ist
g >0, soist h°(P) = 1.
Beweis. Es ist

RO(P)=h°(K —P)+degP+1—-g<h’(K)+1+1—-g=g+2—g=2

Ist nun g > 0, so kann es keine rationale Funktion mit einfachem Pol bei P geben,
und es ist h°(P) = 1. Umgekehrt ist fiir g = 0 der Wert h°(K) = 0, also h°(K — P) =
0, also h°(P) = 2.

Aus vorigem Lemma ergibt sich somit:
Lemma 1.1.26. Ist P ein Punkt auf X, so ist fiir g > 0 immer h®(K — P) =
h°(K) —1.
Beweis. Es ist

hO(K = P) = h®(P) = deg(K = P)+1—-g=29-2—1+1-g=g—2

denn es ist ja deg(K) = 2g — 2. Weiter ist h°(P) = 1, also h°(K — P) = g—1 =
RO(K) — 1.

Korollar 1.1.3. Ist g > 0, so ist h°(K — D) < h9(K) fiir einen effektiven

Divisor D # 0. Ist aber g = 0, so ist h°(K) = h°(K — D) = 0. Der Fall
hO(K) = h°(K — D) tritt also genau fiir g =0 oder D = 0 ein.

Lemma 1.1.27. Es sei D ein effektiver Divisor. Dann ist h°(D) < deg D+1.
Beweis. Aus der Gleichung
(D) —h°(K —D)=degD+1—¢g

und der bewiesenen Beziehung h°(K — D) < h°(K) = ¢ fiir einen effektiven Divisor
D folgt also h°(D) < deg D + 1.

Es sei nun X eine Kurve mit einem effektiven Divisor D und es gelte fiir
diesen deg D < g — 1 sowie h(D) > g. Dann gilt g(X) = 0.

Beweis 1. Es ist
() h’(D)—h°(K —D)=degD+1—g
also
(h(D) — deg D) = K*(K = D) = (14¢) — (g—€) =1 —g+e+e =1—g

fiir £,&’ > 0, also wegen obiger Gleichung e = ¢’ = 0.
Insbesondere ist h°(K — D) = h°(K) = g, also g = 0 nach vorigem Korollar.
Beweis 2. Wir hitten auch mit dem letzten Lemma h°(D) < deg D+1 < g und
wegen g < h°(D) die Gleicheit g = h°(D) = deg D + 1 erschlieBen kénnen. Daraus
folgt dann mit (), da h°(K — D) = g, also nach dem Korollar g = 0.
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1.1.68 Berechnung einer Basis von O und der
Primidealzerlegung von pOg. Montag, 06.12.2021

Es sei K/Q eine endliche Kérpererweiterung mit K = Q(z) und f(x) = 0 fiir
ein irreduzibles f(X) € Q[X] vom Grad n. Der Ganzheitsring von K sei Og-.
Da fiir jedes a@ € K immer ein s € Z, s # 0 mit s € Ok existiert, konnen
wir annehmen, daf§ f(X) € Z[X] ist.

Duale Basen

Es sei z1, ..., z, eine Q-Basis von K. Wir wollen eine duale Q-Basis y1, ..., Yn
bestimmen, fiir die also gilt (z;,y;) = Tr(x; y;) = d;j.
Wir machen den Ansatz y; = > a;;z; und erhalten

Sik = (yirwk) = > aij(w;, wp)
J

In Matrixform heit das E = A-D mit D = (Tr(z; x1)) jx und damit A = D1,
Somit ist (a;;) und damit y1, ..., ¥y, bestimmt.

Ist M =Zx1+---+Zxy,, so schreiben wir auch D(M) =Zy1+-- -+ Zyn
fiir den durch die duale Basis erzeugten Z-Modul.

Basis von Ok
Wir wollen eine Z-Basis von Ok bestimmen, also Elemente uq,...,u, € Og
mit
Ok =Zui+ -+ Zu,
die iiber Z (oder Q) linear unabhéngig sind.

Wir beginnen mit dem Elementesystem 1,x,22,...,2" "' € Og und be-
stimmen aus der Beziehung
f(X) 1
S X 4+ .- X"
FlaX =) ~ 0T
(oder mit dem allgemeinen Verfahren von oben) eine duale Basis ag, ay, .. .,a,—1 €
K von 1,z,...,2" ! Damit gilt also

(¥) Z-1+Zax+---+Z2" ' COx CZag+ -+ Zan_1

Insbesondere gibt es eine lineare Beziehung
i_ J .
' = E o aj
J

WO ozg € Z namlich of = Tr(z'z*) ist. Man erkennt dies aus der Dualitiit
TI‘(Z‘Zaj) = 5ij~
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Indem wir die Matrix A = (o) mit P,Q € GL(n,Z) auf Elementarteiler-
form

er 0 -+ 0
0ey--- 0
PlAQ ' =B=| . . .
00 e,

bringen, kénnen wir die Beziehung (*) in einer fiir die Rechnung praktischeren
Form schreiben:

Essei X = (1,2,...,2" ') und DX = (ag,...,a,_1) soist X = A- DX,
also X = P-B-Q DX oder auch P~'- X = B-(Q - DX).

Wihlen wir also als neue Basen P~' - X = vy,...,v, und Q - DX =
W1, ..., Wy, SO ist v; = e;w; und man hat wieder

M=Zv+ -+ Zv, COxg CZwy + -+ Zw, = D(M)

Man betrachte die mininalen einfachen zyklischen Untergruppen von D(M)/M
und ihre Erzeuger r, € D(M).

Fiir jedes ry, iiberpriife man, ob 71, ganz {iber Z ist. Es heiflen solche
Elemente dann 7} , und M; = (M,r] ).

Anschlieflend betrachte man die minimalen einfachen Untergruppen von
D(My)/My, ihre Erzeuger 73, und diejenigen unter ihnen, die ganz iiber Z
sind, die wir 75 , nennen. Es sei dann My = (M, 75 ,).

Induktiv fortschreitend ergibt sich eine Menge von 7/, ,, so dafl

a,v?

(v1,... ,vn,r(’hu)

ein Z-Erzeugendensystem von O ist. Aus ihm berechnen wir dann die ge-
suchte Z-Basis u1,...,Upy.

Minimale Untergruppen

Es bleibt noch das Problem zu 16sen: Wie findet man zu einer endlichen abel-
schen Gruppe
G=Z/eaZ x---xXZLje, L

die minimalen einfachen Untergruppen?

Diese Untergruppen sind die Bilder von Hom(Z/pZ, G) fiir alle p|e;, prim.
Man kann also alles auf die Bestimmung von Hom(Z/pZ, Z /mZ) zuriickfiihren,
also auf die Bestimmung der Elemente e € Z/mZ mit pe = 0.

Ist m = p”m’ mit p, m’ teilerfremd, so sind dies genau die p — 1 Elemente
ip*~tm/ fiir i = 1,...,p— 1. Fiir v = 0 ist Hom(Z/pZ, Z/mZ) = 0.

Zerlegung von p Ok
Da O = Zuy + - - - + Zu, ist, gibt es umsomehr eine exakte Sequenz

0—=J—=ZU,...,U)] S O =0
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mit «(U;) = u;. Es ist aber mit Macaulay 2 nicht moglich, das Ideal J direkt
aus dieser Beziehung als Kern von a zu bestimmen. Wir betrachten daher das
folgende Diagramm

0—>J®Q—>QUi,....Up] — Q@O = K —>0

T T T

0——J ——=7Z[Uy,...,U,] Ok 0
! T T
0 0 0

Da das Ideal J ® Q ein Ideal des Polynomrings Q[Uq,...,U,] iiber Q ist,

konnen wir Erzeuger (fi,..., fm) = J ® Q mit f; sogar aus Z[Uy,...,U,] ex-

plizit mit Macaulay 2 bestimmen. Dabei reprisentieren wir K als Q[z]/(f(x)).
Nennt man I das Ideal

(flv'“vfm) C Z[U17~-~,Un]a

soist JEQ=1I®Qund J=(I®Q)NZ[Uy,...,U,]. Es gilt also

J = U (I:m)

meZ,m#0

Um jetzt die Zerlegung iiber p € Z, prim, zu bestimmen, konnen wir alles
mit Z,) = A, tensorieren und brauchen dann nur J, = (J,.,(/ : p¥) zu
bestimmen.

Da (I: fg)=(({:f):g) ist, betrachten wir einfach die wachsende Folge
der Ideale J, , = (I : p”). Diese ist mit Macaulay 2 explizit berechenbar.

Ist J,p = Jut1,p, so ist die Folge ab v stationdr und wir haben J, be-
stimmt.

Die Sequenz

0= Jp = Ap[Us,-..,Un] = (Ok) ) = 0

bleibt unter Tensorieren mit — ®z F, exakt, denn Tor?((O K)(p), Fp) = 0, wie

man aus der Sequenz 0 — Z 27— F, — 0 und der Integritét von Og
erkennt.
Es ist also exakt

0= Jp,@F, =2 FplUh,...,Up] = O ®F, =0

und wir haben F, ® O = Ok /pOk als explizite F,-Algebra vom endlichen
Typ dargestellt. Mit Macaulay 2 ermitteln wir nun bequem die Priméridealzerlegung
von J, ® F, und erhalten damit die gesuchte Zerlegung von pOx.



112 1 Algebra und Geometrie
1.1.69 Berechnung von Galoisgruppen. Montag, 27.12.2021
Es sei f(X) € Q[X] ein Polynom mit

FX)=X"+a X"+ +a,.

Wir wollen die Galoisgruppe G = G(f) = Gal(K : Q) berechnen, wo
K = Q(z1,...,2,) der von den Wurzeln z1,...,7, € Q von f erzeugte Er-
weiterungskorper von Q ist.

Wir nehmen Unbestimmte x4, ..., 2, und setzen gleich

also
(*) a; = 8Si(x1,...,2p)

wobei S;(z1,...,x,) die i-te elementarsymmetrische Funktion ist.

Mit weiteren Unbestimmten tq,...,t, bilden wir ¢t x1+- - -+t,, x,,, nehmen
es zu den Gleichungen () hinzu und bilden damit das Gleichungssystem F.

Durch Elimination von z1,...,z, aus F erhalten wir ein Polynom

’lﬁ(th . ,tn) S @[th . ,tn]

das als

n

> (Si(m, . an) — ai)hi(z, t)+

i=1

+ w(&,t)(tl r1+ -+ ity xn) = ¢(t17 ce- atn)

geschrieben werden kann.
Ist &1,...,&, € Q eine Losung von (%), so ist, wie man mit Einsetzen in
voriger Gleichung erkennt, immer

ein Teiler von 1. Wir zerlegen v in irreduzible Faktoren

b=

Es ist degy = d|n! = ord S,. Bildet man ¢, so dass de = nl, so ist die
Galoisgruppe G gleich der Gruppe der Vertauschungen von ¢4, .. ., ¢, die ¢;*°
festlassen, wenn ay # 0 ist.

Ist a3 = 0, so braucht diese Aussage nicht zu gelten. Ein Gegenbeispiel ist
f=X"+1
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Die Definition der ~y;

Die Gruppe G operiert auf z1, ..., 2, und jeder Ausdruck ¢(x1,...,x,), der
unter G festbleibt, liegt in Q. Bildet man also

ea(tlanwtn) = H(tlé.l'f'"""tngn)mr

reG
so ist der Ausdruck in Q[ty,...,t,] und ein Teiler von 1"~ . Zerlegt man
S,=01GU---Uoc, G
S0 ist *yzk = 0,, mit einem irreduziblen v; € Q[t1,...,ts].
Die Irreduzibilitat der ~y;

Wire ndmlich
eine Zerlegung in irreduzible Komponenten aus Ql[t1, . . . , t,], so betrachte man
etwa einen Faktor L7™ von ~;; und einen Faktor L7:™2 von 7,2, wobei

1 B

ist und 7, w9 € G seien. Es hat dann 'y:f ™ einen Faktor in Q[ty,...,t,] mit

~iz gemein und fillt daher mit ihm als Element von Q[ty, ..., t,] zusammen.
-1

Da ﬂf17r2 € G und ;1 € Q[ty,...,1t,] ist, ist aber natiirlich 7:11 ™ = ~;1 also

Yi1 = Yi2 im Widerspruch zur Definition dieser Formen.
Vermutungen

Es gilt dann fiir a; # 0, da3 v; und ; fiir ¢ # j teilerfremd sind. Weiter ist
bei geeigneter Numerierung ; = ; sowie r = s (Vermutung!).

Der Fall ~,

Wir schreiben t7 = t,(1),...,ts(n) und wollen zeigen, dass die 7 € S, mit
Ye(t™) = 7e(t) genau die T € G sind. Dabei sei v, = ; fiir 0; = e.
Wir schreiben

1
"L=t;)&1 + -+l =0&10) + o F i) = L7

und erhalten fiir 7 € G
—1
sl = TLenr = L = [T 27 = nelo)
TeG TeG TeG

also sogar . (t7) = Ve (t), weil 7.(t") und ~,(¢) irreduzibel sind.
Umgekehrt, sei 7. (t7) = 7. (t), also auch 7. (t7)*e = 7.(¢)¥ und damit
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Moo =11 =11+
TeG TeG TeG

Da die L? fiir p € S, alle irreduzibel sind, gibt es 71,72 € G mit
(#%) L7 ™ = AL™

mit A € K. Es ist dann insbesondere (A{1,...,An) = (§p(1)s- - -5 Ep(n)) mit
einem p € S,,.
Da wir generell p € G annehmen wolllen (fiir a; # 0 ist immer A = 1 und
p =idg, ), haben wir
7'_17'(1 = Top

Also
TG =77 G = mpG =G

also 771G = G, also T € G.
Der Fall ~;

Ist v = ; so ist fiir y(t7) = v(t) demzufolge 7 € 0;Go; '. Denn es ist ja

-1
Yilt) = ve(t7 )
Also . .
Yi(tT) = et T) = 7i(t) = e (t7 )
Ersetzt man in 76(2‘7517) = %@0;1) den Ausdruck ¢t — t%i, so entsteht
%(f;l””) = 7,(t), also nach obigem O'i_lTO'i €G,alsoT € UiGO'i_l.

i und y; tetlerfremd

Weiterhin ist fiir den Fall, dal jede Permutation £ — A€ mit A € K durch ein
p € G darstellbar ist, auch immer, wie oben behauptet, v; und «y; teilerfremd.
Es ist ja

wo=1[

TeG

=11

TeG

Haben v; und «y; einen gemeinsamen Faktor, so ist sogar v; = v; und man hat
fiir my, 7m0 € G und )\ € K geeignet

Lo'iﬂ'l — )\LO'J'TI'Q

und deshalb mit der obigen Annahme fiir ein geeignetes p € G auch o;m; =
ojmap, also 0;G = 0;G und damit ¢ = j nach Annahme {iber die o;.
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Permutationen & — \&

Nun ist aber fiir eine Permutation £ — A€ immer S;(€) = S; (A &) = ALS;(€).
also fiir jedes a; = S;(€) # 0 immer \* = 1. Es ist also auf jeden Fall \ eine
Einheitswurzel in K. Ist a; # 0, was wir nach einer geeigneten Transformation
X — X + a immer annehmen koénnen, so ist sogar A = 1 und wir haben die
gewiinschte Beziehung p = idg» € G.
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1.1.70 Berechnung von LxY = [X,Y]. Dienstag 29.03.2022

Es seien X, Y Vektorfelder auf einer offenen Teilmenge V' C M einer Man-
nigfaltigkeit M.
Weiter sei F; der von X erzeugte lokale Fluss

%t(p)\t:o = X(p)

Es ist dann fiir ein infinitesimales &€ mit 2 = 0 auch
Fe(p) =p+eX(p)
Wir definieren die Lieableitung LxY von Y nach X durch die Beziehung
DF_.Y|p. =Y +eLxY (1.246)
Es ist LxY wieder ein Vektorfeld auf V' und es gilt die Beziehung
LxY =[X,Y]

Wir rechnen zunichst in Koordinaten X = 37, X'9; und Y = 3, Y70;.
Es ist mit p = (z!,...,2") die Jacobimatrix von F__ gleich

DF_ . =D(p—eX(p) =D((z',...,2") > (z' —eX',... 2" + X)) =

0y, — S0k (p). (1.247)
Also ist
; ; aX!
(DF_.Y|r.) (p) = (3, — e 57 )Y (P +eX) =
; oX?
Yip+eX) - eV (p+eX) =
oY? aX®

YVi(p) + Xt 55 ) eV o) (o) =
Yilp) +e[X,Y](p)' =Y +e(LxY)(p)'. (1.248)

Also eben LxY = [X,Y].
Eine etwas anders verlaufende, koordinatenfreie Rechnung kénnen wir di-
rekt auf (1.246) aufbauen. Es ist nach Anwendung von DF. nidmlich

Y|Fe =DF.Y +eDF.LxY = DF.Y +eLxY

Wir wenden nun die auftauchenden Vektoren auf eine Funktion f € £(V) an
und erhalten
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Y|p b f=DEYFf=(YF floF.—Y F (foF.) =
YFH+eXF YR -YF(f+eXFf)=
EXFYFFH-YH(XFf)=cX,Y]FFf (1.249)

Alsoist LxY F f = [X,Y] F f fir alle f € &(V) und somit LxY = [X,Y].
Wir haben dabei folgende Beziehungen benutzt:

goF.=g+e(Xtyg) (1.250)
(DO)Y + f=Y F (foW) (1.251)
Yle) - f=XFf)od (1.252)

Wir wollen den Inhalt dieser Beziehungen noch deutlicher in Betracht nehmen
und die auftauchenden ,, Typen* mathematischer Objekte klarstellen.
Zunichst sei
&:U — d(U)

eine Abbildung von Mannigfaltigkeiten und
Y € Der(&(2(U)), E(2(V)))

sowie f € E(P(V)).
Es ist dann
Yotk f=(YFflode &),

also
Y|s € Der(E(P(U)), E(D)).

Man kann also Y|g als ,, versetzte Derivation“ oder als ,,versetztes Vektorfeld“
bezeichnen.
Weiter sei
UV uV)

eine Abbildung von Mannigfaltigkeiten und
Y € Der(E(V), E(W))

sowie f € E(W(V)).
Es ist dann
(DY f=YF(foW)ec&W)
also

(DP)Y € Der(E(W(V)), E(W))

also auch ein ,,versetztes Vektorfeld“.
Die beiden Ausdriicke oben, Y |r. und (DF;)Y, sind also fiir Y € Der(E(V), E(V))
jeweils aus Der(E(F.(V)), E(V)).
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1.1.71 Die Projektion einer singuliren quartischen Fliche von
einem ihrer Knotenpunkte. Dienstag 19.04.2022

Es sei X C P? eine Fliche vom Grad 4 mit einer Knotensingularitit in P € X.
Es ist also, wenn man P = (0 : 0 : 0 : 1) annimmt, die Gleichung
f(z,y,z,w) = 0 der Fliche von der Gestalt

f=w2u2+2wU3+U4

wobei ug, us, uqg homogen in x,y, z von den Graden 2, 3,4 sind.

Wir projizieren vom Punkt P in die unendlich ferne Ebene w = 0 mit der
Abbildung F : (z,y, z,w) — (x,y, z) und betrachten als Bild von X unter F'
das Bild seiner Kontur unter der Projektion F', also alle x,y, z, fiir die es ein
w gibt, so dafl f(z,y, z,w) = 0 eine mehrfache Nullstelle in w hat.

Diese werden also gegeben durch

1 = discy, f
Man rechnet aus, daf3
Y = 4(ug ug — u3).

Wir koénnen also eindeutig zuordnen
2 _ 2
w Uy +2wWus + ug =Y = Uz ug — U3

Dabei schneidet uy die Form ws in 6 Punkten, diese sind auch der komplette
Schnitt von us mit ¢, treten also jeweils doppelt zéhlend auf. Die Quadrik
ug beriihrt also ¢ in 6 gemeinsamen Punkten, sie ist, wie Rohn sagt, eine
Beriihrquadrik.

Bemerkenswerterweise kénnen wir aber auch aus der Kenntnis von (g, us),
also einer ebenen Sextik und einer Berithrquadrik us zwei Formen vz, v4 in
x,, z rekonstruieren, so daf} ¥g = 126 mit

7 2
e = Uz Vg — V3

wird. Dies kann, nach Rohn, in co” Weisen geschehen.
Man beginnt mit den 6 Punkten

9p=Py,...,Ps

in denen us die Sextik 1g beriihrt und legt eine Kubik v3 durch diese Punkte.
Dies kann wegen % = 10 — 6 = 4 auf oo* Weisen geschehen. Die Kubik v3
schneidet g noch in 12 weiteren Punkten

19Q :Q17~~7Q12
6-5

Durch die Punkte ¥¢ legt man dann eine Quartik vy, dies ist wegen =52 =
15 — 12 = 3 auf co® Weisen méglich.
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Es ist also
us Nvy =Ip
ve Nz =Y¢
vs N =Jp +q
Weiter ist

ug N = 20p

nach Annahme.
Untersucht man vy N g so ergibt sich durch Einschieben von v, daf

vg Nh 2D (vaNv3) N (V3 Nabg) = 200 N2(Ip +Vg) = 29¢,

aus numerischen Griinden also sogar Gleichheit.
Es ist also 1 N (ugv4) = 2(9p + Jg) = 20 und auch 16 Nv3 = 29, so daB

Y6 N (ugvy — v3) = Y N b = 20.
Da deg(2¢9) = 36 folgt aus der Betrachtung von

g — Mg = 0,
daB 15 = \o¥s.
1.1.72 Darstellung eines Morphismus als Projektion. Sonntag
08.05.2022

Es sei f : X — S ein beliebiger Schemamorphismus von k-Schemata. Dann
ist

X=2It CX xS
wobei die abgeschlossene Immersion

I'f: X - XxS8

wie iiblich durch p; o I'y = idx und ps o I'y = f festgelegt ist und hier mit
ihrem Bild I'f(X) € X x; S identifiziert wird.

Es ist also f : X — S isomorph zu py : Iy — S.

Ist nun ¢ : X — P} eine Immersion, so ist auch

ig: X xp S = PL xS =P%
eine Immersion. Man hat also
I't = X x5, S = P§
und das Diagramm

X = Iy X %, S5 s P
f

P2
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1.1.73 Ein interessantes Macaulay2 Programm. Freitag 20.05.2022

Das folgende Macaulay2 Programm stammt aus einem Artikel iiber die BGG-
Korrespondenz. Fiir einen Modul M iiber dem Ring S = Klzo,...,z,] mit
der Darstellung

S(-1) & 8 - M =0

berechnet es die Matrix 6 der BGG-assoziierten Abbildung
My @ E 2 My @ E.

Die Matrix m besteht hier aus Eintrégen, die linear in xg, ..., x, sind, und es
ist somit

My = Sj = K*

M, = coker(Sg ™ 8%)
Es ist

St =axoKb+ - 4 2, K?

Ist m = zgmo + -+ + z,m, mit m; € Hom(S, S%), so ist jacobian(m) in
Macaulay 2 als

mo

mq

Mnp

also als Abbildung von K nach K("tD? definiert.

Um das Programm unten richtig zu verstehen, muss man erkennen, daf
es im Prinzip die Abbildung Homg (0, K') berechnet, also alles dualisiert und
damit die Matrizen transponiert.

Aus einem Kokern, wird damit ein Kern und man hat

0 — Hom(My, K) — Hom(S?, K) = K +Db 220 o (se. K) = Ko,

il : symExt = (m,E) ->(

ev := map(E,ring m,vars E);

mt := transpose jacobian m;

jn := gens kernel mt;

q := vars(ring m)**id_(target m);

ans:= transpose ev(g*jn);
--now correct the degrees:
map(E"{(rank target amns):1}, E"{(rank source ans):0}, ans));
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1.1.74 Ein Problem aus math.SE. Freitag 10.06.2022

Es sei R = Cl[[z,y, z,w]], der Ring der formalen Potenzreihen. Ist dann das
Ideal
I= (" —2*) +w’ y?(y" —a*) +27)

in R prim?

1.1.75 Zerlegung eines Dreiecks in gleichschenklige Dreiecke.
Donnerstag 16.06.2022

Bundeswettbewerb Mathematik, 1.Runde, 2013, Aufgabe 2:

Kann man jedes Dreieck in genau 5 gleichschenklige Dreiecke zerlegen?

Ich behaupte: Es gibt Dreiecke, fiir die dies unmoglich ist.

Beweis(idee). Um dies zu zeigen, wird fiir jede topologisch mogliche Zerlegung
die Anzahl ihrer Freiheitsgrade bestimmt, die sich aus der freien Wihlbarkeit der
Léngen bestimmter Streckenabschnitte in der Zerlegung ergeben.

Ist weiterhin ein Dreieck ABC mit Kantenlingen a, b, ¢ gegeben, so ist die Be-
dingung der Gleichschenkligkeit durch das Polynom

(a—b)a—c)(b—c)=0

gegeben. Man hat also in der Zerlegungsfigur 5 solche Bedingungen, die die Anzahl
der Freiheitsgrade um 5 reduzieren. Hat die Zerlegung also weniger als 8 Freiheits-
grade, so verbleiben 2 oder weniger Freiheitsgrade.

Der Raum aller Dreiecke hat aber 3 Freiheitsgrade, es muss also in diesem Fall
Dreiecke geben, in der Tat eine offene Menge im Raum aller Dreiecke, fiir die es
keine Zerlegung des betrachteten topologischen Typs gibt.

Wir betrachten exemplarisch einen moglichen Zerlegungstyp:

B

A

Es sei ABC ein allgemeines Dreieck, A der Koordinatenursprung, B auf der
Ordinate und C als Punkt in der Ebene A2 frei wihlbar.
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Zusammen 3 Freiheitsgrade, wie erwartet. Die Wahl von P auf AB liefert 1
Freiheitsgrad, ebenso die Wahl von @ auf BC und R auf AC und schliellich S auf
PR. Zusammen 7 Freiheitsgrade.

Zieht man die 5 Bedingungen der Gleichschenkligkeit ab, so bleiben nur 2 Frei-
heitsgrade iibrig — es gibt also nach obigem Dreiecke, die nicht nach diesem Typ in
gleichschenklige Dreiecke zerlegt werden kénnen. In der Tat trifft dies sogar auf das
generische Dreieck zu.

1.1.76 Hom6omorphie benachbarter Fasern. Sonntag, 17.07.2022

Esseip: A=A xS — S mit S =A% — V(g) die kanonische Projektion
und X C A ein abgeschlossenes, reduziertes Unterschema von A, beschrieben
durch r Polynome

fi(xl,...,xn,al,...,am):O

und die Ausnahmemenge V(g) C A" sei durch ein Polynom g € Clay, ..., an)
beschrieben.

Es sei weiter ¢ : X — S die Einschrinkung ¢ = p|x von p.

Dann ist p(X) eine konstruierbare Menge in S. Wir nehmen an, daf§ p(X)
dicht in S ist, also S — p(X) C Y mit einem abgeschlossenen ¥ C S und
dimY < dim S.

Wir bezeichen mit der Bezeichnung X fiir die Faser iiber s € S auch die
Punktmenge

X, = X (C) =q *(s) C AL

aufgefafit als analytische Varietédt oder auch als topologische Varietét in der
euklidischen Topologie fiir A¢. Analog sei

AL =p7i(s) = AL.

Theorem 1.1.9. Mit obigen Annahmen gibt es ein abgeschlossenes D C S so
daf$ fiir jedes s € W = S — D eine offene Kugel B C W mit s € B mit fol-
gender Eigenschaft existiert: Es gibt fiir jedes s' € B einen Homdmorphismus

Voo q t(s) = q (s

wobei ¢~ 1(t) = X;(C) die unterliegende Menge komplezwertiger Punkte sein
soll.

Um dieses Theorem zu beweisen, formulieren wir eine stirkere Variante:

Definition 1.1.5 (K). Es sei X, S wie oben, und es sei (U;) eine Uberdeckung
von X mit disjunkten konstruierbaren Mengen.
Es gebe eine endliche, disjunkte, konstruierbare, tiberdeckende Verfeine-
rung
Vi € Uigy)
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und es moge gelten: Man kann ein abgeschlossenes D C S wdhlen, so dafs fiir
jedes s € W = S — D eine offene Kugel B C W mit s € B existiert, sodafl
sich jede stetige Abbildung

Yv:1— B

mit I =[0,1] CR und ¥(0) = s sowie (1) = s’ zu einer stetigen Abbildung
Ul x A} — A%
liften lafit. Diese mdge erfiillen

1. Es ist p(¥(t,x)) = (t). Wir schreiben — insbesondere weiter unten in den
Beweisen — wenn 1 implizit mitgedacht ist, einfach auch [t] = () € S.
2. Die Abbildung Wy = W(t,—) ist fir jedest € I ein Homéomorphismus

Wyt AT — ATy,

8. Die Abbildung Wy, eingeschrinkt auf X, ist ein Homdomorphismus W :
Xy — X[t] .
4. Es ist
Wt(% n XS) = ‘/j N X[t]

das heif$t, die ¥, respektieren die Aufteilung in Vj.
Ist dies alles erfiillt, so sagen wir, daf (X,U;, A%) die Eigenschaft K hat.

Das stiarkere Theorem lautet dann

Theorem 1.1.10. Ist (X, U;, A%) wie oben. Dann hat (X,U;, A%) die Eigen-
schaft K.

Lemma 1.1.28. Es sei (X, U;, A%) wie oben und es mégen alle (X,U;, A%™")
die Figenschaft K haben.

Ist X C A%, ein echtes Unterschema, so hat auch (X,U;, A%) die Eigen-
schaft K.

Beweis. Zuniichst kénnen wir nach Lemma N annchmen, daB nach Ubergang von
S zu 8" =S — D' und einem Koordinatenwechsel in A% folgendes gilt:
Die kanonische Abbildung

n n—1
m: A — Ag

liefert eine quasiendliche Abbildung 7 : X — 7m(X’), es ist also 7~ !(m(z)) endlich
fiir alle x € X.
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Bezeichnungen

Die Abbildung p : A§ — S sei die kanonische und ihre Einschréinkung p; : X — S.
Weiter sei p’ : Agfl — S die kanonische Abbildung.
Wir betten nun A% = A}v,l in P = IP’}M,I ein und nennen die kanonische
S S
Abbildung
7P =Pt x ART 5 ART!
Ebenso nennen wir p die kanonische Abbildung
p:P=Ptx AL =S

Weiter sei X der Abschluss von X in P. Es ist X N A% = X, es tritt also hochstens
der Punkt oo € P§ = S? in jeder Faser von 7 dazu. Die Fasern von X sind also iiber
#(X) auch endlich.

Wir nennen 7 die Einschrinkung von # auf X und

p: X =S

die Einschrankung von $ auf X.
Wir haben also vier Projektionen

p, b B P
von B
5 Pox Ay, X, Ay

auf S.

AuBlerdem drei Projektionen

T, W, T
von B
§ PexAyl, X

auf Agfl. -

Das Bild 7#(X) ist abgeschlossen in A%™", wir wollen es X’ nennen.
Konstruktion

Wir erweitern die disjunkte, endliche, konstruierbare Uberdeckung U; zu einer eben-
so benannten von X, indem wir die hinzutretenden Punkte co in den Fasern von m
in einer weiteren konstruierbaren Menge Us = U;s versammeln.

Es ist dann immer 7(U;) = V; eine konstruierbare Menge in X " und, das ist
entscheidend, man kann ein System von disjunkten konstruierbaren Teilmengen
Vi; € V; finden, so daB eine disjunkte Zerlegung von U; in konstruierbare Men-
gen U;; C U; existiert und 7(Us;) = Vj; ist, und sogar mehr, ndmlich

Uij = Vij X Fij

(als V;;-Mengen!) gilt, wobei F}; C P{ eine feste konstruierbare, endliche Teilmenge
von P ist. Es ist also Fi; eine endliche Menge von Punkten in P¢ 2 §2.
Man bilde nun eine geeignete disjunkte, endliche, konstruierbare Verfeinerung

(W) einer gemeinsamen endlichen Verfeinerung aller V;; in X'.
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Die Isotopien W}

Kraft Annahme iiber X’ gibt es also eine abgeschlossene Teilmenge D C S, so dafl
fir jedes s € W =5 — D und s € B C W eine Familie von Isotopien,

V=0 p T (s) > ALY
stetig in ¢, wie in Definition K eingefiihrt, existiert, fiir die deshalb
v (p' " (s) = (1)
(beachte [t] :== 9 (t) wie in Definition K eingefiihrt!) und auch
W (We N X5) = Wi N X[y
gilt.
Die Liftung 7

Nun ist aber tiber jedem w € W), die Faser ﬁfl(w) homoémorph zu der disjunkten
Vereinigung von bestimmten obigen Fj; , die wir in Gesamtheit dann Fj nennen.
Damit gibt es eine kanonische Liftung von U WenN X, = We N X['t] zZu

(T =1 wnx. 17 (We) N Xs = (Wi N XL) X Fr —

(Wk n X[/t]) X Fj = ﬁ'_l(Wk) N X[t]
die auf den Fasern F} die Identitat ist.“Da F} aus endlich vielen Punkten besteht,
ist 771 (W) — Wi eine triviale ,etale Uberlagerung® und die Liftung von ¥’ zu ¥°
ist eine ,,Homotopieliftung*.

Es ist also ~
U X, =p '(s) > P=PE x AL!

mit - ~

v (Xs) = X =0 ([t])
und es ist ~ B

U (Xs NUi ) = Xy N U
Man betrachte fiir letzteres eine Uberdeckung von #(U;;) mit W, und das Verhalten
von ¥y auf den Fasern Fy, O Fj; iiber den Wy .

Die Stetigkeit der Liftung Wy
Wir haben oben nicht bewiesen, daf3
W Xy x I — P& x AL

iiberhaupt stetig ist. Dies soll in diesem Absatz nachgeholt werden. Wir haben zu

zeigen, dafl fiir
V—r 00 —

(ZTv,t,) — (T, 1)

von Punkten Z,,% € X, und ¢,,t € I immer

Uy (T,) — UE(Z)
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gilt.

Wir nennen z;, = 7(Z,) und z’ = 7(Z). Da es nur endlich viele W; gibt, kénnen
wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, da§ x!, € W; fiir ein festes 4
und z’ € Wy, ist.

Nach Konstruktion von ¥y haben wir ja die Beziehung

FoWl =W,
und koénnen schreiben
U Xy x I —PEx AR w0 = (0, 0)) (1.253)

mit einer Abbildung ~
U Xo x I — PL
Ist p die Kardinalitdt einer Faser von 7 iiber Wj und ¢ die entsprechende Kar-
dinalitédt iber W;, so gibt es Elemente

2V, 2w
iiber ' und Elemente
Lz

iiber x,,.
Wir nehmen an, daf} z, (b — =z, und (1) = 7 mit den obigen Z,, ¥ ist.
Die 2. definieren stetige Abbildungen

D) I —PE, ) = & ()

die durch Liftung der stetigen Kurven ¢ — 117{(7?(9?5,”))) gegen die etale Uberlagerung
7_1'71(Wi) — W, entstehen.

Ebenso entstehen durch Liftung von ¢ — & (7(Z*)) gegen die etale Uberlagerung
Wﬁl(Wk) — Wj, die stetigen Abbildungen

FO 1P Y0 =8 @)

Ebenso wie die Startpunkte nennen wir

f)y = 1P, folt)= )

Wir haben die behauptete Stetigkeit von ¥y also schon gezeigt, wenn wir zeigen
konnen, daf3

lfolte) = f)l< e (1.254)
fiir v > N. wird. Es ist ja nach unseren Annahmen ((1.253))

T (30) = (o (1), Ve (7(30)))
v (z) = (F(t), ¥ (7(1))

und es ist ¥/ nach Induktionsannahme stetig.
Wir schreiben

|fo(te) = FOIS o (t0) = FE)FF () — F(B)]
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Da f(t) stetig ist, wird der zweite Term rechts fiir geniigend grosse v immer kleiner
als €. Wir miissen also dieselbe Eigenschaft nur noch fiir den ersten Term rechts
zeigen.

Wir werden dafiir zeigen, daf fiir geniigend grosses v immer

£ () = F(t)|< e

fiir alle t € I ist. Es kann sich also, fiir v grofl genug, f, () nie weiter als € von f(t)
entfernen.
Um dies zu zeigen, ziehen wir die endlich vielen polynomiellen Funktionen

H, :PtxAY'=C, a=1,....M

heran, die X definieren. Fiir sie gelten also die Beziehungen
Ho(fO (1), % (7(2)))

Ha( 1(/a)(t)7g/t/(7(7’/)))

Da I kompakt und ¥ stetig ist kénnen wir annehmen, daf fiir jedes § > 0 ein Nj
existiert, so daf} fiir v > N; die Beziehung

(1.255)

0
0 (1.256)

|7 (7(2)) — ¥ (7(Z))|< 0 (1.257)

fiir alle ¢ € I erfiillt ist.
Wir schreiben die Beziehungen (1.255) und (1.256) abkiirzend als

Ho(u,a) =0 (1.258)
Ho(v,a,) =0 (1.259)

Wiahlt man v > N,_, so kann man
la —a,[< pe

annehmen und damit fiir jedes «, daf fiir jede Nullstelle v' mit Ha,(v',a,) = 0 eine
Nullstelle v’ mit Hq(u',a) = 0 existiert, fiir die

() I —u]<e

ist. Dabei geht € mit p. gegen Null und fiir jedes vorgegebene € kann ein passendes
pe und damit auch ein passendes N,_ gefunden werden.

Man betrachtet jetzt zunéchst fiir « = 1 einen vollstdndigen Satz stetiger, in
t analytischer Losungen z((t) von He (29 (t),a) = 0. Diese muB es geben, da a
polynomiell in ¢ ist.

Fiir ein gegebenes 6 > 0 sei

Iy={tel| (1;12;1|z(i)(t) —29D@))) > 6}

Es ist Iy, D Iy fiir ' < 6 und mit 6 — 0 geht I gegen I.
Wihlt man nun oben v > N, so dafl € < 6/10 ist, so mufl wegen (x*) stiickweise
intel
() = 20 (D)< e
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fiir ein stiickweise immer gleiches ¢ gelten. Da es nur endlich viele Abschnitte von
29 (t) iiber den Intervallen aus Iy gibt, kann man die gesamte Folge f, (t) in endlich
viele Teilfolgen g% (¢) disjunkt zerlegen, so daB jedes g"® (t) gleichm#Big gegen

ein g(j’o‘)(t) konvergiert, fiir das

Hao(g"™(t),a) =0

ist. Geht man dann mit jedem gl(,j’a)(t), das ja eine Teilfolge des urspriinglichen
fu(t) ist, nacheinander in @ = 2,..., M hinein und teilt jeweils gem&8 der obigen
Uberlegung in weitere Teilfolgen auf, so hat man am Ende eine disjunkte Zerlegung

von f,(t) in Teilfolgen gl(,k>(t) die gegen g(k>(t) konvergieren, so daf3
Ho(g™(t),a) = 0

fir alle o =1,..., M gilt.

Nun sind aber die gemeinsamen Nullstellen aller H, (u,a) = 0 eben die f®(t).
Es ist also jedes g*)(t) gleich einem f®)(t).

Aufgrund der Anfangsbedingungen bei ¢t = 0, wo

fo(0) Z==5 £(0)

konvergiert, ist aber jedes dieser f®)(t) in Wirklichkeit gleich f(t) = fM(t). Es
konvergieren also alle betrachteten Teilfolgen gl(,k) (t) von f,(t) in Wirklichkeit gegen
dasselbe f(t) und damit auch f,(¢) gegen f(t).

Damit ist aber

@) — fu(®)|< e
fiir v > N/ gezeigt und der Beweis der Stetigkeit von (¢,Z) — ¥y (Z) erbracht.

Die Liftung W
Es ist plausibel, da8 man diese Abbildungen ¥ : X, — X [ auch zu einer Familie
W, p (s) D Xy — P=Pt x ALT!

mit T (5" (s)) = p~'([t]) erweitern kann.

Dazu erweitert man die Bewegung der endlich vielen z € 7~ '(z') € P¢ fiir
x’ € X! unter ¥} stetig zu einer Bewegung von ganz P¢.

Damit ist allen z € $'(s) mit ' = 7(2) € X, Rechnung getragen. Fiir die
iibrigen gelte:

Die z € # '(2') = P{ fiir 2’ = 7#(z) € p'"'(s) — X} bleiben in ihrer Faser P¢
fest, werden aber in die Faser #~!(¥/(z")) verschoben.

Fiir ein u € p~!(s) gilt dann immer

F0(u) = W (7 (u)).

Diese Abbildung ¥, respektiert auch die Us;, weil ¥y das tut.
Es ist also !pt(Uij N XS) = U»;j N X[t].
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Die Liftung ¥/

Die Einschrankung ¥;" = (¥)|,-1(,) ist also die gesuchte Familie von Isotopien aus
Definition K, die nachweist, da8 (X, U;, A%) mit der Verfeinerung (U;; N A%) die
Bedingungen von Definition K erfiillt.

Das folgende Lemma ist nichttrivial:
Lemma 1.1.29 (A). Das Schema X = A% besitzt die Eigenschaft K.

Das folgende Lemma entspricht einer Form der noetherschen Normalisie-
rung:

Lemma 1.1.30 (N). Es sei X C A% wie oben. Dann ist entweder X = A}
oder man kann nach einer linearen Koordinatentransformation der x1,. .., Ty,
mit Koeffizienten in C annehmen, dafi die kanonische Abbildung

AT n—1
T A — AY

eingeschrinkt iber 8" = S — D' mit D' C S, abgeschlossen, eine quasiendliche
Abbildung 7 : Xg — X5 = n(Xg) induziert.

1.1.77 Eine Aufgabe aus der British Mathematical Olympiad
2009. Freitag 22.07.2022

Finde alle ganzzahligen Lésungen von
Va+ Vb =+/2009. (1.260)

Quadrieren liefert
a+b+2Vab = 2009

also
(a+b—2009) = 4ab (1.261)

Wir haben also eine quadratische Gleichung Q(a,b) = 0 mit einer bekannten
rationalen Losung a = 0,b = 2009.

Es ist eine bekannte Tatsache, dal dann alle rationalen Losungen a, b von
Q(a,b) = 0 als Schnitte von Q(a,b) = 0 mit den Geraden durch (0,2009) mit
rationaler Steigung, also den

b=2009 —pa (1.262)

erhalten werden, wenn p alle rationalen Zahlen durchlauft.
Setzen wir (1.262) in (1.261) ein, so ergibt sich

(1 —p)?a® = 4a(2009 — pa)

also nach Division durch ¢ und Umstellen
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(1 —l—p)2 a=4-2009 = 8036
also

8036
(1+p)?

und damit auch a > 0.
Setzen wir p = r/s mit teilerfremden ganzen Zahlen r, s, so folgt

(r+s)%a = 8036 s*

Da r, s teilerfremd, ist auch s, + s teilerfremd und s? teilt die ganze Zahl a,
also a = m s2 mit m ganzzahlig. Es folgt

(r + s)*>m = 8036

Es kann also d = r 4+ s nur ein quadratischer Teiler von 8036 sein. Weiterhin
muB in (1.262) wegen a > 0 fiir eine nichttriviale Losung immer p > 0 sein,
also entweder r,s > 0 oder r,s < 0.

Man braucht also nur fiir alle d? | 8036 und d > 0, also fiir

d=1,2,7,14

die 7, s > 0 mit d = r + s aufzusuchen (die —r — s = —d liefern keine neuen

p)-
Dann bildet man p(r, s) = /s und damit mogliche a = 8036/ (1+p)? sowie

b = 2009 — pa. Fiir diese kontrolliert man dann einzeln das Erfiilltsein von
(1.260).

Es ergibt sich als Losungsgesamtheit aller nichttrivalen und wesentlich
verschiedenen Losungen

(a,b) = (41,1476), (164, 1025), (369, 656)

1.1.78 Homoémorphie benachbarter Fasern 2. Sonntag 25.09.2022

Es sei X = Ag mit den Koordinaten z; und S = Ay’ mit den Koordinaten sy,.

Weiterhin seien
Pj (:L’i, Sk) =0

eine endliche Zahl von polynomialen Gleichungen mit reellen Koeffizienten.
Wir bezeichnen fiir s = (s9) € S die gemeinsame Nullstellenmenge aller

Pj(xi,sg) =0

in X mit F,.
Es gilt dann folgender Satz
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Theorem 1.1.11 (Thom). Es gibt eine echte algebraische Teilmenge K C S,
also

K =V((gv(sk))v)

mit Polynomen
9v(sK) €ER[s1,...,8m],

so daf$ fiir s,t aus der selben Zusammenhangskomponente von S — K immer
Es homoomorph zu Ey ist.

Man iiberlegt sich leicht, dafl in dem Theorem immer durch Abschwichung
K =V(g(sk)), also als eine Hyperfldche in S gewihlt werden kann.

Anmerkung 1.1.12. Die Menge K C S ist eine weitreichende Verallgemeine-
rung der Diskriminante disc, P fiir ein Polynom

P(x,sl,...,sm) :xm{»slxm*l 4+ s,
Wir kénnen aus dem obigen Theorem folgendes starke Korollar ableiten:

Korollar 1.1.4. In obiger Situation gibt es endlich viele semialgebraische
Mengen S, C S, so daf8 fiir s,t € S, immer Es homdomorph zu Ey ist.

Beweis. In der Situation oben sei K = V(g(s1,...,8m)). Durch lineare Transfor-
mation kénnen wir g immer in die Form

g(s1,..-,8m) =st +ast 4 tag
bringen, wobei die a, Polynome in s1, ..., Sm—1 mit reellen Koeffizienten sind.

Es sei S, C S’ die semialgebraische Menge der (s1, ..., Sm—1) liber denen genau
e Losungen sk, ..., s, von g(s1,...,8m—1,8m) = 0 liegen.

Daf} dies eine semialgebraische Menge ist, zeigen wir, indem wir uns iiberlegen,
daf3 S;e, die Menge aller (s1, ..., Sm—1) iiber denen mindestens e Lésungen sk sf,;
von g(s1,...,8m—1,8m) = 0 liegen, auch eine semialgebraische Menge ist.

Dazu bilden wir ein affines X’ mit den Variablen

91,...796,y1,..,,yefl,ul,..wueq

sowie ein affines S’ mit den Variablen s1, ..., sm,_1. Als Gleichungen P; nehmen wir
die (1.263). Unter induktiver Anwendung des Korollars fiir diese X', S’ finden wir
eine Aufteilung von S’ in endlich viele semialgebraische S, . mit E,, homdomorph
E,, fir s',t' € S, .. Wir vereinigen alle S/, . mit nichtleerem E, fiir s’ € S’ . und
erhalten das semialgebraische S%..

Zuriick im Hauptgedankengang, auf den wir oben vorgegriffen haben, fithren
wir Unbestimmte 601,...,0. und y1,...,ye—1 SOwWie u1,...,u.—1 e€in und bilden die
Gleichungen

g(s1,-..,8m-1,0:) =0 i=1,...e

01 =0;+yi, i=1,....,e—1 (1.263)
1—uiy¢:0 i=1,...,e—1
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Die gemeinsamen reellen Nullstellen von (1.263) fiir feste s1, ..., 8m—1 € S, sind alle
Nullstellen 6; < --- < 6. von g(s1,...,Sm—1,—) = 0 nach der kanonischen Ordnung
auf R geordnet.

Wir nehmen nun fiir ein festes 1 < v < e noch die Gleichung

0, = sm

hinzu. Diese Gleichung und die Gleichungen (1.263) nehmen wir zu den P;(x;, sx) =
0 hinzu und erweitern X zu X' mit den zusétzlichen Koordinaten

01,...,Ge,yl,...,ye_l,ul,...,ue_l,sm.

Den Raum S #ndern wir ab zu S’ mit den Koordinaten si1,...,8m_1.

Nach Induktion iiber m gibt es dann fiir jedes 1 < v < e ein endliches System
von semialgebraischen Mengen S, .. C ', so daB fiir s',¢' € S, .. immer E.,
homémorph Ey ist, wobei E., C X’ die Nullstellenmenge der P; und der neu hin-
zugenommenen Gleichungen im affinen Raum der Variablen x;, 0;, yi, ui, sm fiir ein
festes s’ € 9’ ist.

Ein solches E/, mit s’ = (s%,...,5%_1) und (s?,...,5%,_;) € S. ist aber iso-
morph zu 2°7! disjunkten Kopien (entsprechend den 2¢~! méglichen Vorzeichen-
wahlen der y1,...,ye—1) des urspriinglichen E fiir s = (s?,...,5% _1,0,) € S wobei

g(s(l)a' . '78(7)n7170V) = 07

also s € K gilt und s im, von unten her gezihlten, v-ten Blatt von V(g) iiber
A(sl,.“,sm,l) hEgt

Da fiir zwei topologische Raume X und Y stets X =2 Y genau dann ist, wenn
XO" 2 yY® wo X®" und Y®" fir die disjunkte Vereinigung von n Kopien von X
und Y stehen, klassifizieren die S, , . auch die Homomorphietypen von FE.

Wir nennen nun Sy,n.. C S das semialgebraische Bild der semialgebraischen
Menge T, unter

(S15v s Sm—1,8m, 01, .., 0c, Y1,y oy Yer1, Uty .-y Ue—1) > (S1,. .., Sm)

wobei

die Menge der der (S1,...,8m—1,8m,01,---,0e,Y1,-« Ye—1,U1,...,Ue—1) ist, die
(1.263) und sm = 6, erfiillen, und fiir die (s1,...,8m—1) € Sy, 4, NS¢ ist.
SchlieBlich bilden wir noch die semialgebraischen Mengen Sz C S, die den Zu-
sammenhangskomponenten von S — K = S — V(g) entsprechen.
Die Gesamtheit der
Sv.a,e, 58 C S

ist die gesuchte endliche Zahl von S, C S aus dem Korollar.

1.1.79 Deformation von abgeschlossenen Unterschemata. Sonntag,
16.10.2022

Es sei D = k[g]/(€?) mit der kurzen exakten Sequenz

(¥) 0=2k>D—=k—=0
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Weiter sei ¢ : ¥ C X ein abgeschlossenes Unterschema eines k-Schemas X
vom endlichen Typ.

Eine Deformation von Y als abgeschlossenes Unterschema von X ist ein
abgeschlossenes D-Unterschema

YCXx,D=X'

flach {iber D, fiir das Y/ xp k =Y ist.
Die so definierten Y’ C X’ stehen in einer 1-1-Bijektion mit

H°(Y,Homo, (Jy /Iy, 0y)) = H(Y, Ny |x)
wobei Jy die Idealgarbe von Y in X ist, also
0—=+Jy +0x =+1,0y =0

fiiri: Y — X ist.
Die obengenannten Deformationen werden also durch die globalen Schnitte
der Normalengarbe Ny |x beschrieben.
Tensoriert man die Sequenz (%) mit der exakten Sequenz von D-flachen
Garben
0—=Jy, > 0O0xr — Oyr —0

so entsteht das Diagramm

0 0 0

b

0—0y — 0y —= 0y —0

bt

0—0x —=0x—0x —0

[

0 jy Jy/ jY 0
bt
0 0 0

Beschriinken wir uns auf X = Spec(A4) und Y = Spec (A/I), sowie X' =
Spec (A”) und Y’ = Spec (A’/I"), so wird daraus
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0 0 0 (1.264)

I

0—=A/T X A/ s AT —0

R

0 A ?’ A 0
0 aj N a[’ d QT’ 0
(N
0 0 0

Die mittlere waagrechte Sequenz splittet durch ein
T:A—-ABA

mit porT =1idy.
Diese Splittung induziert einen A-Morphismus

§:1— A/ € Homa(I,A/I)
Man betrachte dazu die Abbildung
§ =poroa”

Es ist p/ 0§’ = 0, also 143t sich 8’ = A\ o § als Definition von § schreiben.
Wir werden zeigen, dafl auch umgekehrt zu jedem solchen Morphismus ein
Diagramm (1.264) konstruiert werden kann, welches dann das zu ¢ zugehérige
Ideal I’ () enthiilt.
Wir werden weiter sehen, dafl die so definierten Zuordnungen

5« I'()
zueinander invers sind und damit die méglichen I’ (also die Jy+) durch

Homyu (I, A/T) = Hom(I,Homu(A/I, A/I)) =

=Homu(I ®4 A/I,A/T) =Homa(I/I?, A/I) =Homy,(I/1? A/I)
(1.265)

klassifiziert werden. Damit ist die obige allgemeine Behauptung fiir den affinen
Fall gezeigt. Dafi sie allgemein gilt, liegt an der Vertriglichkeit aller Aussagen
mit der Lokalisierung A — Ay fiir f € A.

Um nun von § nach I’(d) zu gelangen betrachten wir die exakte Sequenz

(A) 0-I—-A—A/I—0

wenden Hom 4 (7, —) an und betrachten einen Ausschnitt aus der langen ex-
akten Sequenz, nadmlich
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Hom (I, A/I) — Ext} (I,1)
Ist § € Homu (I, A/I) gegeben, so entspricht I'(§) der Erweiterung in
0=>1—=TI()—=I—0

die zu dem Bild von ¢ in Ext} (I, ) gehort.
Um diese konkret zu konstruieren, betrachten wir die Sequenz

0-Q—-A"5T-0

die aus einem System von Erzeugern f1,...,f, € I von I entsteht. Aus ihr
entnehmen wir durch Anwendung von Hom 4 (—, I) die Beziehung

Ext! (I,1) = Hom4(Q, )/ Hom4 (A", I)
Wir haben dann das Diagramm

0—>1 A A/ —=0 (1.266)

1

Ist also J gegeben, so ist v das Bild von & in Ext}(I,I) dargestellt als
Hom4(Q,I)/ Hom(A",I).
Aus diesem konstrieren wir I’(d) als Push-Out

0—1—I1®gA"—1—0 (1.267)
0—Q AT I—0

Es ist also
I'0)=IT®g A"

Die Abbildung o : I &g A” - A® A = A’ wird auf I durch
aoXN =Xod

gegeben.

Die Abbildung A” — I ©g A" <> A® A = A’ ist die Summe der Abbil-
dungen Toa’” o und Aoo.

Anders gesagt: Ist 6 : I — A/I gegeben und I = (fy,..., f.) sowie

fi+tI=6(f)+1
mit f;, f € A, so ist

I/((S) = (fl +‘€f{7"'7fr+‘€f7l‘)
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als A’-Ideal und

I'O)=(frtefi,-- frtefief,...efr)

als A-Modul.

Die Beziehung §(I'()) = § ist mit den oben definierten Abbildungen leicht
nachzurechnen.

Wir wollen jetzt einsehen, dafl die Abbildungen I’ — § — I'(§) wieder auf
I'(§) 2 I fithren.

Wir konstruieren dafiir ein Diagramm

0—>1 r I—=0 (1.268)

R

0—Q—=A"">T—>0

Um 6 zu konstruieren fassen wir die Sequenz (A) als die linke Spalte in (1.264)
auf und setzen

0 =(—n: A" = A

Dabei ist
n=Aoco

und ¢ erfiillt
Bol=MNNodom

Es ist dann
Bobl =0

und ¢’ faktorisiert durch I’ — A’ zu einer Abbildung 6 : A™ — I'.
Man rechnet mit einiger Miihe nach, da§ das Diagramm (1.268) mit dem
so definierten 6 wirklich kommutiert und iiberdies

0 — Hom(I', X) — Hom(I, X) & Hom(A”, X) — Hom(Q, X)

fiir einen beliebigen A-Modul X gilt. Es ist also I' = I &g A” = I'(J), wie
gefordert.

1.1.80 SL3(Z) — SL2(Z/N7Z) ist surjektiv. Samstag, 22.10.2022

(1) 3= (1)

fiir a,b,c,d € Z die kanonische surjektive Abbildung von

Es sei

Mat(2 x 2,Z) — Mat(2 x 2, Z/NZ).

Proposition 1.1.23. Ist A € SLy(Z/NZ) so kénnen wir ein Urbild unter
dieser Abbildung in SLs(Z) finden.
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Beweis. Wir wihlen zunéchst irgendein Urbild a, b, ¢, d € Z. Es ist dann
(x) ad—bc=1+mN
fiir irgendein m € Z. Sind a, b teilerfremd, also
ra+yb=1,

so setzen wir
d=c+ymN, d=d—zmN

und erhalten
ad —bc =ad—bc—azxmN —bymN = (1+mN) —mN =1

Es bleibt zu zeigen, dafl fiir gegebene a,b, ¢, d, die () erfiillen, stets ein r € Z
gefunden werden kann, so dafl a,b+ rN teilerfremd sind.

Seien dazu qi, ..., q: die Primteiler von a. Dann ist niemals ¢; ein Teiler sowohl
von b als auch von N.

Wihle also r nach der Bedingung

b+rN=1(g) =r=N""(1-b)(q)

fiir ¢; /N und r = 79(¢;) mit beliebigem r¢ € Z fiir ¢;| N
Es ist dann
b+ N % 0(q:)

fiir jedes ¢;|a und damit a,b+ rN teilerfremd.

1.1.81 Das faserweise Flachheitskriterium. Samstag, 29.10.2022

Es sei f : X — S ein Schemamorphismus lokal noetherscher Schemata und
F ein Og-flacher kohirenter Ox-Modul. Es sei p : Xy, — X die kanonische
Projektion und p*(F) flacher Ox_-Modul fiir alle s € S.

Dann gilt

Theorem 1.1.12. Unter den obigen Annahmen ist F ein flacher O x-Modul.

Wir konnnen diese Aussage auf den folgenden affinen Fall zuriickfithren:
Es sei A — B ein lokaler Morphismus noetherscher lokaler Ringe und M ein
A-flacher endlich erzeugter B-Modul.

Fiir den Restkorper k4 haben wir das Diagramm

75,
N
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und es sei p : Spec (B ®4 ka) = Spec(B’) — Spec (B) die Abbildung p =
Spec (¢).

Wir nehmen dann an, daf3

p'(M)=M®@pB' =M®p (BRaka)=M®aka

ein flacher B’ = B ® 4 ka-Modul ist.
Dies ist nach dem lokalen Flachheitskriterium dquivalent zum Verschwin-
den der héheren Homologien im Komplex p*(M) @k, kp:. Es ist

kg =p*(kp) =k ®a ka
so dafl wir die Beziehung
p (M) @5, p*(kp) = (M @4 ka) @5, (kp @4 ka) ~ 0

haben, wobei — ~ 0 das Verschwinden der h;(—) fiir ¢ > 0 bedeuten soll.
Da M auch A-flach ist, folgt

ML ka=M@4ky

Wir haben also in der derivierten Kategorie

(D) X*=(M&%5ka)®F (kp ®aka)~0
Der Funktor

M (M ®4ka) @p (kp @4 ka) =p" (M) @p p*(kp),
aus dem (A) abgeleitet wurde, kann aber auch anders umgestellt werden:
p*(M)®@p p*(kp) = (M ®p B') ®p (B' @p kp) =
=(M®pB)®pkp=M®p k@ B =

=(M®pkp)®p (BRaks)=(MQ@pkp @5 B)®4 ks =
(M®BkB) ®AkA:M®B (]CB ®AkA):M®B kB

Wir haben dann also in der derivierten Kategorie
Mehkg=X*~0

Also explizit
Tor?(M,kg) =0 fiiri >0

also nach dem lokalen Flachheitskriterium das gewiinschte: M is B-flach.
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1.1.82 Die mittlere Bettizahl einer glatten Hyperfliche im Pf.
Montag, 07.11.2022

Es sei X C PP{ eine glatte Hyperfliche vom Grad n im komplex projektiven
Raum der Dimension r.
Dann ist die mittlere Bettizahl von X gleich

rang Hr_l(X7 Z)=c(r,n) = ((n — 1)“’1 +(n-1) (—1)T_1)

1
n
Man bestimmt ¢(r,n), indem man zuniichst die iibrigen Bettizahlen aus dem
Lefschetzschen Hyperebenen-Theorem gewinnt und dann die Eulerzahl als

XX Z/XCTA(TX)

bestimmt. Dafiir zieht man die Eulersequenz von P¢. = IP, tensoriert mit Ox
heran
0= pR0O0x — Ox(—1>@(r+1) —0x — 0,

sowie die Konormalensequenz
O%JX/ﬁ(H.Qp@OX - Nx =0

mit der Ergénzung
Ix /% = Ox(-n)

Man dualisiert diese Sequenzen und benutzt dann weiter

(M) = c(P)e(Q)

sowie
c(Ox(d))=(14+dh), mith=c(0x(1))
fiir
0>P—>M-—>Q—0
und

[ atoxwy=n,

weil 7 — 1 generische Hyperebenen im P" die Hyperfliche X in n = deg X
Punkten schneiden.
Man erhélt so

Xx =c¢n
wobei ¢ der Koeffizient von h"~! in der Potenzreihenentwicklung von
(L+h)rtt
(I1+nh)

nach h ist.
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Fine andere Methode um die Eulerzahl der speziellen Hyperfliche
X, =V(xg+---+2) CPg
zu gewinnen, benutzt die Identitét
X(X) = x(Y) +x(X =Y)

fiir eine glatte projektive Varietdt X und einen Divisor ¥ C X (Eisenbud,
3264 & all that, Abschnitt 7.6).
Man betrachtet dafiir die Projektion

X, > H, =V(x,)CP™ 1 (wg:---:2.) = (2ot :ap_1)
Lokal ist sie (iiber D (zg) als Beispiel) durch

(y17~--,yr) — (yla--wyrfl)

gegeben. Man erkennt also aus der Gleichungen

T+l 44y =0 (1.269)
T4+l + -4y, =0 (1.270)

daB iiber V(z 4+ +ar_;) = X,_; C P""! jeweils genau ein Punkt von X,
liegt, iiber allen anderen Punkten von P"~! aber jeweils n.
Damit ergibt sich

X(IPT) = X(Xr) + X(PT - X’l“) (1271)
X(Xr) = x(Xpo1) +nx (P = X, q) (1.272)

Lost man diese Rekursion unter Beachtung von x(P") = r + 1 auf, so ergibt
sich ) .
n—1D"(1-n)"""—-1+(r+1)n
N PMLED AR il B}

Die Zahl ¢(r,n) = Xtop(X,), die man schliefllich gewinnt, ist, das wollen
wir zeigen, gleich der Anzahl der Lésungen von

(1.273)

no;=0 (mod1l), 0<a;<1l, o€Q, i=0,...,7
ZaiEO (mod 1)
i=0

also gleich der Anzahl der Lésungen von
Zwiz() (modn), 0<w;<n w;,€Z, i=0,...,r
i=0

Wir bezeichnen die Anzahl der Losungen von
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mit den obigen Nebenbedingungen fiir die w; mit d (r).
Es gilt dann die rekursive Beziehung

n—1

(L) dyp(r)=) di(r—1)
j=1
Es ist
d2(0)=0
d*(0)=1, firk#0 (mod n)

Man iiberlegt sich induktiv unter Benutzung von (A), dafi deswegen sogar
dyy (r) = dy,(r)

fiir alle k,1 Z 0 (mod n) und alle r > 0 ist. Wir nennen diesen Wert d7.°(r).
Man hat also wegen (A) die einfacheren Rekursionsbeziehungen

d(r)=(n—-1)d7°r —1) (1.274)
d70(r) = (n —2)d7;%(r — 1)+ d%(r — 1) (1.275)

Aus diesen leitet man induktiv
d7°(r) = dp(r) + (=1)"

ab.
Setzt man dies in (1.274) ein, so ergibt sich eine Rekursionsformel fiir dj, ()
aus der man die Ubereinstimmung mit ¢(r, n) induktiv ableitet.

1.1.83 Ein ungewdhnliches schematheoretisches Bild. Freitag,
11.11.2022

Es sei gefragt, ob es Schemata f : X — Y, so daB fiir das schematheoretische
Bild

Z =im f
als Teilmenge von Y gilt

[X)cz
gilt. Dabei stehe links der Abschluf3 des mengentheoretischen Bildes von X
unter f.
Es ist dafiir notwendig, da8 X nicht-reduziert und auch nicht noethersch
ist. Wir gewinnen so folgende Beispiele:
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Es sei X die disjunkte Vereinigung von
Xn = Spec (k[z]/(2")),

es sei Y = k[z] und f, : X,, — Y die kanonische, sowie f : X — Y die
induzierte Abbildung.

Es ist dann Z =Y aber f(X) = f,(X,) = V(z) als Menge.

Ein zweites Beispiel im gleichen Sinne ist

X, = Spec(Z/p"Z)

(fir p € Z, prim) und Y = Spec (Z) mit den entsprechenden kanonischen
Abbildungen. Hier ist wieder Z =Y und f(X) = V(p).

Ein drittes Beispiel, mit dimY beliebig, ist ¥ = Spec(A) mit einem
noetherschen lokalen Ring (A, my4) und

X, = Spec (A/m’}).

1.1.84 Neue Casas-Alvero Gedanken. Mittwoch, 16.11.2022

Man betrachte die Casas-Alvero-Matrix

+1
xTH i x5 @
2
xy g T5 T2
M amtl xm 22 x,
= m+1\ _m m\ m—1 2
(+11 )at ) (7)ay ) Dz 1
m m— m m—
( 2 ) 2 (2) 2 1 0
(") 2, 1 0 0
von der wir zeigen wollen, daf} sie fiir alle x1,...,x,,, nicht alle gleich Null,

vollen Rang m + 1 besitzt. Daraus wiirde die Casas-Alvero-Vermutung folgen.
Wir wollen kurz noch eine Verallgemeinerung der Casas-Alvero-Vermutung
einfithren. Es sei e, 4 der Vektor

d
"
T2

d
L,

e i)
ngz

G

()t

wobei in der unteren Hilfte 2§ mit e < 0 gleich Null und 2 = 1 gesetzt seien.
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Die normale Casas-Alvero-Matrix von oben ist dann

M = M(emm_,_l, €m,m>CEmm—1,---,Em 2, em,l)

Man rechnet in Beispielen aus, dafl fiir das Ideal ap; der Hauptminoren, als
Ideal in Q[z1, ..., x| aufgefat, gilt

Vanm = (.231,. .. ,J,‘m).
Diese Aussage ist natiirlich dquivalent zur Casas-Alvero-Vermutung.
Fiihrt man nun die Matrix

Md,m = M(em,da Em,ms Emm—1y-- -, em,l)

mit d > m + 1 ein, so zeigt sich experimentell, daf§ auch hier fiir das Ideal
an,,,, der Hauptminoren die Beziehung

1/aMd,m = (xl,...,xm)

gilt.

Interessant ist dies, weil die Matrix Mg, ,, zwei verschiedene Untermatrizen
Mg m—1 1esp. My, m—1 vom selben Typ enthélt, die man aus den letzten m
Spalten bei resp. Vertauschung der ersten beiden Spalten erhélt.

) Soweit also diese Vorbetrachtung, wir gehen jetzt noch einer anderen
Uberlegung nach: Man multipliziere M von links mit dem liegenden Vektor
aus 2m Elementen

(bl,...,b,n,b;+1,b§n+2,..., ﬂﬂm_l),b:ﬁi}n) (1.276)
Es entstehen m + 1 Polynome, die wir von links nach rechts mit

g7f17"'afm

bezeichnen.
In einer geeigneten Termordnung sind die fithrenden Terme von fi,..., fim
(nach Grad und dann lexikographisch geordnet)

fi=bpt 4+ (1.277)
Ja=bmym 1+ (1.278)
fn = b1+ (1.279)
Somit sind die fithrenden Terme von f1,..., f,, zueinander paarweise teiler-

fremd und bilden eine regulére Folge in

k[wl,...,xm,bl,...,bgm] :ng[l‘l,,l‘m] =A
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Also bilden auch fi,..., f;, eine regulire Folge in B (Proposition 15.15 in
Eisenbud, Commutative Algebra with a View towards Algebraic Geometry,
setze dort F' = S und M = 0).

Man bilde nun aus g ein g; mit

g1 :gf(a1f1+"'+amfm)a

so dafl g1 keine Terme mit b,,41, ..., by4m hat.

Dabei sind die «; geeignete Polynome aus A, deren genaue Form man
abliest, indem man in der Matrix M die linkesten, unteren m Eintrage zu Null
macht, indem man die Spalten 2,...,m + 1 mit den Vorfaktoren aq,...,am
abzieht.

Es ist dann also nach obigem Argument mit den Initialtermen sogar

glvflv"'?fm

eine reguldre Folge.
Es ist nun

Y =V(g, f1,-- s fm) = V(91, f1,- -+, fm) C Spec (B) = X

Da g1, f1,..., fm eine regulire Folge in B ist, besteht Y nach dem Macaulay-
schen Ungemischtheitssatz aus Priméarkomponenten Y7, ..., Y, mit

dimY; =dimX —(m+1)=2m -1

Weiterhin sind fiir alle z° = (29, ..., 2%,) die fi,..., fm eine regulire Folge
in
B®a k(z°)
Setzt man S = Spec (A), so heifit das, da jede Faser

Yy, =Y xg k(%)

hochstens die Dimension 2m — m = m hat.
Das Bild einer Primarkomponente Y; mit dimY; = 2m — 1 von oben ist
also entweder gleich S oder gleich einer irreduziblen Hyperflache

H= V(h(xla s 7xm))

in S. Dieses h miiflite dann aber alle Koeffizienten von by,...,b,, in g; teilen
(oder anders gesagt, diese Koeffizienten miifiten alle auf V' (h) verschwinden,
was intuitiv sehr unwahrscheinlich anmutet.

Es ist wahrscheinlicher, dal der ggT aller (oder sogar zweier beliebiger)
dieser Koeffizienten gleich 1 ist.
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1.1.85 Aufstieg und Abstieg bei Modulschemata elliptischer
Kurven. Sonntag, 11.12.2022

Es sei (M, T, Sm, E) das feine Modulschema zum vollen Level-m-Modulproblem
fiir elliptische Kurven iiber Z[1/m]:

E

Tm,Sm Clﬂ'

My,

Wir wollen daraus das feine Modulschema (M., Tmny Smn, B') fiir das Level-
nm-Modulproblem iiber Z[-L-] konstruieren.
Wir betrachten dazu das Diagramm

an
X1 p XQ
E M,, E
NN
E E

in dem alle Quadrate kartesisch sind. Die Abbildung p ist endlich etale.
Weiter setzen wir

1
mn
12
mn

T =V10wW1 =4q1

S =UV20wW2 = Q2

Mit dem kartesischen Diagramm

F—F
y 7
Tmn,;Smn K ) ™

" 17
Tmn i Smn

an I Mm

konstruieren wir sowohl E = E/ . als auch die Schnitte 7,1, Smn-

Es sei nun & — T eine elliptische Kurve iiber T' mit Schnitten 77,,,, s},

&

’

’
Tmn Smn
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Um das notwendige kartesische Diagram

I 5

&
’ ’
TonnSmn J{ Tmn,Smn
T

!
u
— M

zu konstruieren, beginnen wir mit dem Diagramm

e % . F ,
] [n]
]
oo le—2% g

Tm;Sm

um u und ¢ festzulegen.
Esist v’ : T — M,,, gegeben durch:

’r_ /

qou =¢ory,,
r_ /

q2°0u _¢Osmn

pou =u

Dafl v auch wirklich die Darstellungsabbildung ist, erkennt man am Dia-
gramm
E" E’ E

L

in dem alle Quadrate kartesisch sind. Es ist damit
u*(E') = (pu)"(E) =u"(E) = €

und v’ ist als Darstellungsabbildung v : T' — M,,,, nachgewiesen.

1.1.86 Ein Grundlemma fiir assoziierte Primideale. Montag,
26.12.2022

Es sei A ein noetherscher Ring und M ein A-Modul. Dann gilt
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Lemma 1.1.31. Es seip € Ass M und [ ¢ p sowie q 2 (p, f), minimal.
Dann ist q € Ass(M/fM).

Beweis. Es sei zunichst p € min.supp M C Ass M. Wihle dann ein N’ C M mit
Ass N’ = {p}. Damit ist fiir jedes n’ € N’ immer Ann(n') C p. Bilde dann

N={ne€M|sne N fiireins ¢ p}.

Es ist N/fN — M/fM injektiv, denn aus n = fm und sn = n’ folgt (sf)m =
n’ € N’ und damit m € N. Weiterhin ist fiir sn = n’ auch Ann(n) C Ann(n’) C p.
Also ist fiir v € Ass N immer v C p, also t = p und wegen N’ C N erst recht
Ass(N) = supp(N) = {p}.

Damit ist Ass(N/fN) C Ass(M/fM) und supp(N/fN) = V(supp N) NV (f)
V(f,p). Da q 2 (f,p) minimal, ist auch q € supp(N/fN) minimal und damit q €
Ass(N/fN) C Ass(M/fM).

Fiir den allgemeinen Fall betrachten wir ein, im folgenden niher spezifiziertes,
N C M und das Diagramm:

0 0 0

b T

0—> X —> M/N —J5 M/N —= M/N @i A/f —>0

b, !

M m M/fM ——0
P, T

N N N/fN 0
b

0 0

Wir kénnen jetzt annehmen, daf ein p’ C p mit p’ € Ass M existiert. Man wiihle
dann N so, dal Ass N = Ass M — {p’} und Ass(M/N) = p’ ist.

Da f ¢ p’, ist f auf M/N injektiv und X = 0. Nach dem Schlangenlemma ist also
0 - N/fN — M/fN injektiv, also Ass(N/fN) C Ass(M/fM). Durch Induktion
iiber die Anzahl der Primideale in Ass M kann man erschlieen, daf q € Ass(N/fN),
also auch q € Ass(M/fM).

1.1.87 Notizen aus der Koérpertheorie. Freitag, 03.02.2023

Es sei k ein Kérper und f(z) € k[z] ein irreduzibles, monisches Polynom.
Uber einer Korpererweiterung L/k faktorisiere f(x) gemifl

f@) = gi(@) g ()™

in irreduzible Polynome g;(z) € L{x].
Es sei
9i(Bi) =0
mit 3; € L firi=1,...,7r.
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Da f(8;) =0, ist 8; algebraisch iiber k und f ist als irreduzibles Polynom
in k[z] gleich Irr(S;, k[z]), dem irreduziblen Polynom von S; iiber k.
Ist also k(«) eine durch f(z) gegebene Erweiterung von k, so ist auch

k() = k(8,).

Esseinun f(z) € Q[z] irreduzibel und monisch. Weiter sei K der Zerféllungskorper
von f(x) iiber Q.

Wie konnen wir erkennen, ob eine Primzahl p im Ganzheitsring O i des Zerfallungskorpers
K iiber Q total zerlegt ist?

Zunichst einige Voriiberlegungen: Es ist K = Q[z]|/F(z) mit F'(z) € Q[z] der
Resolventen von f iiber Q.

Es sei

F(z) =Gi(z)----- G ()

die Faktorisierung in Qp[z], so ist
K ®q Qp = Qp[2]/G1(x) x -+ x Qp[a]/Gr(z) = K1 X -+ X Ky

mit Q, € K; C Q.
Aus dem Diagramm

Qp

N,
N
N

erkennt man, daf§ K; galoissch iiber Q, ist und die ¢; den Einbettungen von K in
Qp entsprechen. Insbesondere zerfillt G;(z) in K;[z] in Linearfaktoren, also ist K;
der Zerfiallungskérper von G;(x) iiber Q.

Den K; entsprechen die Fortsetzungen der Bewertung ||, von Q auf Ok, also
den Primidealen q; C Ok iiber p € Z.

Jedes Qp C K; ist gekennzeichnet durch einen Verzweigungsinder e; = e(K;)
und einen Trigheitsgrad f; = f(K;) der durch die Zerlegung

POk, = (Wfl)

und f; = deg[Ok, /7 : Fp] bestimmt ist. Dabei ist Ok, ein diskreter Bewertungs-
ring mit maximalem Ideal mg, = (7;) und Ok, /Z, eine Erweiterung von diskreten
Bewertungsringen.

1.1.88 Diskriminanten. Montag, 08.02.2023

Es sei B/A eine Erweiterung von Dedekindringen mit L/K der zugehorigen
Korpererweiterung.
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Der Modul
B'={y e L|Tryk(yz) € A fir alle z € B}

ist der zu B duale Modul in L.

Es ist B’ O B und damit B! C B ein B-Ideal. Wir nennen es die
Differente 6 a-

Ist ADBR und z1,...,2, € B sowie y1,...,y, € L mit Trp g (z:y;) = 4
und x; = Y a;y;, also a;; = Trp g (zi2;5) so ist

DL|K(‘Tlv . 7l’n) = det(aij) = det(TI‘L‘K(.TiSCj))ij

die Diskriminante von x1,...,%m,. Ist x1,...,2, eine A-Basis von B, so ist
D(x1,...,2,) = Dpja die Diskriminante von B/A.
Wéhlt man xq,...,x, als A-Basis von B und y,...,y, als A-Basis von
B’, so folgt (x) = (a)(y), also mit (y) = (a)"'(z) und B’ = 5§|1A
Nmp4(0p/a) = Dpja

Die Diskriminante ist die Norm der Differente.
Es gilt

1. 5B\A ZAHDB(B//B).
2. 5B\AAp :5Bp\Ap'
3. dpjaBg = 5]§q|&) fiir Komplettierungen von B/A bei q/p = qN A.

Nur 3. bedarf genauerer Uberlegung: Es sei B/A mit A DBR und L/K die
Korpererweiterung. Die Komplettierungen seien B / Amit T / K.

Es ist zu zeigen, da8 (B'Y" = B’. Zuniichst (B')"C B’. Es sei (\:) eine darstellen-
de Folge fiir ein Element aus A € (B’)", also \; € B’. Weiter sei u; eine darstellende
Folge eines Elements u € E, also p; € B.

Dann ist

(Nispi)gig = N pidpx € A

also (\, u)7z € A, also A € B'.

Die andere Richtung ist B’ C (B')" Hier ist (A, ;) = vi € K mit vi—a; izeo ),
Da die Bewertung diskret ist, bedeutet dies (\;, p;) € A fiir ¢ > 0. Fiir diese 4 ist
dann \; € B, also A € (B')".

Weiter gilt Ist (B, q)/(4,p) eine Erweiterung von diskreten Bewertungs-
ringen mit L/K endlich, so ist

p|Dpa & pB=4q° e>1

Ist ndmlich pB = q, so ist (B/pB)/ka = ka[Z] und B = A[z] eine monogene
Erweiterung mit f(xz) = 0 und disc f # 0. Weiter ist in diesem Fall immer Dpja =
disc f, also p{ Dp|a

Ist aber pB = q° mit e > 1, so existiert eine A-Basis (z;) = (z;7");,, von B fiir
v=1,...,e—1und q = (m).

Da Trp x(2m) € qNA = p fiir alle z € B, ist det Trp |k (2i2;) € p, also Dpja C p.
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1.1.89 Spur und Norm in Kérpertiirmen. Sonntag, 12.02.2023
Es sei M/L/K ein Turm von algebraischen Korpererweiterungen. Dann gilt

Trarixc (2) = Trpjx Tragn(z) (1.280)
Nmpy i (2) = Nmp g Nmopy(2) (1.281)

fiir z € M.
Fiir den Beweis konnen wir uns auf M = L(z) beschrinken. Es sei

f(2)=2"4+b 2" - 40,

Weiter sei B; € Mat(s x s, K) die Darstellung von b; als K-linearer Ope-
rator auf einer K-Basis 1,...,2s von L/K.
Dann wird z auf der L-Basis 1, z,...,2" "1 von M durch die Matrix
000...00 —b,
100... 00 =b,—
010...00 =by—2
Z=1001...00—b,_3
000...10 —b2
000...01 —b;
dargestellt. Es ist Trysz(z2) = Tr(Z) = —by und Nmy(2) = detZ =
(=1)"b,.

Weiter wird z beziiglich der K-Basis 2"z, durch die aus Z gewonnene
Matrix

7' =

dargestellt.

Fiir diese ist Trpsx(2) = Tr(Z’) und Nmy g (2) = det Z’. Die Teleskop-
formeln fiir Norm und Spur ergeben sich dann aus dem Aufbau von Z’ und
Z von selbst.

1.1.90 Zusammenhingende Fasern birationaler projektiver
Morphismen. Mittwoch, 01.03.2023

Es sei f : X — Y ein reguldrer, birationaler Morphismus projektiver Va-
rietéiten iiber C. Weiter sei ¢ € Y ein reguldrer Punkt. Dann ist f~1(q) zu-
sammenhéngend.
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Mit der Abschwichung ¢ ist normaler Punkt® ist dies eine Version des
Hauptsatzes von Zariski und wird in Hartshorne, II1.11, behandelt.

In obiger Formulierung ist ein einfaches komplexanalytisch-topologisches
Argument moglich: Wir bemerken zuniichst, dafl f projektiv, also auch ei-
gentlich, das heifit, auch universell abgeschlossen, ist.

Es seien 71, ..., Z, die kompakten Zusammenhangskomponenten der kom-
pakten Menge f~1(¢). Man kann dann auch paarweise disjunkte (euklidisch)
offene Umgebungen Uy, ...,Us von Z1,...,Zs wahlen. Mit U =U; U--- U U
ist f(X —U) = A eine abgeschlossene Menge in Y, die ¢ nicht enthilt.

Wir wihlen nun ein V C Y — A, offene Umgebung von ¢ und isomorph
zu einer Kugel in C” mit r = dimY, was wegen der Regularitidt in ¢ stets
moglich ist.

Es sei weiter B C Y eine abgeschlossene Menge, so gewéhlt, dal W =
Y — B eine maximale offene Menge in Y ist, die zu f~1(W) C X biregulir
unter f ist.

Aufgrund der Eigenschaften von V' (geeignete Umgebung eines reguléren
Punktes) kann angenommen werden, dafl V/ = V — B eine zusammenhéngende
offene Menge ist.

Mit U/ = U; N f~4(V) ist dann

V' =V-B= _U fUl - 74(B))

wobei U/ — f~1(B) nicht leer ist, denn dim f~*(B) < dim X.

Auf U!— f~1(B) ist aber f biregulir auf sein Bild, also 1-1 und offen. Damit
ist die zusammenhéngende Menge V — B als disjunkte Vereinigung von offenen
f(U! — f71(B)) dargestellt. Also ist s = 1 und f~1(q) zusammenhiingend.

Ein instruktives Gegenbeispiel, falls die Voraussetzungen nicht erfiillt sind, ist
die Aufblasung X — Y von Y = V(y? —2® — 2?) iiber dem singuliren Punkt ¢, also
x =y = 0. Die Umgebung V besteht hier aus zwei Zweigen, die durch Enfernen des
Punktes ¢ unzusammenhéngend werden.

1.1.91 Berechnung der Asymptotengeraden fiir f(x,y) = 0.
Montag, 20.03.2023

Es sei
f(z,y) =0

eine affine ebene Kurve in A?. Wie kann man alle moglichen Asymptotenge-
raden ax + by + ¢ = 0 finden?

Antwort: Man bettet A7 in P2 mit den Koordinaten (X : Y : Z) ein und
berechnet die Schnitte von f(z,y) = 0 mit der unendlich fernen Geraden
Z = 0. Dazu setzt man
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ZUf(X/2,Y]Z) = g(X,Y,Z) =0

mit d so gewihlt, dal Z das Polynom ¢(X,Y, Z) nicht teilt.

Aus ¢(X,Y,0) = 0 erhilt man eine Liste von Schnittpunkten (X; : Y; : 0).
Wir wihlen einen davon aus, den wir oBdA als P = (1 : yp : 0) darstellen.

Wir nehmen also an, dal X = 1 ist und berechnen als néchstes die affine
Darstellung von f(x,y) = 0 in dem Patch X =1, als ¢(1,Y/X, Z/X) = 0 also
als p(u,v) =0mit u=Y/X und v =Z/X.

Es ist dann u = yg, v = 0 der obige Schnittpunkt P. Wir setzen v’ = u—yq
und erhalten P = (v = 0,v = 0). Also ist

h(u',v) = p(u' + yo,v) = b (v, 0) + - + ha(u', v)

mit A, homogen vom Grad v und d > 0. Wir wihlen dann einen Linearfaktor
| = au’ + bv = 0 von hg und transformieren zuriick

l=a(u—yo)+bv=aY/X —yo) +b(Z/X).
Projektiv ist also
l=aY —yoX + b7
also haben wir im Patch Z =1 die gesuchte Gleichung
l=ay—yor+b=0

der Asymptotenlinie vor uns.

Beispiel. Es sei
fl@y)=2"+9° —3azy =0
das ,kartesische Blatt“.
Wir haben
g(X,Y,Z)=X*+Y® -3aXYZ=0.

Aus Z =0 folgt P = (1:—1:0), also yo = —1.
Es ist weiter p(u,v) = g(1,u,v) = 1 +u® — 3auv und damit mit «’ = u + 1

h(u',v) = p(u' —1,v) = "* =30 +3u' — 3a(v’ —1)v = v —3u"® — 3au'v+ 3u’' + 3av.

Alsoist hi(u',v) = 3(u'+av), also | = v'+av = u+14+av =Y/X+1+aZ/X =0,
also
l=y+zxz+a=0.

1.1.92 Operationen einer endlichen Gruppe G auf einer Varietit

X. Montag, 10.04.2023

Es sei X eine Varietét iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k. Wei-
ter sei G eine endliche Gruppe, die mit einem Homomorphismus

G — Aut(X)

auf X operiert.
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Theorem 1.1.13. Es sei mdglich, fir jedes x € X eine affine Umgebung
xz €U, CX zu finden, so daff gz € U, fiir jedes g € G 1ist.
Dann gibt es einen Morphismus

7:X 5Y =XC¢

fiir den gilt:

1. Das Schema Y hat die Quotiententopologie von X unter der Operation von
G.

2. Die Gruppe G operiert auf m.Ox und es ist Oy = (m.Ox

3. Die Abbildung m: X — 'Y ist endlich und surjektiv.

4. Wenn G auf jedem x© € X frei operiert, also gx = x nur fir g = e gilt, so
ist m eine etale Abbildung.

)e.

Beweis. Wir zeigen zuniichst, dal U, = U = Spec (B) so gewihlt werden kann, dafl
U9 = U fir alle g € G ist. Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, dafi fiir zwei
offene affine Teilmengen, U,V C X auch U NV offen und affin ist.

Dies folgt wiederum aus der Separabilitit von X/k. Damit ist ndmlich A : X —
X x% X eine abgeschlossene Immersion und UNV = AU x3 V), also A: UNV —
U %, V auch eine abgeschlosse Immersion und U NV ist affin, weil U X V es ist.

Also ist

V=U0"n...nU

die gewiinschte offene affine Umgebung von z mit V9 =V fiir alle g € G.

Indem man X in eine Verklebung einer geeigneten Uberdeckung von X mit
solchen V' = V9 auflést, konstruiert man 7 : X — Y aus den Verklebungen von
mlv : V — VY aus V = Spec (B) und V = Spec (BY) = Spec (A).

Die Abbildung A = BY — B ist eine ganze Ringerweiterung, wie man aus der
Gleichung

[[x-v)=x"+ isy(b-‘“,...,b%)x"—” = f(X) € A[X]

geG v=1

erkennt. Da A — B injektiv, ist auch Spec (B) — Spec (A) surjektiv.

Es bleibt noch die Aussage 4. zu beweisen. Es seien also x1, ..., x, € Spec (B) die
abgeschlossenen Punkte iiber y € Spec (A), auf denen G frei und transitiv operiert.
Weiter sei A die Komplettierung von Amy an my und R; = B“‘zi sowie 13% die
Komplettierung an mg,.

Dann ist B=B®s A= Ry, x -+ x Ry. Die Gruppe G operiert auf B durch die
Tensorierung von B 9y B mit — ®a A.

Wir betrachten die exakte Sequenz

—idpg)

0 A=RBS 5 p l0TidBrom Bx---xB

und tensorieren exakt mit — ®4 A. Es entsteht
PO ~ (g1—ida, .gn—ida) ~ ~
0+A=B%—>pB-= S ..x B
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Also ist A = BY. Andererseits operiert G auf B durch Vertauschung der Komponen-
ten in den Elementen von ]§1A>< cee X ﬁn, wo, wegen der trar}gitiven,/freier}\OpeIation
von G, iiberdies R; = R; = R gilt. Es ist also auch BY =R, also R; = R = A.

Dies bedeutet aber nach einem bekannten Kriterium, dafl 7 ein etaler Morphis-
mus ist.

1.1.93 Komplettierungen von Ringerweiterungen. Samstag,
15.04.2023

Es sei B/A eine endliche Ringerweiterung und m C A ein maximales Ideal.
Es seien weiter BUTITRN Pl B die maximalen Ideale iiber mB.

Es sei nun A die Komplettierung von A an m und R; die Komplettierung
von B an n;. Dann ist

B=B@aA=R; x- xR,
Es ist némlich einerseits (erste Gleichheit wegen n; +n; = (1) fiir i # j):
nlk.....nk:n’fﬁ...ﬂn’; gmB

also
Andererseits ist
Damit ist auch

Also ist
B/m”B — B/n] x --- x B/n¥

und nach der Beziehung (*) auch

B/nkv x ... x B/nk = B/m"B
Zusammen ergibt sich die Behauptung, da B = @V B/m"B und R; =
m B/nj ist.

1.1.94 Inseparable Morphismen von algebraischen Kurven.
Sonntag, 16.04.2023

Es sei f: C7 — C5 ein Morphismus von algebraischen Kurven, also eindimen-
sionalen Varietéten iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k.
Dann ist f festgelegt durch die korrespondierende Inklusion

/7 K(Cy) — K(Cy),
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eine endliche algebraische Erweiterung, da
tr.deg K(Cy) = tr.deg K(Cy) =

Wir kénnen Ky = K(C3) C K(Cy) = K weiter zerlegen in Ky C K§ C
K,, wobei K5 die maximale separable Erweiterung von Ky in K; ist. Die
Erweiterung K, /K3 ist dann rein inseparabel.

Wir konnen sie deshalb weiter zerlegen in elementare inseparable Erwei-
terungsschritte vom Grad p = char k.

Es sei also L/K eine elementare rein inseparable Erweiterung L = K (y)
von Korpern iiber k£ vom Transzendenzgrad 1. Der Korper K ist separabel
erzeugt, also K = k(t,z) mit = algebraisch vom Grad d tiber k(t).

Weiter ist dann y? = w mit w € k(t,z). Wir fithren u mit u? =t sowie
mit 2} = 2 ein und betrachten das Diagramm

U yaxl

S
SN
NS

Die Einbettung « ist rein inseparabel vom Grad p, die Abbildung /3 sei sepa-
rabel vom Grad e.
Die bestimmende Gleichung dafiir sei

~ b
(x) ¢= Zaijtl w?
Setzt man ¢t = u” und w = yP in (%) ein, so entsteht

Ot w) = P, y?) = (u,y)? =0

Es ist also y auch separabel iiber k(u) vom Grad < e und somit ist die
Einbettung ~ separabel vom Grad < e
Da Separabilitéits- und Inseparabilitdtsgrad multiplikativ in Erweiterungs-
tiirmen sind, muf} ¢ rein inseparabel vom Grad p und deg~y = e sein.
Durch eine entsprechende Uberlegung im oberen Quadrat mit einer Funk-
tion
%(l‘, w, t) = )?(.1311), y”, U'p) = X(Z‘1, Y, u)p =0
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entnimmt man, daf ¢ eine separable Einbettung vom Grad < ¢’ = dege ist.
Also ist sie sogar schon vom Grad €’ und 6 ist rein inseparabel vom Grad p.

Esist also L = K(y) C k(u,y, 1) in Wirklichkeit eine Gleichheit, da beide
Korper Grad p iiber k(t,z) = K haben.

Damit haben wir aber ein Diagramm

K =k(z,w,t) — L = k(z1,y,u)

T T

klx,w,t] ——— k[z1, 9y, u]

in dem ¢ der geometrische Frobenius, x — ] sowie w — y? und t — u? ist.
Die rein inseparable Komponente eines Morphismus f : C; — C5 ist also
eine Verkettung von Frobeniusmorphismen.

1.1.95 Eliminationstheorie fiir Systeme homogener Polynome.
Freitag, 12.05.2023

Es seien
P1,---5Pt

homogene Polynome aus Alzg,. .., x,] und
A=17Z]ar,...,an].

Der Grad von p; in den x; sei d;.
Man kann dann
X =V(p1,...,p:) C P}

als abgeschlossenes Unterschema von P’} auffassen.

Es ist also m : X — Spec (A) projektiv und damit 7(X) abgeschlossen in
Spec (A). Dies kann in der modernen algebraischen Geometrie ohne Elimina-
tionstheorie bewiesen werden. Wir wollen es hier aber eliminationstheoretisch
einsehen.

Man kann némlich beweisen:

Theorem 1.1.14. Es seien p1,...,p; Polynome, wie oben. Dann existieren
endlich viele Polynome f1,..., fr in A, so daf fiir jeden Homomorphismus
¢:A— K

in einen Korper K dquivalent ist:

a) Es ist ¢(f;) =0 fir allei=1,...,r.
b) Die Faser X x 5o K ist nicht leer.
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Beweis. Wir nennen My die Menge der Monome

mit Y e, = d. Die Anzahl dieser Monome sei Ng.
Wir konstruieren fiir jedes d > di,...,d: eine Matrix

Z =Zgy € Mat(Nd X Wq, A)

mit Eintrdgen aus dem Ring A.
Dazu betrachten wir das rechteckige Tableau von Werten z;; € A, wo 1 < ¢ < Ny
und 1 < j < Wy ist und d} = d — d; sei:

(d}) (d}) (d}) (dy)
mypy ey pr e my e myt e
1 t
(d)
my 2z, ZLwy t Rlag_q+1 0 2l (1.282)
@ L o
Ng *Nag,1 Ng,w1 Ng,wi—1+1 Ng,wt

(d,
J
Spalte ganz links die Monome mgd), e ,mg\‘fi € M. Die z;; € A sind die Koeffizien-
ten in der Zerlegung

In der Kopfzeile stehen Produkte von p, mit Monomen m ) € Mg, und in der

Ng
d/
m§ a)pa _ Zzikmgd)
=1

wobei k die Spalte bezeichnet, die in obigem Tableau den Eintrag mi.di‘)
Kopfzeile hat.

Ist nun ¢ : A — K der gegebene Morphismus, so kann man Zfd) =27% = (zz‘.@)

Po in der

betrachten. Jedem System von qi,...,q € K[zo,...,z,] mit degg; = d; und

qip1+ -+ qpr = m§d)

entspricht ein Spaltenvektor v € K¢, fiir den
e; = Zg:i) v

ist. Dabei sei e; ein Einheits-Spaltenvektor aus K¢ mit einer Eins an der m§d)
zugeordneten Position.

Wir erkennen so: Das Ideal (p1,...,p:)® C Klzo,...,2,] = T umfaft genau
dann die homogene Komponente T, wenn die Matrix ZEZ) vollen Rang Ny hat.

Genau dann, wenn dies fiir ein Ty und somit fiir alle d’ > d der Fall ist, ist aber
auch die Faser Xk leer.

Also ist die Faser Xx nicht leer, genau dann, wenn fiir alle Hauptminoren
h(ld), ceey hl(j) von Zg) die Bilder (hf,d))¢ verschwinden.

Ist also I das Ideal aller h,(,d) fiir alle d, und ist

I'=(f,..., fr)

ein endliches System von Erzeugern, so sind die fi, ..., fr geeignete Polynome, fiir
die die Behauptung des Theorems gilt.
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1.1.96 Anwendungen von Groébnerbasen. Samstag, 27.05.2023
Es sei A = k[z1,...,z,] ein Polynomring und

I'=(fi,.-. fr)

J=(91,---,9s)
zwei Ideale. Weiter sei B = k[x1, ..., 2y, t] ein Erweiterungsring von A und

K= _(fi,...,tfr,(1 =% g1,...,(1 —1t) gs)

ein Ideal von B. Dann ist
INJ=KnA

Beweis. Esist jafirhe KN A

h=Y aitfi+y bi(l—t)g

mit a;,b; € B. Setzt man t = 1 ergibt sich h € (f1,..., fr) = I und setzt man ¢t =0
dann h € (g1,...,9s) = J.
Umgekehrt ist h € I N J, so ist

h=2 aifi=2 big;
mit a;, b; € A. Weiter ist
h=th+(1—t)h=> taifi+» (1-t)bjg; € KNA

In der Praxis kann man K N A mit einer Eliminationstermordunung in B
berechnen, fiir die t > x4, ..., z, ist.

Eine zweite Frage ist, wie man (I : J) fiir Ideale I, J C A, beliebig, be-
rechnen kann. Offensichtlich ist fur J = (g1, ..., gs) immer

(=g

Es geniigt also (I : g) fiir ¢ € A zu berechnen. Man bestimmt dazu fiir das
Ideal
INngA

nach obigem Vorgehen eine Grébnerbasis hig, . .., hyg € A. Dannist hq, ..., hy
eine Basis von (I : g)
Beweis. Ist ndmlich hg € I, soist hg € I N gA und es ist

hg=aihig+---amhmg
Teilt man durch g ergibt sich

h:a1h1+"'+amhm
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Drittens sei die Frage behandelt, wie man fiir ein Ideal

I:(fla"'afr)gA

die Homogenisierung beziiglich ¢ in B, geschrieben I"™  explizit bestimmen
kann.

Es sei dazu angenommen, dafl f1,..., f, bereits eine Grobnerbasis von [
beziiglich einer Gradlex-Monomordnung ist.

Proposition 1.1.24. Dann ist
Ihom _ (flhom fhom) = J
e [ =

Wir verwenden folgendes
Lemma 1.1.32. Nennt man f"*™ die Homogenisierung von f € A beziiglich
t, so gilt fir f,g € A mit d =deg f > degg = e, dafs
(f + g)hom — fhom + tdfeghom

Ist deg f = deg g und sind die Leitterme l; und l, verschieden, so ist

(f+g)h0m — fhom +gh0m

Damit ergibt sich fiir die Proposition folgender Beweis:

Beweis. Es sei f € I ein bestimmtes Polynom aus I mit Leitterm ¢ und fiir alle
f' € I mit kleinerem Leitmonom sei nachgewiesen, daf f'™™ € J liegt. Es gibt nun
ein g = af; mit einem Monom a und demselben Leitterm ¢ und es ist

f=9+(f -9 =g+f
Es ist dann
fhom _ ghom + tp(f _ g)hom
Dabei kann f' = f — g von kleinerem Grad als f und g sein, dann ist p > 0 oder
es ist deg f' = deg f = degg und es ist p = 0.

Jedenfalls ist nach Induktion f’hom € J und weiterhin auch g
Also insgesamt

hom —a Z_hom cJ.

fhom c J
Viertens steht die Frage im Raum, wie man fiir ein Ideal I = (fy,..., f;)
von A und das maximale Ideal
m=(z1,...,2Zp)

sowie den gradierten Tangentialring

R=gr,(4) = Pm?/mt
d>0



160 1 Algebra und Geometrie

ein System von Polynomen g1, ..., gs € A mit g; homogen vom Grad d; findet,
so dafl
9i = 8w (9i) = gi + méH!

ein System von Erzeugern von

grm(l) = ({gra(f) [ f € IR

ist.
Wir betten dazu alles in den Ring B ein, betrachten Homogenisierungen
mit ¢t und verwenden eine Gradlex-Termordnung <pg in der ¢t > x4, ..., x, ist.
Es gilt dann folgendes

Theorem 1.1.15. Es sei F\, ..., F, eine <g-Gribnerbasis von I1"™. Weiter
sei

d;
Fydehom = f; = Z Jij
Jj=ei
mit e; < d; = deg(fi) und fi; homogen vom Grad j. Wir nennen f; ., den
Anfangsteil von f;.
Dann ist jedes gry, (f) mit f € I darstellbar durch

fl,e17~"7fr,eT~

Beweis.
Es sei jetzt
g=9ge+Get1+--+ga€l
mit g; homogen vom Grad j und e < d.
Dann ist
gr(g) = ge +m“F.

so hat darin g."®™ den gréfiten Grad in ¢, nédmlich ¢t9¢
hom

Betrachtet man g™

und der Leitterm ¢, von get?™¢ beziiglich <p ist der Leitterm von g
Es gibt also ein Monom a € A, so da§ der Leitterm von einem tPaf;"°™ mit ¢,
{ibereinstimmt. Dieser Leitterm ist gleich ¢ at’, wobei ¢’ der Leitterm von f; ,, dem
Anfangsteil von f;, ist.
Es ist

deg(afi.,) = degge.
Ist nun af;e, gleich ge, so ist das Theorem fiir g gezeigt. Andernfalls bildet man
die (homogene) Differenz
G/ _ ghom _ tp afi,e,i
Thre Dehomogenisierung g’ hat einen Anfangsteil g., dessen homogenisiertes Leit-
monom kleiner als ¢4 ist und nach Induktion kann man

gé = Z ajfjﬂij
schreiben. Da
ge = afie; + ge

ist also auch die Darstellbarkeit von g durch die f; ., gezeigt.
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1.1.97 Deformation von Schemata. Freitag, 09.06.2023

Es sei X/k ein separiertes, glattes Schema iiber einem Korper k. Fiir eine
kohédrente Garbe F auf X ist eine Deformation von X mit F eine abgeschlos-

sene Immersion
i X =X

in ein zweites k-Schema, so daf} fiir die exakte Sequenz
0—-J—=0x —-11.0x —0
gilt

1. Esist 2 = 0.
2. Damit ist J eine Ox//J = O x-Garbe und als solche ist J = F.

Es gilt nun folgendes Theorem

Theorem 1.1.16. Den Isomorphieklassen von (X', ) die als Deformation im
obigen Sinne auftreten, entsprechen die Elemente von

Hl(Xv Q}/ﬂk ®ox F) = Eth(QXUmS:)

Beweis. Ist X = Spec (A) ein affines Schema iiber einer glatten k-Algebra, so ist
jede Deformation trivial und es ist auch entsprechend H'(X, Q)qu ®F)=0.

Man erkennt die Trivialitdt der Deformationen aus der universellen Eigenschaft
einer glatten k-Algebra A, die durch das Diagramm

Be_A
B <~k

fiir eine beliebige infinitesimale Erweiterung B’ — B gegeben ist. Man setze B = A
und B’ = A"l N
Hat man zwei konkrete Deformationen A’, A” mit N = J und Sequenzen

A//

AN
AN

A/
so entsprechen die Differenzen f — g den Derivationen Dery(A’, N) die auf N ver-
schwinden, also

Dery,(A', N) = Dery (A, N) = Homa (245, N)

Will man nun globale Deformationen X’ von X,J beschreiben, so iiberdeckt
man X mit glatten, affinen U; = Spec (A;), die sich in affinen U;; schneiden (Sepa-
riertheit!).
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Uber U; sei Vi = Spec (A}) gelegen mit
0—=N;, = A = A; =0

Man trivialisiert A} mit einem Morphismus f; : A} — A; @ N;. Uber Uy; ist die
Differenz
fi - fj = 61’]’ € HomAij (*QAijvfﬂUij)
Es ist also (0;;) wegen der Vertréglichkeit auf U;ji ein Kozykel in
I'(Uij, 2x5 ® 9)
also ein Element aus

Riickwérts betrachtet beginnt man iiber jedem U; mit einer infinitesimalen Er-
weiterung A; = A; ® N; und verklebt durch die (fi; = id;; + &;;) auf U;; zu einem
Deformationsschema X'.

Somit ergibt sich in beiden Richtungen eine 1-1 Beziehung zwischen Isomorphie-
klassen von Deformationen und Elementen der Kohomologiegruppen.

1.1.98 Separiertheit und Eigentlichkeit bei surjektiven und
universell abgeschlossenen Morphismen. Samstag, 10.06.2023

Es sei f: X — X'’ eine surjektive und universell abgeschlossene Abbildung
von S-Schemata. Dann gilt

1. Ist X/S separiert, also
Ax : X - X xg X

abgeschlossene Immersion, so ist auch X’/S separiert, also
AX/ - X/ —)X/ XsX/

abgeschlossene Immersion.
2. Ist X/S universell abgeschlossen, so ist auch X’ /S universell abgeschlossen.

Beweis. Die Abbildung p = f xs f : X xg X — X’ xg X’ ist abgeschlossen.
Man betrachte nun

X/ X s X/

Es braucht nur nachgewiesen werden, dal Ax:(A’) abgeschlossen fiir jedes abge-
schlosssen A’ C X' ist.
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Es ist dann mit A = f~*(A’), abgeschlossen, immer A’ = f(A) und somit
Axi(A) = Axro f(A)=poAx(A) =B
also B = Ax:(A") abgeschlossen, weil p und Ax abgeschlossene Abbildungen sind.

Fiir die zweite Behauptung sei W/S ein beliebiges Schema. Man betrachte

7 N
NN
N4

Da go f universell abgeschlossen, ist auch g’ o f’ (universell) abgeschlossen. Uberdies
ist f’ surjektiv und universell abgeschlossen. Damit ist fiir A C X’ x s W, abgeschlos-
sen und A’ = f'71(A), abgeschlossen, auch A = f’(A’) und somit

g(A) =4 (f(A) =B
mit B abgeschlossen in W, weil g’ o f’ abgeschlossen.

Es gilt also insbesondere das Korollar

Korollar 1.1.5. Es sei Xyea/S separiert (bzw. eigentlich) so ist auch X/S
separiert (bzw. eigentlich).

Insbesondere ist die weiter oben eingefiihrte Deformation X'/k eines se-
parierten (bzw. eigentlichen) Schemas X/k auch separiert (bzw. eigentlich).

1.1.99 Verklebung von affinen Algebren, Kohomologie und
Erkennung der Eigentlichkeit. Sonntag, 11.06.2023

Verklebungsdaten

Es sei (k ein beliebiger Ring)

(Ui)ier
ein System von Spektren von affinen, endlich erzeugten k-Algebren U; =
Spec (4;) mit offenen Immersionen iiber k

¢ij : Ui = Uj,
fiir eine Teilmenge (ij) € J C I x I, die die Verklebungsbedingungen
Gik = Pjk © Gij

erfiillen. (J sei in I x I reflexiv mit ¢;; = idy, und transitiv.)
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Anmerkung 1.1.13. Wir nehmen iiberdies an, dafl jedes ¢;; entweder ein Iso-
morphismus N
@i; U = Uj
oder eine kanonische Abbildung
Ui = (Uj)s = Uj
mit einem f € A; ist.
Kohdrente Garben
Weiter sei X das so zusammengeklebte Schema. Eine kohérente Garbe J auf
X =lim (Spec (4), ¢ij : Ai = A;)

wird dann durch ein System N; von endlich erzeugten A;-Moduln gegeben.
Es ist dann fiir ¢;; : A; = A; auch

Die v;; unterliegen Kompatibilitdtsbedingugen fiir ¢ © ¢i; = @sk.
Zunéchst tensoriert man

Yij Nj — Nz ®A7’, Aj
mit — ®4, Ay und erhilt
Yijk : Ny @a; Ay — Ny @4, Aj @a; A = N; ®a, Ap

Man verlangt dann die Kommutativitét von

Nj ®a; Ag LY N; ®a, Ar

Yik
Yik

N,
also vij .k © Vjk = Vik-
Berechenbarkeit

Es stellen sich dann einige Fragen:

1. Wie berechnet man aus den A;, ¢;;, N;, ¢;; die Kohomologiegruppen H? (X, F)?

2. Speziell fiir X eigentlich sind dies ja endlichdimensionale k-Vektorrdume.
Wie kann man diese (bzw. deren Dimensionen) konkret berechnen?

3. Da der Fall ,X eigentlich“ so wichtig ist: Wie kann man algorithmisch aus
den A;, ¢;; entscheiden, ob X eigentlich ist?

4. Jedes eigentliche k-Schema X ist durch dimy H?(X,F) < oo fir alle
kohdrenten Garben F gekennzeichnet. Gibt es auch nicht-eigentliche Sche-
mata, die diese Endlichkeitsbedingung erfiillen?
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Berechnung von H°(X,O0x)

Es sei X zusammengeklebt in obiger Weise aus affinen k-Algebren ¢;; : A; —
A;. Dann existiert eine exakte Sequenz

¢
A=Az [[@s =4
1
iel ijeJ
mit 7500 [[,c; Ai = Aij = Aj und
Tij © ¢ = Pij © T
und mit
WijolzidAjO’ﬂ'jZAj—)Aij:Aj.

Will man H°(X,Ox) berechnen, so mul man den Differenzkern A in der
obigen Sequenz

¢
A= JTA= [y =4))
1
i€l ijeJ
berechnen.
Abstrakt heifit das, den Differenzkern A in einer Sequenz

A—>B:k[xl,...7xm]ﬁC:k‘[yl,...,yn]
»

von zwei endlich erzeigten affinen k-Algebren B, C' mit k-Algebra-Morphismen
¢ und v zu bestimmen.

Direkter Limes

Die Darstellung von X als (U;, ¢;;) kann in der Analogie zum direkten Limes
von Moduln geschrieben werden als

mit ~
v=[] v
{ijteJ
und
v=]Jv:
i€l

sowie der Abbildung ¢ : U — U, die durch
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¢
H{ij}eJ Ui—— 11, Ui

LiT LjT
Pij

U of

und der Abbildung 1, die durch

1
H{ij}eJ Ui > Hie[ Ui

U, id, U,
gegeben ist.
Darstellungskriterium
Wann ist nun die Sequenz
U%U&X

exakt, also X als direkter Limes dargestellt?

Man iiberlegt sich, dafl dies genau dann der Fall ist, wenn fiir jedes Paar
i, 7 mit Morphismen ; : U; — X und x; : U; — X sowie u; € U; und u; € U;
mit x;(u;) = Kkj(u;) = € X eine Zickzack-Sequenz

Un,

Un1 Un2 []n3 A
/ Wﬂn / Wﬁm / wa
Ging Pmyno ¢m2v"3
Ui Un, Upn, .

mit Elementen z,, € U,, und wy,, € U, existiert, so dafl ¢; n, (u;) = 21,

¢mmnﬁ (Wm,) = Zng und @; , (UJ) = Zn, ist.
Alternativ sind auch Sequenzen

Ui Ung U'n3 .
\ﬁfb// \Q?a// \Qf
Pmy,ng Pma sm3
Um1 Um2 -

sowie

Un1 Un2 (]n3 -
bmy,ny Pma,ny
4711 \ %,nz \ %,ng AJ
U; Up, U .

mo Um a
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und

U, Un, Uny
‘\Qﬁml,nl Pma,ny /
%wnz \ %1"3 Pmq.i
Um1 []m2 e 7”a

moglich.
Wir schreiben abkiirzend

Uy Us, < Us, <3 - U, < U;j

fiir eine solche verbindende Zickzacksequenz (mit den mitgedachten Elementen
ws, € Us, )

Morphismen
Es sei .
U=U%X
1
ein mit (Uy, dap, I, J) dargestelltes X.
Wir wollen Morphismen ¢ : T' — X untersuchen, wobei ggf. auch T eine

Darstellung als

VavAT

»—\u@

mit (V;, ¢ij, I, .7) besitzen soll.
Ein Morphismus g : T'— X soll angepafSter Morphismus fiir eine Darstel-
lung (V;,4;;) von T heiflen, wenn es einen Morphismus g : I — I gibt, so

daB mit a = g(i) sowie b = g(j) fiir jedes (ij) € J immer ein (cartesisches?)

Quadrat
Uga)

existiert. Dabei ist g; = g o A\; mit \; : V; — T aus der obigen Darstellung.
Hat man zun#chst einen beliebigen Morphismus g : T — X ohne daf} eine
Darstellung von T gegeben ist, so kann man ein System

g(J)

T, =T xx Uy =g " (Ua)

bilden, fiir das
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/\
\/

kartesisch ist.

Ist (V;,4ij;) eine vorgegebene Darstellung von 7 und ¢ : T'— X ein Mor-
phismus, so ist

Vai = Vz XX Ua = gi_l(Ua) = A;I(Ta)
mit Hm»’bj Vi — %j
al bj — ,(/)’Lj idx ¢ab

definiert, falls ¢;; und ¢ definiert sind.

Noch einmal explizit: Es ist

/\
\/

Man beachte: Da die A;(V;) das Schema T iiberdecken, so iiberdecken die
Ai(Vai) das Unterschema Ty,.

Das System (Viq,04:;) ist dann eine Darstellung von T' beziiglich der
g: T — X ein angepafiter Morphismus ist.

Zu zeigen ist: Sind v; € V; und v; € V; &dquivalent, so auch v; € V,; und
v; € Vp; fiir geeignete a,b € I. In der Tat kann man a = b so wéhlen, dafl
Ai(v;) € Ty, liegt und die Aquivalenzkette

Vi Vg, o0 Vg &V
durch
Vai < Voo, & 2 Vs, ¢ Vg

ersetzen.
Aus dem Diagramm

0ui,bj

ch — ‘/b]

Vi——V;

Pij

erkennt man, dafl auch die umgekehrte Implikation gilt.
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Morphismen U; — X

Es sei
X =lim (Us)icr, (d45)ijer)
eine Darstellung von X wie oben und

T:U10—>X

der zugehorige Einbettungsmorphismus fiir ein bestimmtes ig € 1.
Auflerdem sei I eine endliche Menge, also X durch eine Verklebung von
endlich vielen U; dargestellt.

Proposition 1.1.25. Dann gibt es ein System
T = (Ui).,
mit f;, € A;, sowie Morphismen
Vivju : Tiv = Tjp

und
oy Ty — U
fiir die
Giv.jp

Ty —= T},

iy Ajp

U, — U,

Pij
kommutiert und so, dafl einerseits schon

Ti =T xx U = lim (Tov)vs (Div,ip)vu)

ist, und andererseits auch

T = llgfl ((Tiu)7 (¢iu7ju))

gilt.
Weiterhin gilt dann bei geeigneter Wahl auch, dafi die Verklebungsmor-
phismen T; — T; durch das System der (¢ip ju)uw induziert werden.

Beweis. Der Beweis griindet sich auf die Bemerkung, daf3 jedes T x x U; die Vereini-
gung von (U;)y,, mit endlich vielen f;, € A; ist. Dies sei fiir alle  mit Kardinalitét
< n bereits gezeigt.

Nimmt man dann ein weiteres U; hinzu, so kann man alle ¢;; und ¢;; mit i € I
betrachten. Es ist dann 7" x x U; gleich der Vereinigung der Vorwértsschiebungen
¢i;(Us xx T) und der Einschrankungen (;3;1 (Ui xx T)

Die U; x x T sind nach Induktion alle Vereinigungen von (U;)y,, und somit ist
dann auch T xx U; auch eine Vereinigung von geeigneten (Uj)g;,. Verklebt man
dann diese iiber (Uj)g_wgm, so hat man mit dem System der g;, und der g;. g,
das System der f;, gefunden.

Die ¢ju,iv bzw. ¢iv,ju leiten sich aus den ¢;; und den ¢;; ab.
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Das Faserprodukt TV x x T()

Es seien 7(P) : T(®) — X, mit p = 1,2, zwei Abbildungen affiner Schemata
T = Ui, = Spec (A ) die wie in voriger Proposition als

7 — hgq <Ti(f)7 (qbz('l;i)j#))

dargestellt sind.
Dann wird T4 x x T(® dargestellt durch

. 1 2 1 2
T X x 7@ — hﬂ ((Ti(u) Xy, Ti(u))7 ((ZSEH)J#, X i ngu?j”/))
1.1.100 Die Zuriickholung w*wx fiir Aufblasungen 7 : X - X.
Montag, 24.07.2023

Es sei p: X — X die Aufblasung der reguléren Varietédt X in einer regulédren
Untervarietidt Z C X mit Idealgarbe J = Jz. Es sei

d =codimZ = dim X —dimZ
Es ist dann E = P(J/J?) = P der exzeptionelle Divisor und es ist
PicX = Z @ Pic X

mit Z — Pic X gegeben durch r — r E.
Man hat dann die exakte Sequenz von Vektorbiindeln auf Z

0—17/9% = x|z — 27 — 0.

Aus dieser folgt fiir die héchsten dufleren Potenzen
d
N0/7) @wz = wx|z (1.283)

Nun ist fiir 7 : P — Z das Urbild

d
= N0/ ==L
in
PicZ ® Z = PicP
mit
(L, d) — 7L Xop O]p(d)
gleich einem Element mit d = 0.

Es ergibt sich so
x|z = Twz @ 7L (1.284)
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Weiterhin haben wir noch die Sequenz
0= 702z — 2p — pz =0
aus der fiir die hochsten dufleren Potenzen folgt
Wwp = T'wWz ® wWp|z
Aus der Euler-Sequenz fiir P = P’}
0= 2pja — Op(=1)"T" = Op = 0
leitet man durch Bildung hochster duflerer Produkte ab
wpja = Op(—n —1)
In unserem Beispiel ist also wp|z = Op(—d) und damit
wp = 1wz @ Op(—d)
Vergleicht man also mit (1.284), so folgt
wp = Twx|z ® Op(—d) @ T* LY

Also
ﬂ—*UJX|Z =wp X O]p(d) Q7L

Nun existiert aber fiir E =P C X auch die Sequenz
0= 0g(=P)lp — 2glp = 2p =0
Erhebt man zu hochsten dufleren Potenzen, so folgt wegen
Og(~P)le = (I/1? + I2/I° + ) = 0g(1)

sofort
w)?hp =wp ® O[P(l)

Also aus (1.288) und (1.287) zusammen
Twx|z =wglp®Op(d —1) @ 71°L
Insgesamt also, da nur das a in O ¢(aP) in Frage steht
pux =wg®05((1—d)P)
oder (additiv geschrieben)

pPEx=Kg+ (1-d)E
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1.1.101 Endliche Erweiterungen von K,,. Dienstag, 22.08.2023

Es sei K ein algebraischer Zahlkoérper und K, seine Komplettierung an einer
nichtarchimedischen Bewertung v.
Weiter sei
L/K,

eine endliche Erweiterung. Dann existiert eine endliche Erweiterung E/K mit
einer Einbettung -
7T F—= K,

in den algebraischen Abschlu8 von K, von K,, so da8
T(E)=1L

ist.

Beweis. Es ist L = K,(a) mit a € K, und monischem, irreduziblem Polynom
f(X) € Ky[X] mit f(o) =0und deg f =d

Man approximiere f(X) durch g[X] € K[X], monisch, degg = d, so daB g(X)
irreduzibel in K,[X] und damit auch in K[X] ist.

Dies ist immer moglich, da die nicht irreduziblen monischen Polynome algebrai-
sche Bedingungen an die Koeffizienten erfiillen miissen, die sich aus der Existenz
einer Zerlegung

g = h1h2

ergeben. Diese algebraischen Bedingungen definieren eine abgeschlossene Unterva-
rietdt im Raum der Koeffizienten, auBlerhalb derer f(X) und deshalb auch das
geniigend nahe g(X) liegt.

Wihlt man g(X) geniigend nahe an f(X), so gibt es eine Nullstelle 8 € K,,, mit
g(B) = 0, die niiher an « als an jedem Konjugierten o« von « liegt:

|8 —al<|oa —a
Nach Krasners Lemma ist deshalb
L= K.(a) C K.(8) = 7(E)K.
mit der endlichen algebraischen Erweiterung F = K () fiir die
[E: K] =d = [K.,(B) : K.] = [F(B)K, : K.]

gilt. Also ist auch L = 7(E) K.

1.1.102 Quadratpotenzen von Einheitswurzeln. Dienstag, 29.08.23

Es sei p eine Primzahl der Form p = 4n + 1 und ( eine primitive p-te Ein-
heitswurzel, also eine Nullstelle von

et aP 2 b+ 1=0

Proposition 1.1.26. Die Summe S = Zf:_ol (:12 erfiillt die Beziehung S% = p.
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Beweis. Es ist
p—1 5 p—1 R p—1p—1 P
#= () (Ze) X Z e
i=0 =0 i=0 j=0

Da p=4n+1 gibt es ein w € Z mit w?> = —1 mod p. Es ist also
P45 = (i +wj)(i —wj) mod p

Durchlaufen ¢ und j unabhéngig die Reste (mod p), so durchlaufen auch a = i+wj
und b = ¢ — wj alle Paare dieser Reste.
Wir kénnen also schreiben

p—1p—1 P p—1p—1 p—1p—1
SE DI DD DML PP PP
1=0 j=0 a=0 b=0 b=0 a=0

wobei wir ¢ — ¢? als Gruppencharakter x, auf der Gruppe G = (¢%)a=o.... p—1
auffassen.

Nach einem bekannten Theorem ist eine solche Summe fiir x, # 1 immer gleich
Null und fiir x» = 1 natiirlich gleich |G|= p. Damit ist unsere Aussage bewiesen.

1.1.103 Neue Casas-Alvero Gedanken. Montag, 04.09.2023

Man betrachte die Casas-Alvero-Matrix

o i 2 1
+1 2
xy x x5 o
M pmtt ™ 22 my,
- m+1 m m\ .m—1 2
SH )xll(%)xl L (1 z; 1
m— m—

(" )ay Tt (5)ar L0
m—+1

(M) @, 1 0 0

von der wir zeigen wollen, daf sie fiir alle z1,...,z,,, nicht alle gleich Null,

vollen Rang m + 1 besitzt. Daraus wiirde die Casas-Alvero-Vermutung folgen.
Wir wollen kurz noch eine Verallgemeinerung der Casas-Alvero-Vermutung
einfithren. Es sei e, 4 der Vektor

€m,d = (d)
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wobei in der unteren Hilfte z¢ mit e < 0 gleich Null und z{ = 1 gesetzt seien.
Die normale Casas-Alvero-Matrix von oben ist dann

M = M<em7m+1; Em,msEm,m—1y---,Em2, em,l)

Man rechnet in Beispielen aus, daf fiir das Ideal ay; der Hauptminoren, als
Ideal in Q[z1, ..., 2] aufgefait, gilt

Vay = (:cl,...,:rm).

Diese Aussage ist natiirlich dquivalent zur Casas-Alvero-Vermutung.
Fiihrt man nun die 2m x (m + 1)-Matrix

Md,m = M(em,d7 Em,msEm,m—1y-- -, em,l)

mit d > m + 1 ein, so zeigt sich experimentell, dal auch hier fiir das Ideal
ap,,, der Hauptminoren die Beziehung

A /aMd,m = (Il,...,ajm)

gilt.

Interessant ist dies, weil die Matrix Mg, ,, zwei verschiedene Untermatrizen
Mg m—1 1esp. My, m—1 vom selben Typ enthélt, die man aus den letzten m
Spalten bei resp. Vertauschung der ersten beiden Spalten erhélt.

Wir schreiben My ,,, explizit hin

zf ] 2 1

x4 x5 3 @9

N xgn ....... xm ........ xznxm
= | (@t L Gl 1
(as™ ()25 10

(Hadm 1 0 0

Die Induktionsaussage (induktiv iiber m) ist:

Theorem 1.1.17. Fir (z1,...,%m) # (0,...,0) hat Mg ., immer vollen Rang
m+ 1 (fir jedesd >m+1).

Mit einem Vektor
ai

az

am

bildet man die Gleichungen
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Md,nb cv=0
Es ist also ein System von Gleichungen ws, ..., wa,, € A mit
A=2Z[x1,...,Tm,a1,...,0n]
Die wy, .. ., ws,, sind quasihomogene Polynome in A. Damit ist

X = proj (A/(wy,...,w2m))

ein gewichtet projektives, also eigentliches, Schema iiber Spec (Z) mit einer
Projektion 7 : X — Spec (Z).

Lemma 1.1.33 (Grundlemma). Es sei A = Z[y1,...,ys| und
Wi, ..., Wy
ein System in A quasihomogener Polynome. Weiter sei
X = proj (A/(w1,...,wp)).
Dann ist X ein abgeschlossenes Unterschema
X =Py, -, ys)

eines gewichtet-projektiven Raums, also eigentlich tiber Z.
Die Gleichungen wi, ..., w, haben genau dann eine nichttriviale Lésung
(wir sagen bei quasihomogenen Polynomen auch einfacher eine Losung®)

y?,...,y?;ﬁ(O,...,O)

in einem Korper Ko der Charakteristik 0 (wir sagen auch ,iber Q“), wenn sie
fiir jede Primzahl p € Z eine Losung in einem Korper K, der Charakteristik
p haben (wir sagen auch ,iber F),“).

Existiert keine Lésung in Charakteristik 0, so gibt es nur endlich viele
p € Z, prim, so daf eine Losung iber I, existiert.

Beweis. Existiert eine Losung in Ko, so ist die Faser X Xz Q nicht leer und damit
ist der generische Punkt (0) von Spec (Z) im Bild von 7. Da 7 eigentlich ist, ist 7(X)
abgeschlossen und somit 7(X) = Spec (Z). Also sind auch alle Fasern X xz F,, nicht
leer und es gibt Losungen in den K.

Umgekehrt, ist kein Punkt in X xzQ vorhanden, so ist w(X) eine endliche Menge
von abgeschlossenen Primidealen (p1),. .., (ps) aus Spec (Z).

Anmerkung 1.1.14. Wir hétten oben anstelle von Z jeden dedekindschen Ring
R mit A= Ry, ...,ys| heranziehen konnen.

Es sei nun My, mit einer Losung in Charakteristik 0 ausgestattet. Diese
Losung sei

0 0 .0 0 =
(%) xy,...,z,,a3,...,a,, €Q

Man kann sie immer in Q, ganz iiber Z, finden, wenn sie in Charakteristik 0
existiert.
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Ein weiterer erfolgloser Ansatz

Anmerkung 1.1.15. Es sei 27 # 0 modulo einer Primzahl p. Dann, so behaupte
ich, kann man aus der Losung (*) durch Reduktion modulo p eine Losung von

W1, ..., Wy, modulo p mit 79 # 0 und 2? = 7? (mod p) gewinnen.

Wir dndern jetzt die Losung (*) ab, indem wir z} = 29 und a} = a? fiir
i > 1 und af = a?/p setzen. Dann erfiillt

1 1 1_ 0 1 1
(D) xy,... 2,07 =ai/p,ay, ... a4,
die Gleichungen
" "
Wy, ..., Wy,
die aus wi, ..., wa, hervorgehen, indem man a; durch pa; ersetzt.

_ Problem: Die Lisung x},al ist micht mehr in Z. Daher sind die weiteren
Uberlegungen wahrscheinlich sinnlos.
Betrachten wir diese Gleichungen und die Loésung (A) modulo p, so haben

wir eine Losung modulo p

-1 —1 -1 1
(D) xla"'axm—laa%"'aa’m
von wi, ..., wh,, o, die wie folgt entstehen und die modulo p mit
" 1 1! "
WY s W, W1y e e s Wy

iibereinstimmen (weil die a;-Terme verschwinden):
Die folgende Matrix

xd znt 2 m
rd zy 3 @

Mam-1 = 5%55 fﬂmﬁbﬁq 22'171 mt
’ (}i)x}l ) (7)1 ) (1)x1 1
(2)5”27 (Tg)xgli 1 0
(, 4 )zdmtt 1 0 0

ist fiir d = m und fiir d = d in Mg ,,, enthalten.
Man streicht dazu aus Mg, die Zeilen m und 2m sowie fiir d = m die
Spalte 1 und fiir d = d die Spalte 2.
Nach Induktion hat sie fir alle (z1,...,2Zm—1) # (0,...,0) vollen Rang m.
Nach dem Grundlemma haben die zugeordneten Gleichungen

/ / / /
wla"'awm—lﬂwma"'va(m—l)

aus der Vektorbeziehung
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!
az wy

/
wQ(m—l)

fiir fast alle Primzahlen p keine Losung, also nur eine Losung mit
jlz...:im_1:&2:...:&mzo.

Andererseits hat die Losung (O) von oben, die aus (A) hervorging, fiir ein
r} =7} #0 (mod p) (fast alle p erfiillen diese Beziehung, wenn z} # 0 € Q,
ganz iiber Z) einen Wert ungleich Null modulo p und ist eine Losung von
wh, ..., wh,, 5 die es eigentlich nicht geben kann.

Also miissen in der Losung 29, a? von () die

17

B ==l =0
sein. Deshalb ist dann auch (betrachte wy, ..., Wyn—1, Wmat,- .-, Wam—1)
ag:...:a?nzo.
Setzt man dies in wy,, w2, ein, so folgt dann auch af = 29, =
Damit hat auch wy, . .., wa,, keine von Null verschiedene Lésung und My,
hat vollen Rang fiir 2%, ..., z,, ungleich (0,...,0).
Eine nicht funktionierende Strategie
Wir haben also eine Losung von wq, ..., Wy, Wyt1, - - -, Wom gefunden.
Dabei sind
Wy = 2%+ a12™ + apr™ M 4 Az, =0 (1.289)
d
Wop = ( )x;‘j;m +a;=0 (1.290)
m

Wir ersetzen jetzt diese beiden Gleichungen durch die Abénderungen

f= ca:fln +e1a1 ™ 4 coaor™ - 4 CopGm Ty = 0 (1.291)
d

g= u( )xfn_m + vay (1.292)
m

Wir ziehen dabei nur solche Abénderungen, also Wahlen von
Uy Vy CyClynnnyCp € L

in Betracht, fiir die fiir ein festes A 20 € Q
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A resy,, (wm7 wQ’m) = IeSg,, (f7 g)
ist. Aufgrund der Existenz einer Losung

Ty @1y ey @

m? m

VON Wy, , Wamy, verschwindet die Resultante links, also auch rechts.
Es existiert also eine abgeédnderte Losung

0 0 0 0 0
(@) 21, T 1 Ty pews @15 - -+ 5 Oy, € Q

die die quasihomogenen Gleichungen

(A) wl:Oa~--;wm—1:O7f:Oa
Wnt1 =0,...,wam—1=0,9g=0 (1.293)

16st.

Es gibt also nach dem Grundlemma auch Losungen von (A) iiber F,, fiir
jede Primzahl p.

Die folgende Matrix

ry oy a3 m
& i a3 @
Mg m—1 = dx;lngil 733:2;;_1 J’En—l Tm—1
, (Cll)xé_Q (1)‘%1 - (1)551 1
(5)5 ()ah 2. 1
(mdfl) 7dn*77711+1 1 0 0

ist fiir d = m und fiir d = d in M ,,, enthalten.
Man streicht dazu aus My, die Zeilen m und 2m sowie fiir d = m die
Spalte 1 und fiir d = d die Spalte 2.
Nach Induktion hat sie fiir alle (z1,...,Zm-1) # (0,...,0) vollen Rang m.
Nach dem Grundlemma haben die zugeordneten Gleichungen

! / !/ /
wl,...,wmil,wm,...,’lUQ(mil)

aus der Vektorbeziehung

fiir fast alle Primzahlen p keine Losung.
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Wir wéhlen jetzt fiir eine solche Primzahl p die Abdnderungen
UV, Cy Cly ey Cmy EL
so, dafl
=0 modp vZ0 mod p cZ0 modp (1.294)

Eine solche Abinderung kann anscheinend nicht existieren!
Angenommen, sie existierte, so wire modulo p die Gleichung g gleich

g=wa; =0
Eine Lésung
TlyevoyTmy 1y -5 0m
von (A) modulo p miifite also
a1 =0
erfiillen. Damit wéren
fla"'vim—laaQa"'v&m
eine verbotene Losung von wi,...,wh, . o modulo p. Also muf3
Z21=0,...,Zp,-1=0,a2=0,...,8,, =0

sein. Zusammen mit dem obigen a; = 0 folgt dann fiir
d -1
f=caxy, +carz,, + caaszy "+ -+ CplmTym =0

die Reduktion auf
f=czl =0

Da aber ¢ # 0 (mod p) ist, ist Z,, = 0. Es ist also sogar
‘il:"':i'm:alz"':dm:()

und die obige Losung von (A) modulo p ist in Wirklichkeit keine (wir suchen
Losungen in abgeschlossenen Unterschemata von P(xq, ..., Zm, a1, ..., am)).

Also kann (A) keine Losung iiber Q haben und damit hat My, vollen
Rang fiir (z1,...,2m) # (0,...,0) in Charakteristik 0.

Eine Abwandlung
Eine Abwandlung der obigen Bedingung an
Uy Vy €y Cly e e oy Oy

wéire
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() <i> ucy —cv#0 mod p

und
c2,...,¢m =0 mod p

Modulo p wiren dann f und g gleich
f=czl +craz™ =0 (1.295)

d
g= u<m> 3™ 4 vay =0 (1.296)

Aufgrund des Nichtverschwindens der Determinante (%) von oben modulo p,
wire dann a; = 0 und Z,, = 0. Der weitere Schluf} ist wie oben.
Auch eine solche Abwandlung ist anscheinend unmdglich.

Eine Beispielmatrix

zf xd 3 2 m
b s x5 2 1
5 x5 3 3 x3
M v K £ o (1.297)
a,4d — .
a\ .a—1 3 2
(1)x1 47 3z 21 1
a\ .a—2 2
(5)xs 6x5 312 1 0
a\ ,.a—3
BEH 4y 1 0 0
a\,.a—4
(4) xy 1 0 0

z§ 3 2 m
x5 3 3 1
M = (1.298)

(92572 3 1 0
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1.1.104 Vorwirtsschiebung von Divisoren beim ganzen Abschluf.
Donnerstag, 05.10.2023

Es sei f : X — Y eine eigentliche Abbildung von algebraischen Schemata
(Schemata vom endlichen Typ iiber k) und L = K(X) sowie K = K(X) die
Funktionenkérper. Es sei L/K endlich mit [L : K] = n.

Ist D =), n;P; € DivX, so kann man den Push-Forward

foD = Zni[k(Pi) L R(Q)]Q

bilden, wobei Q; = f(F;) ist.
Fiir » € L ist
() =Y vp(r)P;
und fiir v’ € K ist
(M= vo,()Q;
J
Man sagt f: X — Y erfiillt die (*)-Bedingung, wenn

(Nmp g (r)x = fo((r)L)

fir alle r € L.
Dies ist dquivalent zu

(+) vo(Nmpk(r) =Y vp, (r)[k(P)) : K(Q)]
J
fir alle r € L und mit Py, ..., P, — @, den Primidealen iiber Q.

Ganzer Abschlufl im selben L = K

Wir wollen sehen, da die Bedingung (%) fiir L = K und A/A erfiillt ist, wobei
A der ganze Abschluf von A in K ist.

Jedes r € K kann als a/s mit a,s € A geschrieben werden. Es geniigt
r = a zu betrachten.

Es ist dann natiirlich Nm(a) = a, also bleibt zu zeigen

ve(a) = vaj (@)[k(P5) : K(Q)]

wobei Pp,...,Ps; die Punkte iiber ) in Spec (/1) sind. Wir kénnen nun

A/A durch die Lokalisierung AQ JAq ersetzen, und annehmen, daf dim A =
dim A =1 und Pi,..., P entsprechen maximalen Idealen iiber dem maxima-
len Ideal @ des lokalen Rings (A4, Q).
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Es ist dann vg(a) =leng A/aA und

3" vr, (@[k(P) : K(Q)] = lena(A/ad)

Die letzte Beziehung erkennt man durch eine Filtrierung (N,) von A/aA mit
N, /Nl/ 1= A/ i)

und Ny = (0) und N,,, = A/aA.
Lokalisieren an (—)p, zeigt, da8 der Term A/R(V) = A/PJ genau so oft
auftaucht, wie len ;. (A;/ad;) = vp, (a) angibt. Dabei sei Aj = Ap_7

Da lena(A/P;) = [k(P;) : k(Q)] ergibt sich die Beziehung (A) durch
Betrachtung der len4 N, in der Filtrierung und den kurzen exakten Sequenzen

0— N,,_l — N,, — A/PJ(V) —0
Wir miissen also zeigen
leny(A/aA) =leny(A/aA)

Beweis. Dazu betrachten wir das Diagramm

0 0 0
LI
0—> W —>A/A % AJA —— 7 —>0
ot
0 A5 A AJaA —=0
R
0 A A AJaA —=0
b
0 0

und entnehmen die exakten 4-er Sequenzen von Moduln endlicher A-Lénge
0+ W — AJaA — AJaA — Z =0

sowie R ~
0—=W = A/ASL AJA—Z =0

Die letzte Sequenz liefert dann lena W = lena Z und damit aus der ersten
lena(A/aA) =lena(A/aA)

wie gewiinscht.
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Dedekindringe

Wir betrachten jetzt den Fall B/A wobei A diskreter Bewertungsring und B
der ganze Abschlufl von A in L ist. Es ist dann B = A™ und B ein Dedekin-
dring.
Fiir B/bB sei
0—N,_1—> N, — B/R(V) —0

die iibliche Filtrierung. Lokalisieren an (—)p, liefert, dafl die Anzahl des Auf-
tretens von P; in der Filtrierung gleich

leng, (B/bB)p, = vp,(b)
ist. Weiter ist
lena(B/P) = lena q(B/P,) = [k(P) : k(Q)]
Insgesamt also, indem man auf die Filtrierung len4(—) anwendet
lena(B/bB) = wp,(b) [k(P;) : k(Q)]
Damit die (x)-Situation vorliegt, muss also
lena (B/bB) = vo(Nm(b))

sein. Nun ist aber fiir die Matrix @, : A" — A", die aus der A-linearen
Abbildung b’ — bb’ erwiichst:

det @, = Nm(b)

so daf} noch
(O) lena(A/(detPy)) = lens(A™ /Py (A™))

zu zeigen ist. Wir konnen dafiir die Matrix &, als
d, = PM,Q

mit Matrizen P, Q € GL(nxn, A) und M, einer Elementarteilermatrix schrei-
ben.
Es ist dann det @, = det M, und

lena (A" /Dy (A™)) = lena(A™ /My(A™))

Wir kénnen also @, in () durch M, ersetzen, wo die Gleichheit offensichtlich
ist.
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1.1.105 Ein Lemma iiber minimale Primideale. Dienstag,
24.10.2023
Es sei A ein noetherscher Ring mit minimalen Primidealen pq,...,ps. Dann

ist fiir m > 0 geniigend grof3
0—>A—A/pT x - x A/pT

eine injektive Abbildung.
Beweis. Man hat eine exakte Sequenz

O—=pl'N---Nps = A— A/p" X - X A/py".

Fiir m > 0 geniigend grofl verschwindet der linke Term. Dies liegt an der Tatsache,
daf3 fiir Ideale a, b C A die Sequenzen a”b und a™ N b essentielle a-adische Filtrierun-
gen von beschriinkter Differenz sind (Artin-Rees-Lemma). Es ist also a™Nb C a™ *b
fiir ein festes k£ > 0 und m > 0.

Also ist pT* N (p5* N ---NpT) Cp F(pF N --- N pT). Insgesamt also

I N npd Sl
fiir ein geeignetes k > 0 und alle m > 0. Da (p1 ---- - ps)m*]C Cpin---N ps)"“’C

und p; N ---Nps nilpotent, folgt die Behauptung.

1.1.106 Das Hauptdiagramm der Schnitttheorie. Montag,
13.11.2023

Es sei Y C X eine reguldre Untervarietét einer reguldren Varietdt X. Ist
X = Spec(A) und V(I) =Y fiir ein Ideal I C A, so ist

Cy X = Spec G}I”/I”*’1

v>0

der Normalkegel von Y in X. Fiir Y C X allgemein globalisiert man diese
Definition durch Zusammenkleben.
Die Gerstenhaber-Algebra

CY= A[T,IT™ ') C AT, T~ 1]

liefert eine Deformation in den Normalkegel. Wir haben nun das Hauptdia-
gramm der Schnitttheorie fiir ein f : W — X und dazu das Hilfsdiagramm

Y/:WXXY%W

i Vi

Y ——X

Mit Y/ = W x x Y sind die Abbildungen Y’ — W und Y — X abgeschlossene
Immersionen und es existiert eine abgeschlossene Immersion von Normalke-
geln
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7 CY/W — CyX

Mit ihr haben wir dann das Hauptdiagramm

Oy X < Oy L W0 <2 oy Z o Al T

I A N

Y 00 P! Al Al

IR

In ihm ist W° die Deformation iiber P! in den Normalkegel Cy+W mit der Einbet-
tung p : Cy' W — W° und dem offenen Teil j : (W°) € WP, der isomorph zu A'W
iiber Al ist.
Damit kénnen wir fir ein V' € Ax(W) die Abbildungskette
A(W) T Ay (ATW) S Ay (WO)) 255 Ay (WO) 25
Ly Ap(Cy W) 255 Ap(Cy X) 229 A, _g(X)  (1.299)

ins Auge fassen und damit den Schnitt V.Y als das schluBendliche Bild von
V unter dieser Kette in Aj_4(X) definieren. Da alle Zwischenabbildungen
wohldefiniert auf den Zykelklassen sind, ist auch die Abbildung

Ak(W) — Ak,d(X), Ve=VY

auf Zykelklassen wohldefiniert.

1.1.107 Resolventen von f(x) = 0. Samstag, 16.12.2023
Es sei f(z) € Q[z] ein irreduzibles Polynom vom Grad n und

K:Q(J?l,...,,fn) g@

der zugehorige Zerfalllungskorper.
Wie kann man ein primitives Element a € K finden, so dafl Q(a) = K ist?
Man betrachte dazu die Beziehung

fl@)=a"+az" '+ da,=(@—A) (z— An)

die auch als
a; = Si()\la ER 7)‘TL)

mit den elementarsymmetrischen Funktionen S, ...,.S, ausgedriickt werden
kann. Dabei sind die a; € Q.
Nennen wir g; = a; — S;(A1,...,\n), so sei I = (g1,...,9,) das Ideal in

S=QM,.... \l.
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Es ist nun nicht immer S/I = K, aber es ist S/J = K, wobei J D I ein
beliebiges maximales Ideal ist. Es ist J ein minimales Primé&rideal {iber I und
kann als solches mit Macaulay 2 (zum Beispiel) berechnet werden. Man hat

also
K=>=S8/J

Man betrachte nun einen Morphismus
¢:Qa] = S/J =K, mit a1\ + -+ ey

wobei die ¢; € Q oder ¢; € Z zufillig gewédhlt wurden.

Es wird dann, aufler fiir eine Wahl der ¢;, die in einer diinnen Menge im
(c1,...,cn)-Raum liegt, immer ¢ surjektiv und ker ¢ = (g(a)) mit g(a) € Q|a]
sein.

Dabei ist degg = [K : Q] und g(a) ist die gesuchte Resolvente von K, so
daf

K =Qla]/(g(a))

ist.

1.1.108 Linienbiindelschnitte auf algebraischen Kurven. Montag,
25.12.2023

Es sei X eine nichtsinguldre algebraische Kurve, also ein nichtsinguléres Sche-
ma vom endlichen Typ iiber einem Korper k£ mit dim X = 1.
Ist dann £ ein Linienbiindel auf X, und U = X —Y eine offene Menge mit
Y ={Py,..., Py} fiir abgeschlossene Punkte P,..., P, € X.
Es ist dann
ru,L) = JI(x,£(nD))
nD

wobei D = P, + --- 4+ P,, der Y auf natiirliche Weise entsprechende Divisor
ISt.VVeiterhin haben wir fiir Ox (D) wegen Jp = Ox(—D) die Beziehung
0—-0x(-D)—>0x —-0p—0
und deshalb durch Tensorieren mit £L(F + D) = £L ® Ox(D + E) auch
0—L(E)—=>LE+D)—0p—0

Man beachte hier L ® Op = Op fiir jedes Linienbiindel £.
Es sei nun {2 speziell das Linienbiindel der holomorphen Differentiale

2= QX|k = Wwx.

Bekanntlich ist dann ja H°(X, £2) = g und deg 2 = 2g — 2.
Wir kénnen nun zunéchst das Diagramm
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0 0
Q(E) Op

/
\

0

aufstellen und besonders im Spezialfall von D, E disjunkt betrachten.
Fiir geniigend grofle deg D und deg E' lassen sich dann exakte globale
Schnitte I'(X, —) bilden, die sich zu einem Diagramm

0 0
\ /
T aom)(x) 05(X)
/ ~— __—
200 Q(E + D)(X)
7 (D)(x) T oLx)

ergidnzen. Dabei sind ¢ und j die Injektionen des Schnittes
Ox (D)(X) NOx(E)(X) = 0x(X)

also eines g-dimensionalen k-Vektorraums.
Schreiben wir iiberhaupt einmal im vorigen Diagramm die Dimensionen
dimy V anstelle des Vektorraums V', so steht

0 0
\
. et+a-—b e/
/7‘7 ~ /
g e+d+a—>b
J o d4+a->b d

wobei d = degD und e = degF, sowie a = 2g — 2 und b = g — 1, also
a—b=g—1ist. Man liest dies natiirlich aus der Beziechung

(D)~ (K —D)=degD+1—g

und [(K — D) = 0 fiir geniigend groie D ab.
Es ergibt sich daraus, daf§ die Bilder von 2(E)(X) und £2(D)(X) in 2(D+
E)(X) die Dimension

et+d+2a—-b)—g=e+g—2
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aufweisen. Andererseits ist
dimy 2(D+E)(X)=d+e+(a—b)=d+e+g—1

also um genau 1 grofler.

1.1.109 Erzeuger von Pic® X fiir eine glatte algebraische Kurve X.
Donnerstag, 28.12.2023

Es sei X eine glatte algebraische Kurve und 0 ein fester Punkt. Dann gibt es
fiir g+ 1 Punkte P,..., Py41 immer g Punkte Q1,...,Q, mit

E:P1_|_...+Pg+1_(g+1)0NQ1+...+Qg_gO:F

im Sinne einer Aquivalenz von Divisoren.
Betrachte dafiir den Divisor

D=P+ - +PFPj1 -0
Es ist deg D = g und wegen
I(D)—I(K—D)=degD+1—g

ist [(D) > 1. Wéhle ein f € (D), also f € K und (f)+ D > 0.

Die meromorphe Funktion f hat also hochstens in Py, ..., Py Pole, diese
seien also Pp,..., Ps mit s < g+ 1.
Es ist also
(N=-P - =P+0+Q1+ - +0Qs
Damit ist

E+(f)=Qi+ - +Qs—1+ P1+-+ Pyy1 — g0

also E + (f) von der Form F' wie behauptet.
Es ist also jeder Divisor D € Pick mit deg D = 0 als

D=P +---+ P, —gO
darstellbar.
1.1.110 Explizite Darstellung von I'(X, Ox (D)). Freitag,

29.12.2023

Es sei
A=E[xy,...,2,]/T = B/I

eine integre, glatte affine k-Algebra und X = Spec (A).
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Es sei fiir einen effektiven Divisor D > 0 das abgeschlossene Unterschema
Z(D) gegeben durch die Idealgarbe J(D) = Ox(—D). Wir identifizieren J(D)
mit dem Ideal I(D) C A.

Nun sei D = FE — F mit E, F > 0. Dann ist

I'(X,0x(D)) = (I(F): I(E)) € K
denn die f € K mit
f-1(E) CI(F)

entsprechen den f € K mit (f)+D >0, also (f)+ E > F.
Um I'(X,0x (D)) zu bestimmen, miissen wir also fiir Ideale I, J C A den
Idealquotienten (I : J) C K bestimmen.
Es sei J = (¢g1,...,9s). Dann ist
(I:D)=T:g)N--N(T:gs) =g IN---Ng'I

S
Setzt man g =¢gq - - - - gs und ¢} = g/gi, so ist
gitIn-ngT T=g" (giIN---Ng)
Der Schnitt der A-Ideale g;1 C A kann ohne weiteres explizit berechnet wer-
den. Damit ist auch (I : J) bekannt.

Es sei nun X = proj (S) mit
S:k’[l‘o,...,xn]/l

ein projektives, glattes Integritdtsschema mit homogenem Ideal I.

Wieder sei D = E — F mit E,F > 0 und I(E) und I(F) die saturierten
Ideale zu den Idealgarben Ox(—F) und Ox(—F).

Es ist dann wieder

(f)+D=20—f-I(E)CI(F)& fe (I(F):I(E))

Um jetzt (1 : J) € K = S((g)) zu bestimmen, kénnen wir an den z; lokalisieren
und die Beziehungen I = I(,,)N---NI(,, ) fiir ein saturiertes Ideal I ausnutzen.
Es ist dann

und

(I:J):(I:J)(ﬂco)m"'m(I:J)(xn):WOQ"'mWn

und somit (I : J) C K als gebrochenes Ideal explizit bestimmbar.
Man beachte, daf§ fiir I, J, saturiert, auch (I : J) saturiert ist.
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1.1.111 Differentialgleichung der Fluiddynamik. Sonntag,
21.01.2014

Es sei 2 C R*¥ mit k = 1,2, 3 ein Gebiet in R¥. In diesem Gebiet befinde sich
ein Fluid, dafl durch die Komponenten

(t,z) = u(t,z) €eR (1.300)
(t,z) = p(t,z) €R (1.301)
(t,z) — v(t,z) € R¥ (1.302)

beschrieben wird. Dabei sei t die Zeit und x € 2 ein Punkt des Gebiets. Es
ist u(t, z) die lokale Dichte des Fluids im Volumen

dV =dxq1---- - dxy,.

Also hat u(t,z) die Einheit [kg/m3] im Fall k¥ = 3 fiir den wir im folgenden
immer die Einheiten angeben werden.

Weiter sei p(t,z) der Druck des Fluids bei (z,t) gemessen in der Einheit
[N/m?2].

Schliefllich sei v(t, ) die lokale, vektorielle Geschwindigkeit des Fluids im
Punkt (¢,2), gemessen in [m/s].

Wir wollen die Differentialgleichungen fiir u, p, v aufstellen, indem wir die
Substanzerhaltung, Energieerhaltung und Impulserhaltung heranziehen.

Zunichst gilt fiir die Substanzerhaltung

% + Div(pv) =0

Um die Richtigkeit dieser Gleichung einzusehen betrachten wir den Fall
k = 1: Aus dem Intervall [z,z + dz| wird auf der rechten Seite mit der Ge-
schwindigkeit v(x 4+ dz) Material abtransportiert.

An der linken Seite wird mit v(z) Material zugefiihrt.

Multipliziert mit einem sehr kleinen dt, so dafl dtv(z) immer noch sehr
klein gegen dx ist, ergibt sich also

ou B
E(z) dtdr =
v(x) dt p(x) — v(z + de) dt p(z + dr) =
= —(vp)(x) dx dt
oder eben 5
ai; = —(vp)e = — Div(v p) (1.303)

Wir werden im folgenden #hnliche Fluigleichungen fiir die Energie und
fiir die Komponenten des Impulses brauchen. Nennen wir eine solche skalare
Dichte generell einfach a(t, x), so ist generell
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da

ot

Nun also zur Energie: Die kinetische Energie pro Volumen dV ist durch

+ Div(av) =0

Eyin = 1/2MU2

gegeben.
Die potentielle Energie steckt im Druckterm p(t, z), denn es ist p(t,z)dV
ein Ausdruck mit der Einheit [N/m?|[m?®] = [Nm)].
Man denke auch an pdV = 3nkT wobei n die Anzahl der Molekel in dV und k
die Boltzmannkonstante, sowie T' die Temperatur ist.
Also
Epot =p

und
E = BEin + Epot = 1/20° +p

Energiednderungen ergeben sich durch den Fluf v(¢, z) gegen den Gradient
des Drucks, also ein Term

V(p) v

Dazu kommt noch an Quellpunkten von v(t, ) ein Term der Quellarbeit gegen
den Druck p, also ein Term
pDiv(v)

zusammen also
Div(pv) = V(p) - v+ pDiv(v)

Insgesamt hat man deshalb, den oben geduflerten Gedanken der FlufSkon-
tinuitdt mit a = E aufgreifend:

aa—f + Div(pv) + Div(Ev) =0 (1.304)

Es bleibt die Impulserhaltung. Der Impuls pro Volumen dV ist
P=pv

also natiirlich eine vektorielle Gréfe. Insgesamt haben wir damit die vektorielle
Differentialgleichung

%: +V(p) +Div(P-v") =0 (1.305)
Dabei steht der Term V(p) fiir den Impulsgewinn durch den Druckgradient.
Er hat die richtige Einheit [N/m3], denn es ist da dP/dt, die Ableitung einer
Impulsdichte, immer eine Kraftdichte, gemessen in [N/m?].
Das Argument von Div ist natiirlich eine k& x k-Matrix, denn wir fassen v
als stehenden Vektor auf und damit ist das Produkt puv - v* eben eine k x k-
Matrix.
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Der Operator Div wirkt auf diese komponentenweise und liefert, wie
bendtigt, einen k-Vektor.

Die PDEs 9
9E L Di —
o + Div(pw) =0
OF . :
e + Div(pv) + Div(Ev) =0 (1.306)
%—]: +V(p) + Div(P - v') =0

beschreiben ein wohldefiniertes Anfangswertproblem: Sind fiir ¢ = 0 die Ver-
teilungen

(0, ) p(0,x) v(0,x)

gegeben, so legen die Differentialgleichungen (1.306) die Werte
p(0, ) p+(0, x) v¢(0, )
fest. Somit kann man zu
u(dt, x) p(dt, ) v(dt, x)

fortschreiten und somit die unbekannten Funktionen wu(t, z), p(t, ), v(t, ) ge-
winnen.

Es scheint iibrigens so zu sein, dafl man oft nicht beliebig weit in ¢ integrie-
ren kann, da sich im Laufe der Zeit Singularitidten in den u(t, x), p(¢, x), v(t, x)
bilden.
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Gruppenschemata

2.1 Grundlagen

2.1.1 Homomorphismen
Es seien G, H, K Gruppenschemata iiber einem Basisschema S. Weiter seien

f:G—H
g: K —H

S-Morphismen von Gruppenschemata. Dann ist in dem Diagramm

G <J G XH K
)
H<—"—K

das Faserprodukt G x g K ein S-Gruppenschema und

p: GxgK—G
q:GxgK—K
sind S-Homomorphismen von Gruppenschemata.

Insbesondere ist fir K = S und g = ey auch G xg S = ker f ein S-
Gruppenschema.
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Morphismen

3.1 Unverzweigte Morphismen

3.1.1 Definition

Fiir einen lokalen Ring A sei my das maximale Ideal und k4 = A/my4 der
Restkorper. Ein lokaler Homomorphismus lokaler Ringe f : A — B ist ein
Homomorphismus mit f(ms) C mp.

Definition 3.1.1. Es sei
f:A—B
ein lokaler Homomorphismus lokaler Ringe. Es gelte

i) f(ma)B =mp
it) kp ist eine endliche separable Erweiterung von k4.

Dann heif$t f unverzweigt.

Proposition 3.1.1. Der Morphismus f : A — B ist genau dann unverzweigt,
wenn f: A— B es ist.

Anmerkung 3.1.1. Es gilt dann folgendes:

1. Es ist B ein endlicher A-Modul. IR

2. Ist k4 separabel abgeschlossen, so ist A — B surjektiv. R

3. Ist kp/ka die triviale Erweiterung, so ist B ein Quotient von A.

4. Sind A, B vollstidndige diskrete Bewertungsringe, so ist f : A — B genau
dann unverzweigt, wenn ein uniformisierendes Element 74 fiir A auch ein
uniformisierendes Element fiir B ist.

Definition 3.1.2. Es sei f : X — Y ein Schemamorphismus. Dann ist f
unverzweigt bei z € X, wenn

fﬁ : wa — OXm
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mity = f(x) ein unverzweigter Morphismus lokaler Ringe ist und f bei x von
endlichem Typ ist.

[ ist unverzweigt, wenn f bei allen x € X unverzweigt und damit auch
lokal von endlichem Typ ist.

Lemma 3.1.1. Es sei A — B ein Ringhomomorphismus und B unverzweigt
tber A. Weiter seien q1,q2 zwei Ideale von B mit q; N A =p.
Dann folgt aus q1 C qo schon q1 = (.

Lemma 3.1.2. Es sei B/k eine endlich erzeugte affine k-Algebra. Dann ist
dquivalent

a) B ist unverzweigt iber k.
b) B=ky X -+ X ky, mit k;/k endlich und separabel.

Proposition 3.1.2. Es gilt

1.Sind f: X =Y und g : Y — Z unverzweigt, so ist auch go f : X — Z
unverzweigt.

2.Ist f : X = Y unverzweigt und g : Y — Y’ beliebig, so ist auch f' :
X xy Y =Y’ unverzweigt.

Beweis. Fiir 2. betrachte das Diagramm

B®A04> B@Acsz(X)AF rsl

/\\

A——m A

aus dem mit A := A, B := By und C := C, das Diagramm
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fiir lokale Morphismen lokaler Ringe ¢, v folgt, wobei ¢ unverzweigt ist.

Das oberste Quadrat darin ist kartesisch und 5 ist das Bild von s unter der
Surjektion B ®4 C' — B ®a4 kc.

Es ist dann

(B®4aC)®ckc=B®akc=(B®aka)Qr, kc =kp ®ui, kc

Da kp endlich separabel iiber k4, ist somit (B®4 C)®@c ke =11 X -+ X 1, mit l;/kc
eine endliche separable Korpererweiterung. Es ist also

(B®4C)s®c ke =(B®akc)s =1
fiir ein /;, und somit C' — (B ®4 C)s eine unverzweigte Abbildung.

Proposition 3.1.3. Ist f : X — Y unverzweigt und quasikompakt, so ist f
auch quasi-endlich und von Relativdimension 0.

Proposition 3.1.4. Es sei f : X — Y ein Schemamorphismus lokal vom
endlichen Typ. Dann ist dquivalent

a) [ ist unverzweigt.
b) fy: Xy — k(y) ist unverzweigt fir alley € Y.

3.1.2 Eigenschaften

Theorem 3.1.1. Es sei f : X — Y ein Morphismus lokal vom endlichen Typ
und r € X ein bestimmter Punkt. Dann ist dquivalent

a) f ist unverzweigt bei x.
b) (2xy)z =0
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¢) Es gibt offene Umgebungen U > x und V' > f(x) und einen V-Morphismus
U — AY,, der eine abgeschlossene Immersion, definiert durch eine Idealgar-
be J, ist. Fiir diese gilt, daf8 die Differentiale

{dg|g e I'(Ay,3)}

den Modul ($2yn v )z aufspannen.
d) Die Diagonalabbildung

Ax‘y X 2> X xy X
ist bet © € X ein lokaler Isomorphismus.

Beweis. Fiir die Aussage iiber {2p4 beachte das Diagramm

Nennt man p = ¢* und j = 1™ sowie i = po j, so ist
Qpia @B ke =1 (2p14) =7 P 2514 =7 (2Bg sk alka)

Ist B/A unverzweigt, so ist B ®4 ka = kp endlich und separabel iiber ka4, also
2B@ skalks = Puglks = 0 und damit auch i*(£2p4) = 0, also 2514 = 0.

Liest man diesen Schluf} riickwiérts, so ergibt sich aus 2514 = 0 auch 2pg x4 ks =
0, wobei B®a ka = C, die Lokalisierung einer endlich erzeugten ka-Algebra C an
einem x € Spec (C) ist. Es ist also 0 = 2pg 4k, ks = 20, k- Mit der Sequenz

mz/mi — ‘QCm\kA Xc, k(l‘) — Qk(m)\kA — 0

liest man ab, daB k(z)/ka den Transzendenzgrad 0 hat, ja sogar eine endliche se-
parable Erweiterung von k4 ist. Die Sequenz ist damit auch linksexakt und es ist
m, = 0, also Cy = k(z).

Es ist also B ®4 ka = C, ein Kérper und eine endliche separable Erweiterung
von k4 und somit auch B ® 4 ka = kp mit einer endlichen separablen Erweiterung
kp = k(z) = Cy iiber ka.

Theorem 3.1.2. Es sei f : X — S ein Morphismus lokal vom endlichen Typ.
Dann ist dquivalent

a) [ ist unverzweigt.
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b) Fiir alle affinen S-Schemata Y — S und alle S-Unterschemata Yo C Y,
die durch eine Idealgarbe mit Quadrat Null definiert sind, ist die natirliche
Abbildung

Homg (Y, X) — Homg(Yp, X)

injektiv.
3.1.3 Topologische Eigenschaften

Proposition 3.1.5. Fin Schnitt s : Y — X einer separierten Abbildung f :
X — 'Y ist eine abgeschlossene Immersion.

Proposition 3.1.6. Fin Schnitt s : Y — X einer unverzweigten Abbildung
f: X =Y ist eine offene Immersion.

Anmerkung 3.1.2. Ein Schnitt s : ¥ — X eines unverzweigten, separierten
Morphismus f : X — Y mit einem zusammenhéngenden Y ist also ein Iso-
morphismus mit einer Zusammenhangskomponente von X.

Theorem 3.1.3. Es sei Y ein noethersches, zusammenhingendes Schema
und f: X —'Y separiert und unverzweigt.
Dann existiert eine biyjektive Korrespondenz zwischen

Schnitten s 1Y — X
Zusammenhangskomponenten X; C X fir die X; — Y ein Isomorphismus
15t.

Ein Schnitt s : ¥ — X ist also schon durch einen Punkt s(y) fir einy € Y
bestimmt.

Proposition 3.1.7. Es sei Y ein noethersches, zusammenhdngendes Schema
und h : X — Y separiert und unverzweigt. Weiter seien f,g : S — X zwei
Y -Morphismen und s € S. FEs gelte

1. f(s) = g(s).
2. Die induzierten Abbildungen f¥, g% : k(f(s)) = k(g(s)) — k(s) sind iden-
tisch.

Dann ist f = g.

3.2 Flache Morphismen

3.3 Etalmorphismen
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Deformationstheorie

4.1 Gerstenhaber-Kohomologie

Lemma 4.1.1. FEs sei
0—-N—B i C—0

eine Darstellung der A-Algebra C als C = B/N mit dem B-Ideal N und
N? = 0. Damit ist N auch ein C-Modul.

Weiter sei o’ : F — C ein A-Algebrenhomomorphismus mit einer glatten
A-Algebra F und es sei I = kero’.

Dann existiert eine Fortsetzung o : F' — B von o' mit

B——C——0
N
o \ g
AN

A——F
Es ist o(I) C N und deshalb auch o(I?) = 0, also faktorisiert o durch F —
F/I? - B.

Es sei fiir zwei verschiedene Fortsetzungen o1,09 von o' die Differenz

h =01 — 0s.

Da Bh(f) = 0 ist, faktorisiert h als h : F — N und ist eine Derivation aus
Der4(F,N). Man hat also

h(fif2) = o' (fi)h(f2) + o' (f2)h(f2) (4.1)

Beweis. Nur der Beweis von (4.1) ist nicht offenkundig;:

(o1(f1f2) — o2(f1f2)) =
=o01(f2)(01(f1) — 02(f1)) + o2(f1)(01(f2) — 02(f2)) =
o' (fo)h(f1) + o' (f1)h(f2)
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Es sei C'//A eine A-Algebra und F/A eine glatte A-Algebra mit
0—>I—>F—>C—=0

als Darstellung von C als Quotient C' = F/I.
Wiihle nun eine projektive Auflésung von C—Moduln

i Ly Ly —»I/I* =0
und verwende die exakte Sequenz
(x) I/I* = 2pia®@r C = Nc14 =0

um eine Abbildung L; — I/I? — Ly = Q2p 4 ®F C zu konstruieren.
Es entsteht also eine Sequenz von projektiven C—Moduln

Ly=:---—Ls— L — Ly
Nenne fiir einen C-Modul N
D'(C|A,N) = hi(Homg(La, N))
Unabhéngigkeit von (F,T)

Es ist zu zeigen, daf} dies nicht von der Wahl von (F,I) abhingt, auch ein
(G, J) bringt dieselben Kohomologiegruppen hervor.
Es sei also C = F/I = G/J. Aus den Sequenzen

0= 1/I* = F/I*? - F/I=C—0
0—=J/J?=GlJ? = G)J=C—0
ergibt sich nach obigem Lemma die Existenz von Abbildungen o : G/J? —
F/I?und 7: F/I?> — G/ J>.
Ist dp : F' = 254 bzw. dg : G — {2¢| 4, so induzieren diese Abbildungen
dp + F — Qpa @p C baw. di, : G = Qg4 ®¢ C, die auf I? bzw. J?
verschwinden.
Also induziert o eine A-Derivation

¢/ZG—>QF‘A®FC

durch
V'(9) = dp(o(g+J%)
und damit eine Abbildung

o D614 @c C — 2p 14 @F C.

die in ein Diagramm
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I/IzHQF‘A(X)FC

U,T UOT
J/J2 — _QG‘A ®Rq C
pafit.

Wir koénnen diese zu einem Morphismus von nach obigem Rezept konstru-
ierten Sequenzen

Lo Iy Ly = QF\A QRp C
b
My M,y My —— 2614 ®c C

erweitern, indem wir anfanglich mit den Sequenzen

Ly /12 Lo

]

M1*>J/J2HMO

arbeiten und so M; — L, iiber My — Lo konstruieren, indem wir benutzen,
daBl Ly — I/I? — 0 surjektiv und M; projektiv ist.

Die Konstruktion von M; — L; fiir ¢ > 2 folgt dann aus der Projektivitét
der M; und der Exaktheit von (L;);>1.

Die Fortsetzung sei insgesamt als 0* : M, — Lo bezeichnet.

Hat man zwei verschiedene oy, 03, so ist h = 01 — 09 : G/J2 — 1/12 eine
A-Derivation und man hat ein Dreieck

Ly I/I2 .QF‘A@FC

X Tg‘fcrg

QG‘A Ra C

Da My projektiv und Ly — I/I? surjektiv ist, kann man h° zu einer Abbildung
ko : My — L fortsetzen, fiir die

dLIOkOZO'?—O'g
gilt. Aus der Exaktheit von L, und der Projektivitit von M, folgt dann die
Fortsetzbarkeit zu einer Homotopie ky : My — Ls, ko : My — L3 usw. Es gilt
dann

O'I — O'; = de’ + k‘d]w
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Zwei verschiedene Abbildungen o; : G/J? — F/I? induzieren also dieselbe
Abbildung ‘ ‘
h*(Hom(Le, N)) — h'(Hom(M,, N))

Betrachtet man idg, 2 und 7 0 0 bzw. idg/r2 und o o 7 als zu vergleichende
Abbildungen G/J? — G/J? bzw. F/I> — F/I? so ergibt sich die gesuchte
Unabhéngigkeit von den Wahlen F, I und L.

Eigenschaften der D*(C|A, N)

Durch Analyse der anfiinglichen Sequenz unter Beachtung von (x) ergibt sich

D°(C|A,N) = Hom(f2¢| 4, N) = Der4(C, N) (4.2)
D'(C|A,N) = Hom(I/I? N)/Der(F,N) (4.3)
DY(C|A,N) = Ext5 '(I/I?,N) fiir i > 2

Aus dem Morphismus von Sequenzen

Ly Ly Lo 2cja —=0

Lok

e My —> My —> My —> Qcja —> 0

der aus der Identitét rechts entspringt und fortgesetzt werden kann, weil L,
aus projektiven Moduln besteht und M, — 2¢14 — 0 per Definition eine freie
Auflosung, also exakt, ist, ergeben sich durch Anwenden von Homeg(—, N)
Abbildungen

Ext’(2¢ja, N) — D'(C|A, N)

4.2 Infinitesimale Erweiterungen

Es sei C' eine endlich erzeugte A-Algebra und N ein C-Modul.

Definition 4.2.1. Fine A-Algebra B mit einer Surjektion von A-Algebren
B — C und einer exakten Sequenz

0O—-—N—-B—=>C—=0

in der N?> = 0 als B-Ideal gilt, heisst infinitesimale Erweiterung von C mit
N.

Definition 4.2.2. Ein A-Algebramorphismus ¢ : B — B ist ein Automor-
phismus von B als infinitesimaler Erweiterung, wenn er in ein Diagramm
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eingebettet ist.

Proposition 4.2.1. Die Automorphismen von B als infinitesimale Erweite-
rung sind isomorph zu Der4(C, N) = D°(C|A, N).

Beweis. Hat man zwei Automorphismen ¢1, ¢2 : B — B iiber (C, N), so liest man
aus dem Diagramm
B

1IN

00— N ¢ ¢ C—=0
B

ab, dass h(b) = ¢1(b) — ¢2(b) eine Derivation h : B — N definiert, die auf N ver-
schwindet, also eine Derivation 6 € Dera(C, N) definiert. W&hlt man ¢1 = idg, so
durchlduft ¢2(b) = b+ §(b+ N) mit § € Ders(C, N) eineindeutig die Automorphis-
men von B iiber (C, N).

Definition 4.2.3. Die Isomorphieklassen von infinitesimalen Erweiterungen
0>N—-B—=>C—0

sind durch
DY(C|A,N) = Homg(I/1%,N)/ Dera(F, N)

fiir ein C = F/I wie oben gegeben.

Beweis. Es sei F' glatte A-Algebra mit C = F//I und einem F-Ideal I. Dann gibt
es einen Morphismus ¢ : F' — B mit ¢(f) + N = f + I, also mit ¢(I) C N und
¥(I%) = 0, also einen Morphismus F/I*> — B, der sich in ein Diagramm

0 N B c 0
1]
0 /1> — > F/I* F/I 0

einbettet. Die Abbildung h : I/I* — N ist aus Home (I/I%, N) und es ist
B=F/I’®;/2 N

wobei die Fasersumme rechts iiber die Abbildungen (¢, k) gebildet wird. Die Multi-
plikation in F/I? @& /;2 N ist durch
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(21,n1)(22,n2) = (2122, (21 + )2 + (22 + I)n1)

gegeben.
Ist umgekehrt h vorgegeben, so laBt sich B = F/I? @112 N in ein Diagramm

0 N F/I?&®; 2 N—C—>0
| T |
0 I/1? ) F/I 0

einbetten und damit B = B(h) als infinitesimale Erweiterung von (C, N) aus h
konstruieren.

Ist  : F — N eine A-Derivation, so faktorisiert & als F — F/I* — N. Wir
nennen die induzierte Derivation F/I> — N auch ¢ und die induzierte C-lineare
Abbildung hs = 0|y, s2.

Es gibt dann einen kanonischen Morphismus

Y5 : F/I? ®nangy N = F/I? @any N, (2,n) = (z,n+6(2))
Er ist wohldefiniert, denn fiir w € I/I? ist
Vs(h + hs)(w) = (0, h(w) + 6(w))

und
Y5 (i(w)) = (i(w), 6(w))
und es ist (i(w),0) = (0, h(w)) in F/I* G py N.
Insgesamt entsteht so ein Isomorphismus
F/I? ®(inins) N2 F/I? @y N
so daB h € Home (I/1?, N) um ein § € Dera(F, N) geindert werden kann, ohne die
Isomorphieklasse von F/[2 ®i,n) N zu dndern.

Es sei schliellich umgekehrt ein Isomorphismus
¢: F/Iz D(i1,h1) N — F/[2 D(iz,h2) N
gegeben, der in ein Diagramm

F/I? ®(iz,np) N
O%—N< 6 F/I=C—=0

/

F/I2 D(ir,h1) N

passt.

Es ist dann é(z,n) = (¢'(2),n + 6(2)) mit § € Dera(F/I? N). Wegen z + I =
@' (2) + T ist ¢'(2) = z + 01(2) mit einer Derivation §; € Dera(F/I? 1/1%).

Es ist also
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d(z,n) = (24 61(2),n + 0(2))

Da fiir w € I/I? nun (w,0) ~ (0, h1(w)) in F/I? ® i, »,) N stimmen auch die Bilder
unter ¢ iiberein. Diese sind

(w + b1(w), 5(w)) ~ (0, hr(w))
Nun ist in F/I? @i, 5,) N dquivalent
(w + 01 (w), 6(w)) ~ (0, ha(w) + h2(81(w)) + 6(w))
Vergleicht man die beiden letzten Elemente rechts, so entsteht die Beziehung
hi(w) = ha(w) + h2(01(w)) + 6(w) = ha(w) + hs(w)
mit einer Derivation § = Dera(F/I?, N) die durch
z > 6(2) = ha(61(2)) + 6(2)

festgelegt ist.

4.3 Deformation von A/I
Es sei im folgenden
A=kl[zy,..., 2]

eine Polynomalgebra,

D = kle]/ ()

eine Deformationsbasis und
B=A®;D=Dlxy,...,z,]

eine Deformation von A.

Wir wollen die Deformationen B/J einer k-Algebra A/I untersuchen. Da-
beiist I = (f1,..., fm) mit f; € A ein A-Ideal. Die D-Algebra B/J ist eine
Deformation von A/I, wenn

i) B/J eine flache D-Algebra ist.
ii) B/J@p D/eD = B/J®p k= A/I ist.

Wir stellen zuerst ein Kriterium dafiir auf, dass B/J eine flache D-Algebra
ist.

Lemma 4.3.1. Es sei
() A" 5 A™ LA AT 0

eine exakte Auflosung von A/I mit f(e;) = f; und einer Syzygienbasis .
Dann ist dquivalent

a) B/J ist eine flache D-Algebra.
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b) Es gibt eine exakte Auflosung von B/J idiber B
n R pom F
(#¥) B" = B™ —B—B/J—0

so dass (xx) @p k gleich (x) ist.

Beweis. Es ist B/J genau dann D-flach, wenn Tor? (B/J, k) = 0 ist, denn genau
dann ist die Sequenz

0—B/J®peD— B/J—B/J®pk—0

exakt, also insbesondere linksexakt, und es ist €D das einzige nichttriviale Ideal von
D.
Gilt aber die obige Bedingung (ii), so ist eben Tor?(B/J,k) = 0, denn die
Tensorierung der Auflosung (x*) mit — ®p k ist ja gerade die exakte Sequenz (x).
Umgekehrt, sei B/J flache D-Algebra. Betrachte den exakten Komplex

0 0 0

U

0<—A/l<—A<—1T1<—0

(I

0<—B/J<—B<—J<—0

bt

0<—A/l<— A<—1T1<—0

N

0 0 0

wobei ganz links B/J ®p — mit 0 — k <> D — k — steht. Wir haben also, mit dem
Komplex (*) auch den Komplex mit f(e;) = f;

0 0 0
0<—1 <~ A" <— W <—0
Pot
0<—J<-B"<=—W' <=0

F
S

0<—1 - A" <— W <—0

[

0 0 0
Die Aufgabe ist, F' passend zu definieren und die Surjektivitdt nachzuweisen. Da
J — I — 0 surjektiv, gibt es ein Urbild f; = fi +¢ f! von f; in J. Damit definiert
man F(e;) = fi.

Es ist dann
F(ee;)) = e(fi+efi) =cfi = ef(ei)

und somit F o 8 = a o f. Damit ist F' giiltig konstruiert. Die Surjektivitit von F
folgt aus dem Schlangenlemma.
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Um R zu konstruieren, nehmen wir entsprechend das Diagramm

Jetzt sei 7(€;) = (W )a=1,....m € A™ und w§* das Bild von @§ = w{* + e(w§)’. Dann
kann, wie oben, R mit R(e;) = w§* definiert werden.

Ebenso wie oben sieht man R(ee;) = er(e;), also Ro f = aor und auch die
Surjektivitdt von R.

4.4 Erweiterung einer Deformation

4.4.1 Aufgabenstellung

Es sei
0=-J—=A =420

eine exakte Sequenz mit A’ = k[e]/(e"*!) und J = " A’, also A = A’/ J.
Es sei C|A als flache A-Algebra gegeben und wir suchen eine infinitesimale
Erweiterung C’|A’, also eine flache A’-Algebra C' mit C' = ¢’ ® 4 A und
0=sJepC =-C'=-C =0
Da C’ flach iiber A’, ist J ® 4+ C' = JC" und wegen J? = 0 ist damit
N=J@uC
ein C’-Ideal mit Quadrat 0. Wegen J(JC') =0 ist A'/J @4 (JC') = (JC").
Alsoauch J @4 C' @4 A=J @4 C.
4.4.2 Lésung
Wir haben also die Sequenz

0-JRsC—>C' —-C—0

mit den Nebenbedingungen

i) C'@u A=C
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. A _
ii) Tory (C",k) =0

zu erfiillen, also C” als A’-Algebra und als infinitesimale Erweiterung von C
mit dem Ideal J ® 4+ C' zu kontruieren.
Die Bedingung i) ist automatisch erfiillt. Es ist néimlich zunichst

0— Torf (C,A) 5 J@40 C=N—>C—>C&xA—0

wie man aus der Tensorierung von 0 — J — A" — A — 0 mit — ®4 C
erkennt. Da C @4 A = C, ist

Tor{ (C,A) S J®a4 C =N

ein Isomorphismus.
Tensorieren wir nun 0 - N — C’ — C — 0 mit — ® 4/ A, so entsteht

Tor (C,A) 5 N@oy A=N > C' @u A—>Cou A=C =0

Da die Abbildung links surjektiv ist, ist C’ ® a» A — C — 0 sogar ein Isomor-
phismus. Also gilt i) automatisch.

Um die Bedingung ii) anders darzustellen betrachten wir in der derivierten
Kategorie die Beziehung

(C'®% A) @l k=0 ok k
Sie fiihrt auf die Spektralsequenz

A A A
Tor,' (Tor, (C', A), k) = Tor,,

(C', k)

Wir erhalten daraus die Beziehung fiir p+ ¢ = 1 und mit C = C’' ® 4+ A sowie
Tor (C' @4 A, k) = Tor (C, k) = 0

Tord' (C', A) @4 k = Tori" (C', k)

Wir hatten ja schon angenommen, dafl C' eine A-flache Algebra ist, also
Tor{(C, k) = 0.
Damit ist ii) dquivalent zu Tori' (C’, A) = 0. Nun gibt es die Auflssung
ASA A5 A0
Tensoriert man mit — ® 4 C’, so ist Tor{" (C’, A) = 0 fquivalent mit

n

(%) ker(C' = C') = im(C’ = ")

Es sei nun C' = F’/I’ mit einer glatten A’-Algebra F’/A’ und einem F’-Ideal
r.
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Anmerkung 4.4.1. Wir wollen bewusst vermeiden, F’ als Polynomalgebra an-
zuseten, denn wir wollen die Situation zulassen, dafl C' die Lokalisierung
einer affinen Algebra iiber A’ bzw. A ist. Damit ist insbesondere auch die
Méoglichkeit erhalten, unsere Betrachtungen durch C' — C}, mit einem Prim-
ideal p C C zu lokalisieren.

Wir haben dann die Sequenz von weiter oben

0 N N D n) F’/IQ;)C;)O
| ]
0—=1I')I? —> F'/I" C 0

Die Erweiterung C’ wird dann, wie oben festgestellt, durch den Homomorphis-
mus h € Hom(I'/I'?, N) bestimmt. Wir miissen festlegen, welcher Bedingung
h unterliegt, damit (x) erfiillt ist.

Anmerkung 4.4.2. Wir kénnen damit jedenfalls h = 0 ausschlieflen, denn dann

wire ' = N @ C und ker(C’ LN C") = C'. Also mit Flachheitsbedingung
C’ = eC’ und damit C' = 0.
Es gibt also nicht in jedem Fall eine passende Erweiterung C’.

Anmerkung 4.4.3. Wir stellen vorab noch kurz fest, dafl wegen

AS A T50
die Beziehung N = J ® 4» C' auch als
N =C/eC
geschrieben werden kann.

Wir betrachten jetzt das grofie Diagramm

0 0 0 (4.5)
0 N kere™ C
0 N c’ C 0
e"=0 e™ e"=0
0 N c’ C 0
CleC—2L e =C ——>C—>0
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Ist also ¢ € kere™, und ¢ — ¢ mit ¢ € C, so ist das Bild von ¢ in C/eC
im Diagramm gleich Null, also ¢ +eC = 0, also ¢ = ec;. Da ¢’ - C — 0
surjektiv, ist ¢; — ¢; mit einem geeigneten ¢; € C’. Also wird abgebildet
d—edf v c—ecp =0.

Wenn wir zeigen wollen, dafl ¢ € ker e™ gleich ec] ist, so geniigt es deshalb,
dies fiir ¢ € N zu tun. Es sei also ¢/ = (n,0) € N &3, ;) F'/I". Es ist dann
automatisch €™¢’ = 0. Die Bedingung lautet also

(n,0) =¢e(n’,z) mod (h,1)

Mit en’ = 0 folgt also (n,ez) = (h(w),w) oder eben einfach n = h(ez) und
ez e I'/17.

Nennen wir I C I'/I’* das Unterideal I = (eF’ N I' + I'?)/I"?, so lautet
die Bedingung an h also folgendermaflen

h(I)=N

Anmerkung 4.4.4. Da N = C/eC als C-Modul von 1 =1+ eC erzeugt wird,
geniigt die Existenz eines z € I mit h(z) = 1.

Anmerkung 4.4.5. Ist I' = (f1,..., fm,€™) so sei Jp = (f1,..., fm) C F'.

Lemma 4.4.1 (Lemma E). Es sei z € I. Dann ist h(z) = h(c(e™ +1'?)) fiir
ein geeignetes ¢ € F'.

Beweis. Es sei z € I. Also
z=ai(fi+I%) 4+ + am(fm +I7%) + amsr(e" +17)

und wegen
2
z=cdew+ 1

mit ¢ € C und w € F’ sowie I'* = (J7,"J¢) mit dem Ideal Jy = (f1,... fm) C F'.
arfi+ -+ amfm + ame1e” =bifi + o+ bmfm + e + ew

fiir geeignete b; € J¢ und somit > b; f; € J? .
Man hat also

(a1 — bl)fl + -+ (am - bm)fm =de" + dew

Also
(al—bl)f1+"'+(a7n_bm)fm50 mod
Nach Lemma A im folgenden Unterabschnitt lassen sich ci,...,cn € F’ so finden,
daB
(a1 —bi+cie)fi+ -+ (am — bm + cme) fr, =0 mod &
Also ist

(a1 —br+cie)fi+ -+ (am — bm + cme) fm = e
Weiterhin ist

Zaifi +17 = Z(ai —bi)fi + I
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und fiir alle u € I’
h(eu+I"*) =eh(u+ 1) =0 (4.6)

denn das Bild von h ist N = C/eC. Also wegen a; +I' =a; —b; + I' in C

h(D aifi+1%) =h(> (ai—bi)fi +17%) =
= h(Z(ai —bi +ce)fi + [’2) — h(z ciefi + ['2) =
_ h(C”lEn JrI/2) (47)

wobei der Ausdruck rechts in der vorletzten Zeile wegen (4.6) verschwindet. Insge-
samt ist also

h(z aifi + Am+1€" + 1/2) = h(CW&‘n + @m41€" + II2)

wie behauptet. ~
Da wir annehmen, dafl A(I) = N, ist

h(ac™ +1*)=1€ N =C/eC

und
h(e" 4+ I"%) = b1
fiir a,b € C geeignet. Es ist also ba = 1 in N und somit b, a Einheiten in N

also a, b Einheiten in C. Wir normalisieren h (also eigentlich " + I'?) so, dafl
a=b=1.

Lemma 4.4.2 (Lemma F). Es seis: N — [ — I'/I’* die Abbildung mit
s:crce" 4 17

in der ¢ € C ein Reprdsentant von ¢ € N ist. Diese ist immer wohldefiniert
und dann injektiv, wenn eine Deformation C' von C mit N existiert.

Beweis. Es sei ¢ € C mit c(e" 4+ I'*) = 0 in I'/I"*. Das Bild von €™ + I'* unter
I')T"”* —» F'JI"* = ' ist " € C'. Das Element ¢ € C ist das Bild von einem f’ € F’
unter F' — F’/I"* — C’ — C und wenn ¢’ das Bild von f’ unter F' — F’'/I'* — C’
darstellt, so ist das Bild von c(e™ 4+ I'?) unter F'/I'* — C’ gleich '™ = 0.

en

Tensoriert man A’ - A’ -2 A’ mit dem flachen — ® 4+ C’, so entsteht C’' >
¢ = ¢, Aus e = 0 liest man also ab, da8 ¢’ = ec¢’’, also unter C’ — C, daf§
c=-¢ec1 mit ¢; € C, also ¢ =0 in N. Damit ist s injektiv.

Man hat also somit aus der Flachheit von C’ schon einmal die auch links-
exakte Sequenz

0—=NZTI/I? = J,)J? 0.
Dabei ist Jo = (f1,..., fm) C F =F'/JF' = F'/e"F' das Bild von J; C F’
unter F’ — F. Denn es ist ja mit I’ = (J7,e")

(I'/I7%)[s(N) = (I'/I") [((e", 1) /(I"*)) =
I'J(I?,e") = (Jp.e")/(J}.e")  (4.8)
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Die Abbildung s splittet » und man hat somit im Fall A(I) = N die
split-exakte Sequenz

0=NZI/I? = J, /]2 =0

mit hs = idy. Die split-exakte Sequenz ist das verschwindende Hindernis ¢,
aus
Ext(Ja/ I3, N)

Anmerkung 4.4.6. Wir konnen das Vorliegen der Injektivitdt von s : N —
I'/T"”? mit N = Cy = C/eC im Einzelfall direkt aus den gegebenen und der
durch die Wahl C' = F’/I’ festgelegten Daten iiberpriifen.

Ein handliches Kriterium liefert auch das folgende Lemma.
Es sei Cy = C/eC und Fjj = F'[eF"’.

Lemma 4.4.3 (Lemma G). Es sei V die Menge aller Primstellen p von Cy,
fir die (Co)p kein lokal vollstindiger Durchschnitt als (Co), = (Fy/(I',€))p
ist. Dann sei fir jedes p € V. immer depth(Cp), > 0.

Unter diesen Voraussetzungen ist s : Co — I' /1" injektiv.

Beweis. Es sei q ¢ V. Es ist dann nach Annahme (Cp)q ein vollstéindiger Durch-
schnitt im reguliiren Ring (Fy)q und ein Cohen-Macaulay-Ring.

Man kann dann iiber die oben so genannten f1,..., f,, € I’ annehmen, dafl die
fio = fi+eF’ eine reguliire Folge fiir (Fy)q bilden. Es ist also dim(Fp)q/(fi0,- - -, fio) =
dim(Fg)q — 4, also auch dim Fy/(f1, ..., fi) = dim Fy — ¢ und damit auch fi,..., fm
eine regulire Folge in Fy.

Unter dieser Annahme ist es nicht schwer zu beweisen, daB aus he™ € (I'?), =
(J7,e"Jy) auch h € Jp +&(F')q fir h € (F')q und Jg = (f1, ..., fm)q folgt.

Es sel he™ = > bijfif; + €™ > aifi, so ist modulo €, also in F'/e"F’, auch
S bijfifi = 0. Da die f; + " F’ eine reguldre Folge in F'/e"F’ bilden, ist b;; =
hije™ + > bijr fr- Induktiv fortschreitend nach Produkten von fi, ..., f, mit immer
mehr Faktoren zeigt man so he™ € Jge™ + J}I fiir jedes ¢ > 1, also he™ € " Jy.

Es ist also fiir ¢ ¢ V immer K = 0 fiir K = kers. Ist nun K # 0, so gibt es
ein p € Ass(K) C supp(K), fiir das dann p € V, also depth(Cop), > 0 sein muf.
Andererseits ist aber wegen 0 — K, — (Co), auch p(Co), € Ass(Co)y, also diirfte
p(Co), keine Nichtnullteiler enthalten. Somit muf letztlich Ass K = ), also K = 0
sein.

4.4.3 Einige Hilfslemmata — Erweiterung von Syzygien

Wir betrachten alle A’-Algebren der Reihe nach modulo ¥ und fithren fol-
gende Bezeichnungen ein:

Ap = A'/ek A" und A = A,

Fp,=F'/s*F' und F = F,.

I' = (fi,...,fm) mit f; € F/'und f; = >, fFek und fF € Iy =
klz1, ..., x,] sowie fF = 25:0 frev.
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o C=C/ekC =F')(I',&%). Es ist dann auch Cy = Fy/(fF,..., fk).
Es gibt exakte Sequenzen

Fr s pm IS mes o0 (4.9)

in denen das Bild von 7 die Syzygien des Systems (f1,..., f;) modulo ek
beschreibt. Es ist also fi(e;) = f; und 7x(e;) = (al,...,a%,) € Fj™ mit
aiff +- -t apfr =0
in Fj oder auch _ _
aifi+---+a frm=0 mode*

Nun ist aber C' = C,, ein flacher A-Modul und C),,_1 = C ®4 A,,_1 ein flacher
A,,_1-Modul.

Betrachtet man die Sequenz (4.9) zuerst fiir £k = n und tensoriert dann mit
—®a, Ap firk=n—1,n—2,n—3,...,1, wobei die tensorierten Sequenzen
exakt bleiben, so erhilt man die Beziehung

(im 7)) ®a, Ak—1 = ker fr—1 =im7p_4 (4.10)
Anders ausgedriickt erhalten wir
Lemma 4.4.4 (Lemma A). Es seien ay,...,a; € F' und

aifi+ -4 amfm =0 mod "L,

Dann lassen sich a1, ...,am o zu al,...,al, € F' abindern, daff a; —a, =0

’ m
mod €1 ist und
ayfi+---+a,fm=0 mod e

gilt. Dies gilt fiir alle k < n.

Dieses Lemma ist fiir den Beweis des néchsten Lemmas von zentraler Be-
deutung.

Wir betrachten nun die Abbildung Cy, — I/(I})? mit g — ge* + (I})?
und wolllen zeigen, dafl eCy ihr Kern ist, sie also durch

Cr — Co = I}/ (I})?
faktorisiert.

Lemma 4.4.5 (Lemma B). Es sei ge* € (I},)? fiir g € Fy,. Dann ist g = eh
in Cy = F'/I..

Beweis. Betrachte das Diagram
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FePe 0 (4.11)

in dem
fi(an, .. am, ame1) = arfi + - 4 amfm + am+1€k

und entsprechend den Quotientenbildungen damit auch f;, definiert ist. Die Abbil-
dungen r’, r}, erzeugen die Syzygienmodule.

Wegen f1(0,...,0,9) = ge* € (I,)? und dem obigen Diagramm gibt es
A1,...,0m, Am+1 € I]; mit

arfi+ -+ G frn + amsre” = ge*
in F'. Wir kénnen also schreiben
arfi+ -+ amfm = g'e"
mit einem ¢’ = ¢ mod Ij,. Damit ist
aifi+ - +amfm =0 mod "
und nach Lemma A kann man a; so zu a} abéindern, da8 a; — a; =0 mod €* und
k+1

a’lf1+~~+a/mfm:0 mod ¢

Es ist also ¢”’¢® = 0 mod " fiir ein ¢” = ¢ mod I}, denn bei den Abiinderungen
treten nur Summen der Form

(a1 —a ) fi 4+ (am — al) fn = (b1 f1 + - + by fn) € 7T}

auf. Aus ¢"’e® = 0 mod e**! folgt ¢"e® = 0 in Fjy1, also ¢ = he in Fjyq. Damit
ist aber auch g = he mod Iy, also g = he mit g, h € Cy.

Es sei ge" € (I})? = (J%,e"J) mit J = (f1,..., fm). Dann ist ¢g’c" € J?
mit g — ¢’ € J. Um also die g € F’ mit

ge" € (I,,)?
zu charakterisieren geniigt es ge” € J? zu untersuchen.

Lemma 4.4.6 (Lemma C). Es sei g € F' = F'/e"F' und ge € J. Dann ist
gedJ.
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Beweis. Wir schreiben fiir a1 f1 + - - - + am fm abgekiirzt af.
Somit ist
n—1_

ge=aof +ecarf+-+e" tan1f
Nun ist ~ B

cirf+ - +e" a1 f=eg €eJ
so dass ge = g'e + @o f. Hier muB also insbesondere ao fo = 0 sein. Wir kénnen daher
ao SO mit

_7 —1_/
w=c¢a)+- -+ Ay

zu @ abindern, daB @ f = 0 in F ist. Die Abénderung w, multipliziert mit f ergibt
wieder ein Element von eJ.
Zusammen haben wir gezeigt, dafl ge € Je ist, also g € J.

Es sei nun ge"~! € J, also (ge"2)e € J im Ring F, also ge"~2 € J nach
Lemma C. Induktiv folgt g € J fiir g € F.
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Funktionalanalysis

5.1 Metrische Riume

Proposition 5.1.1. Es seien x, 2, y,y vier Punkte eines metrischen Raums
(X,d). Dann gelten die Ungleichungen:

d(z',y') < d(2',2) +d(x,y) + d(y,y") (5.1)
|d(2',y") — d(z,y)| < d(2',2) +d(y, y) (5.2)
(5.3)

Beweis. Die erste Ungleichung folgt aus d(z’,y") < d(2’,x) +d(z,y") und d(z,y’) <
d(z,y) + d(y,y’). Die zweite folgt aus der ersten, indem man diese als d(z’,y’) —
d(z,y) < d(z',z) + d(y’,y) schreibt und mit der Substitution = +> =’ und y +> ¢/
daraus d(z,y) — d(z',y') < d(2’,z) + d(y’,y) gewinnt.

Proposition 5.1.2. Die Abbildung d : X x X — R auf dem metrischen Raum
X x X mit der Metrik d((z,y), (2',y")) = d(x,2") + d(y,y’) ist stetig.

Weiterhin ist fiir jedes x € X die partielle Abbildung d(x,) : X — R
stetig.

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus der zweiten Ungleichung oben, die zweite
aus der Stetigkeit von d(z,y) oder ebenfalls aus der zweiten Ungleichung mit z = x’.

Proposition 5.1.3. Es sei (X,d) ein metrischer Raum und U C X, offen,
sowie kg € X. Dann kann man eine offene Kugel B(xo,r) C U wdihlen, fir

die der Abschluff B(xg,r) C U ist.

Beweis. Es sei B(xo,2r) C U fiir ein geeignetes r. Dann ist B(xo,7) C B<r(z0) C
B(zo,2r) C U.

Anmerkung 5.1.1. Es seien fiir f : R® — R die Funktionen f* = sup(f,0)
und f~ = —inf(f,0) eingefiihrt.

Dann ist f = f* — f~, |fl= f* + = und sup(f,g) = [552|+| 52| sowie
inf(f,9) = |752[-1452].
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5.2 Normierte Riume

Definition 5.2.1. Es sei E ein K—Vektorraum. Eine Abbildung

I B> R (5.4)
mit den Eigenschaften
]| =0 (5.5)
Az = [Alf|]l (5.6)
o +yll < llz[+lyll (5.7)

mit x,y € E und A € K heifit Seminorm auf E. Gilt tiberdies
lzl=0=2z=0 (5.8)
so heifit ||-|| eine Norm auf E und E heifft normierter Raum.
Korollar 5.2.1. Ist E' ein normierter Raum, so ist
da,y) = llz — yl (5.9)
eine Metrik auf E, die somit eine Topologie induziert.

Korollar 5.2.2. Die Riume R bzw. C sind mit |-| als Norm jeweils normierte
R- bzw. R- und C-Vektorrdume.

Proposition 5.2.1. In einem normierten Raum E gilt fir x,y € E undr >0
die Beziehung
Bo(z+y) = Bar(z) +y (5.10)

Proposition 5.2.2. In einem normierten Raum sind die offenen Kugeln
B, (z) konvex.

Beweis. Es geniigt dies fiir z = 0 zu beweisen. Seien z,y € B<,(0) und 0 < a < 1
sowie z=az+ (1 —a)y.
Dann ist
I2l< lazl|+[[(1 =) yl= alz]+0 - o) [lyl<ar+ (A —a)r=r

Proposition 5.2.3. Es gilt fiir einen normierten Raum E und x,y € E:

Iz = ylI= [l =Nyl (5.11)

Proposition 5.2.4. Sind E und F normierte Riume, so auch E x F' mit

I(e; Hllexr:= llel s+l flr (5.12)
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Proposition 5.2.5. Es sei E' ein normierter Raum. Dann gilt: Die Abbildun-
gen
z|z): E—= R

und
Nz)= M| Kx E—R

sind stetig.

Definition 5.2.2. Es seien E,F zwei normierte K-Vektorrdume. Dann sei
L(E, F) die Menge der stetigen, K-linearen Abbildungen von E nach F.

Proposition 5.2.6. Eine lineare Funktion f : E — F ist genau dann stetig,
wenn (dquivalent)

a) fir allex € E und e > 0 ein 6 > 0 existiert, mit

f(B<s(2)) € B<e(f()) (5.13)
b) fiir alle e > 0 ein § > 0 existiert, mit
f(B<s(0g)) € B<e(0F) (5.14)
c) es ein C > 0 gibt, mit
1f@)r< Cllzle (5.15)

fiir alle x € E.

Proposition 5.2.7. Es seien E, F zwei normierte K—Vektorrdume. Dann ist
auch L(E, F) ein normierter K-Vektorraum mit der Norm

1= sup M@Ir (5.16)

z€E,x#£0 ]l &
fir f € L(E,F).
Definition 5.2.3. Es sei E' ein normierter K—Vektorraum. Dann ist
EY := L(E,K) (5.17)
der Dualraum von E. Ein | € EV heifst stetiges Funktional auf E.

Lemma 5.2.1. Es sei E ein normierter R-Vektorraum und V C E ein Teil-
raum. Weiter sei f € L(V,R) ein Funktional mit

[f(z)]< Cll=]

fiir alle x € V.
Dann ezistiert fiir jedes y € E und y ¢ V' auf dem Teilraum W =V + Ry
ein Funktional f' € L(W,R) mit

flv=1r (5.18)
|f'(@)] < Cllz]| (5.19)

fiir alle x € W.
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Beweis.

Theorem 5.2.1 (Hahn-Banach). Es sei E ein normierter R—Vektorraum
und H C E ein Unterraum. Weiter set

le L(H,R)
ein stetiges Funktional auf H mit
l7l< C,

also |l(z)|< C||lz|| fir alle z € H.
Dann ezistiert eine Fortsetzung I’ € L(E,R) mit

1.1 (x) = l(x) fir alle x € H, also
Ul =1
2. [l'(z)|< C|\z|| fir alle x € E, also

i< c

5.3 Hilbertraume

5.3.1 Skalarprodukt
Definition 5.3.1. Es sei H ein K-Vektorraum fir K =R oder K = C und
(,):HxH—=K

eine Abbildung mit den FEigenschaften

(z+a',y) = (z,y) + (2, y) (5.20)
Az, y) = Mz, y) (5.21)
(z,y) = (y, ) (5.22)

fir x, 2,y € H und \ € K.
Dann heifit (,) fir K-Bilinearform bzw. fiir K = C auch Sesquilinearform.
FEine andere Bezeichnung ist Skalarprodukt.

Korollar 5.3.1. Es sei (,) eine Bilinearform oder Sesquilinearform auf dem
Vektorraum H. Dann ist

fiir z,y,y' € H und X € K.
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Wegen (z,y) = (y,z) ist (x,x) € R, so dafl wir definieren kénnen:
Definition 5.3.2. Es sei (,) eine Bilinearform auf dem K-Vektorraum H. Ist

1. {(x,z) 2 0, fir alle x € H, so heifft (,) positiv—semidefinit.
2. (x,x) >0 fiir alle x # 0 aus H, so heifft {,) positiv—definit.

Definition 5.3.3. Fiir eine positiv-semidefinite K-Bilinearform (,) definie-
ren wir ||z||:= (z,z)/2.

Proposition 5.3.1 (Cauchy—Schwarz Ungleichung). Fs sei (,) eine positiv—
semidefinite K-Bilinearform auf H. Dann gilt

(2, ) [< ]| [l (5.23)
fir alle x,y € H.

Beweis.
Es leitet sich daraus ab:

Proposition 5.3.2. Es sei (,) eine positiv-semidefinite K—Bilinearform auf
H. Dann ist
l2]|:= (x,z)"/? (5.24)

etne Seminorm.
Beweis. Wir miissen ||z + y||< ||z||+||y|| zeigen. Dies ist dquivalent zu:
2 2
lz +ylI”< (lzll+lyll)
Ausrechnen der rechten Seite liefert
2 2 2 2 2
(lzl+lyD™ = llz[I*+ly 1" +2ll [y 1= =" +lyl"+2[{z, y)| =

> |z|*+yl*+2R(z, y) = (z, 2) + (¥, y) + (z,y) + (¥, z) =
=(@+yz+y)=|z+yl> (525

womit die Ungleichung gezeigt ist.

Proposition 5.3.3. FEs sei (,) eine K-Bilinearform auf H. Dann ist
(,):HxH—=K

stetig beziiglich der Topologie, die ||-|| auf H und damit auf H x H induziert.

Beweis. Es sei ||z — 2||< £1 und ||y — ¢'||< €2. Dann ist

[{z,y) — (=", 9) = (@ — 2", y) + sy — )< e = 2yl + 12"y — y'lI<
< e = 2'lllyl+ (el +llz = 2" Dlly = ¥'I< lyller + llzllez + e1e2 (5.26)

Fiir festes x,y € H wird der letzte Ausdruck fiir 1,2 > 0, geniigend klein, kleiner
als jedes § > 0.
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Proposition 5.3.4. Es sei ||-||: H — R eine Norm auf dem K-Vektorraum
H. Dann ist dquivalent

a) Die Gleichung (Parallelogrammidentitét)
lz =yl +llz + ylI*= 2(ll=*+]ly[1*) (5.27)

ist fiir alle x,y € H erfillt.
b) Es gibt eine K-Bilinearform (,) : H x H — K mit ||z||= (z,2)'/? und es
gilt

1
(.y) =7 (= +yI°=llz = y[?) (5.28)
im Fall K =R, bzw.

1 , : : :
(.y) = 7 (2 +yl*=llz — yl*+ille + iy|*—ill> — iyl*) (5.29)

fir alle x,y € H.
Beweis. Es ist (im Fall K = C)

(x+y,z+y) = (z,7)+ (y,y) +(z,9) + (¥, 2) = (z,2) + (y,y) + 2R(z,y) (5.30)

sowie

(T +iy,x +iy) = (z,2) + (y,y) + (z,iy) + (iy,z) =
= (z,2) + (y,9) + (1) ((z,9) — (y, ) =
= (z,z) + (y,y) +23(z,y) (5.31)

Also ist, wenn man von (, ) ausgeht, die Beziehung (5.29) erfiillt (man ersetze in den
zwei vorigen Gleichungen y jeweils durch —y und summiere passend). Die Erfiilltheit
von (5.28) ist noch einfacher nachzurechnen.

Wir gehen nun umgekehrt von (5.29) aus und versuchen die Skalarprodukteigen-
schaft des so definierten (,) nachzuweisen.

Wir zeigen nacheinander

1) <1‘1 + ‘r27y> = <‘T17y> + <.’L‘2,y>.
i) (iz,y) = i(z,y)
iii) (z,y) = (y, )
Dabei setzen wir zunéichst in (5.29) ein und reduzieren dann mit Substitutionen der
Form
lla + bl[*= 2llal|*+2(|6]*~[|a - b]|*
fiir geeignete a,b € H, die mit Ausdriicken aus x und y gebildet werden. Wir ver-
dringen dadurch Summen als Argumente von ||-||? durch ihre Summanden bis sich
alles auf Null reduziert. Dabei ist auch |ea|*= |la||? fiir € = £1, 44 heranzuziehen.
Es fehlen dann noch die Beziehungen (\z,y) = A(z,y) und (z, \y) = Xz, y).
Diese folgen aus der oben gezeigten Additivitét von (x,y) im ersten und zweiten
Argument, sowie aus der Stetigkeit. Es nimlich nach allgemeinen Uberlegungen fiir
eine stetige Funktion F : H — K mit F(z +y) = F(z) + F(y) immer F(m/nx) =
m/nF (z) fir m,n € Z und aus Stetigkeitsgriinden F(Ax) = AF(z) fiir alle A € R.
Mit den Beziehungen fiir (iz,y) und (z,iy) von oben ist dann sogar (\z,y) =
Mz, y) fiir alle A € C und entsprechend (z, \y) = Xz, y).
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5.3.2 Darstellungssatz
Theorem 5.3.1. Es sei H ein Hilbertraum. Die Abbildung
j:H—=HY, zwj@):y— (y,) (5.32)
151
1. R-linear bzw. C—antilinear.
2. stetig.

3. isometrisch und damit injektiv.
4. surjektiv.

Damit ist sie ein (Anti-)Isomorphismus j: H — H".

Korollar 5.3.2. Die Abbildung H — H"V st ¥ o j und damit ein isometri-
scher Isomorphismus.

5.3.3 Orthonormalbasen

Definition 5.3.4. Es sei H ein Hilbertraum und (x;);er eine Folge von Ele-
menten x; € H. Dann schreiben wir

r=>Y (5.33)

wenn fir alle e > 0 eine endliche Teilmenge J. C I existiert, so daf fiir jede
endliche Teilmenge J C I mit I O J D J. gilt

Hx—Zmi||<€ (5.34)
ied
Wir nennen dann (x;);c; summierbar mit Summe x.

Proposition 5.3.5. Es sei H ein Hilbertraum und (x;);c; eine Folge in H.
Dann ist (x;)ie; summierbar genau dann, wenn es fir jedes € > 0 ein endli-
ches J. C I gibt, so daf fiir jedes endliche J C I mit JNJ. =0 gilt

IS i< e (5.35)
icJ
Proposition 5.3.6. Es sei x =), x; undy = Y, ;y;. Dann ist
A= Az (5.36)
iel
Tty = Z(zz + yi) (5.37)
iel

(@,2) =Y (wi,2) (5.38)

el
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Definition 5.3.5. Es sei H ein Hilbertraum und (x;);c; eine Folge in H.
Dann heif$t (x;)ier

1. orthogonal, falls z; L x; firi#j €l
2. orthonormal, falls (x;);er orthogonal ist und ||x;||= 1 fir alle i € I gilt.

Proposition 5.3.7. Es sei (z;);cs eine orthogonale Folge im Hilbertraum H.
Dann ist (x;)icr genau dann summierbar, wenn

> lll? (5.39)
il
existiert (im reellen Hilbertraum R). Es ist dann auch
EE e (5.40)
il
fiirx =732
Proposition 5.3.8. Es sei (x;);e; eine orthonormale Folge im Hilbertraum
H. Dann ist
> i o)P< ) (5.41)
il
fiir jedes x € H (Besselsche Ungleichung).
Weiterhin ist
> @i, z)P= ||| (5.42)
il
(Parsevalsche Gleichung) genau dann, wenn
x = Z(m, i) (5.43)
iel
15t.
Theorem 5.3.2. Es sei H ein Hilbertraum und (z;)icr eine orthonormale
Folge. Dann ist dquivalent

a) Es ist (x;)ier eine mazimale orthonormale Folge.
b) Ist x L x; fiir ein © € H und fir allei € I, so ist x = 0.
¢) Es gibt einen Isomorphismus von Hilbertriumen

H=Y K-z (5.44)
iel
d) Es ist fir x,y € H stets

(2.9) = S (@) (0, y) (5.45)

iel
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e) (Fourierentwicklung) Fs ist fiir jedes x € H
T = Z(m,%)xl (5.46)
iel
f) (Parsevalsche Gleichung) Es ist fir jedes x € H
l1?= Y|z, @) (5.47)

il
5.3.4 Hermitesche Operatoren

5.4 Das Lebesgue—Integral

5.4.1 Mafle

Es stehe < a,b > fiir eines der vier Intervalle [a,b], (a,b], [a,b) und (a,b).
Es sei 6 die Menge der beschriankten Intervalle

H < a;, b; >C R"
i=1
Eine Funktion ¢ : & — R heifit

e monoton, falls
I C Iy = o(lh) < ¢(I2)
gilt.
e additiv, falls fur I = I, U I,

Lnb=0= p(l1 Uly) = (1) + ¢(I2)

gilt
e requldr, falls fiir jedes I € G und jedes € > 0 ein offenes I* O I mit I* € &
existiert, so daf

o(I) < p(I*) <p(I) +¢

ist.

Definition 5.4.1. Eine monotone, additive, regulire Funktion ¢ : G(R™) —
R heiffit Mafl auf R™.
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5.4.2 Nullmengen

Definition 5.4.2. Eine Menge M C R"™ heif$t Nullmenge beziiglich eines Ma-
Bes ¢, wenn es fir jedes € > 0 eine Folge beschrinkter Intervall I, € & gibt,
fiir die

Mc L (5.48)
k>1
und
D o) <e (5.49)
k>1
15t.

Anmerkung 5.4.1. Weil ¢ regulér ist, kann man oben jedes I}, durch ein offenes
I, mit (1) < 2¢(I)) ersetzen. Es ist dann ), -, p(I}) < 2e.
Beginnt man mit einem System (Ij) mit

Z o(Iy) <e/2

k>1

so ist Dy, ¢(I;) < e Wir konnen also die Iy in der obigen Definition als
offen annehmen.

Proposition 5.4.1. Es sei N1, No, N3, ... ein abzihlbares System von Null-
mengen. Dann ist auch N = Uk>1 Ny eine Nullmenge. Auferdem ist fiir eine
Nullmenge N auch jede Teilmenge N' C N eine Nullmenge.

Proposition 5.4.2. Es sei [ € S auch eine Nullmenge. Dann ist ¢(I) = 0.

Beweis. Es sei I der Abschlu8 von I und I = T U U;\;l I; eine disjunkte Zerlegung
in Intervalle aus &. Die Zahl N hingt nur von n in R" ab. Es sei ¢(I;) = w; und
I} D I; eine offene Menge mit ¢(I}) < wj + €.

Weiter sei [}/ eine Folge von offenen Mengen mit 3, o, ¢(I}) < e und Uy, It 2
I.

Dann iiberdecken die I; vereinigt mit den Ij das kompakte Intervall I, also
geniigen dafiir schon endlich viele: I ,’C’j und I},

Es ist dann

() <D @)+ eI}) <etwi+e+-Fun+e=
J l

=wi+- - +wn+(N+1)e
Andererseits ist, nach der gewéhlten disjunkten Zerlegung

o) =) twi+ - +wy

Also ist ¢(I) < (N + 1)e fiir jedes € > 0. Damit ist ¢(I) = 0.



5.4 Das Lebesgue-Integral 229
5.4.3 Treppenfunktionen

Es sei J = {I1,...,I,,} ein System von paarweise disjunkten Intervallen aus
S (R™). Wir nennen ein solches auch PDI-System.
Essei § = {J1,...,Jp} ein zweites PDI-System.

Definition 5.4.3. Es sei fir jedes J; entweder J; C Iy oder J;N1; =0 fiir
allei =1,...,m. Weiter sei jedes I; disjunkte Vereinigung von J; i, -
Dann heifst J Verfeinerung von J, abgekiirzt g > J.

i,17°°

Proposition 5.4.3. Es seien J und J zwei PDI-Systeme. Dann gibt es ein
PDI-System K mit X > J,J. Wir nennen X die gemeinsame Verfeinerung
von J und J.

Definition 5.4.4. Fine Funktion f : R™ — R heifit Treppenfunktion, falls es

ein endlich viele paarweise disjunkte Intervalle Iy, ..., I, € & gibt, fir die
f= ZCjXI,- (5.50)
j=1

mit ¢; € Rist. Es sei I(f) ={I1,..., L} das zugehirige PDI-System.
Es sei €y(R™) die Menge der Treppenfunktionen.

Lemma 5.4.1. Es sei f € €4(R™) und J eine Verfeinerung von I(f). Dann
kann man f auch mit den Intervallen aus g so definieren, daf8 I(f) =7 ist.

Proposition 5.4.4. Es seien f,g € €(R™). Dann sind auch mit A € R

Af?f +g7fg’ |f‘asup(fa g)alnf(fag) € Q:O(Rn) (551)

Beweis. Die Ausdriicke, die nur f enthalten sind offensichtlich aus f als Treppen-
funktion herzuleiten, die Intervallzerlegung I'(Af) und I(]f]) ist dieselbe wie die von
!

Fiir die Ausdriicke mit f und g benutzt man eine gemeinsame Verfeinerung: Es
sei 3= I(f) und J = I(g). Wéhle dann eine gemeinsame Verfeinerung X > J,J und
definiere f und g auf dieser gemeinsamen Verfeinerung. Es ist dann fiir ein [ € X
eben f +glr = flr +9li, fgli = flr - gl1, sup(f, 9)lr = sup(f|r, gl1), inf(f, 9)lr =
inf(f[r, glr)

Der Raum €,(R™) ist also eine R—-Algebra.

Definition 5.4.5. Es sei fir f = 337 ¢jxi; € €o(R™) und ein Maf ¢ das
Integral definiert als
/fd%7 =/ fdo =" cjp(l;) (5.52)
n =

Proposition 5.4.5. Es gilt fiir f,g € €o(R™)
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1. f— [ fdy ist eine R-lineare Abbildung €o(R™) — R.
2.f<g= [fdp< [gdp.
3.1[ fdel< [1f]de.

Definition 5.4.6. Es sei [ eine Treppenfunktion und I(f) = {I1,...,In} das
System der definierenden Intervalle. Dann ist

supp f = | J I
=1

der Support von f.

5.4.4 PDI-Mengen

Definition 5.4.7. Fine Menge M C R™ heifit PDI-Menge, wenn M = I U
-+ U1, eine endliche Vereinigung paarweise disjunkter Intervalle ist.

Proposition 5.4.6. Eine Menge M C R"™ ist eine PDI-Menge, wenn die
charakteristische Funktion xpr € €o(R™), eine Treppenfunktion ist.

Definition 5.4.8. Es set M = 1; U---U I, eine PDI-Menge. Dann sei

p(M) =) o)) (5.53)

m
j=1

das Mafl von M beziiglich .

Anmerkung 5.4.2. Es ist also auch ¢(M) = [ xar de mit der Indikatorfunktion
XM -

Proposition 5.4.7. Es seien My, My zwei PDI-Mengen. Dann sind auch
My N Ma, My U My, My — (M N Mo)

PDI-Mengen.

Beweis. Es ist xminnm, = inf(xay, Xa,) sowie Xaum, = sup(Xar, Xa,) und

XMy —(MiNMs) = XM; — XMiNMa-

Proposition 5.4.8. Es seien My, My zwei PDI-Mengen.

1. Ist My N Mo =0, so ist (M) + o(Ma) = o(M; U My).
2. Ist My C Ms, so ist o(M1) < p(Ma).
3. Generell ist o(M; U M) = o(M7) + o(Ms) — o(M; N My)

Beweis. Es gilt in 1., da8 xarunms = X, + X In 2. gilt xar, < xarp. In 3. ist
XMiUMy = XMy T XMy — XMiNMs-
Die Aussagen folgen durch Bilden der Integrale.
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Lemma 5.4.2. Es sei M C R"™ eine PDI-Menge mit

und PDI-Mengen M;. Weiter sei f : R™ — R eine Treppenfunktion mit f > 0.
Dann ist

insbesondere auch

Beweis. Es ist xar < Y v, xa; . Integration mit fR" ergibt die zweite Behauptung,
Multiplikation mit f und Integration die erste.

Definition 5.4.9. Es set M C R"™ eine Menge zu der es ein System von
Intervallen I; gibt, mit

M C

o

I;

i=1

und -
Z (P(Ii) <A
i=1
Dann heiffe M eine abzéhlbar beschrinkte Menge mit ¢(M) < A.

Anmerkung 5.4.3. Wenn keine Zweideutigkeit moglich ist, schreiben wir auch
w(M) < A ohne anzunehmen, dafl (M) wie bei einer PDI-Menge M definiert
ist.

Lemma 5.4.3. Fs sei My C My C M3 C --- eine zunehmende Folge von
PDI-Mengen mat
M= U M.
k>1

Dann existiert eine abzdhlbare Menge von paarweise disjunkten Intervallen
VIRSEG] mitUl)l‘[l =M.
Ist o(My) < A, so ist auch

> o) < A
=1

Also ist M eine abzihlbar beschrinkte Menge mit ps(M) < A.
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Beweis. Jedes M1 — M, ist disjunkte Vereinigung eines endlichen Systems von In-
tervallen Ji1,5. Die Vereinigung aller Ji1,, mit den Intervallen, die zu M; gehoren
ist die gesuchte Darstellung von M als Vereinigung abzéhlbar vieler paarweise dis-
junkter Intervalle.

Fiir die Intervalle gilt Iy U--- U I; C My mit k = k(1) fiir jedes I > 1.

Also ist ', o(I;) < p(My) < A fiir jedes [ > 1 und damit auch 372, (I;) <
A.

Lemma 5.4.4. Es sei M C R™ eine abzihlbar beschrinkte Menge mit o (M) <
A. Weiter sei N C R"™ eine o—Nullmenge.

Dann ist auch M U N abzdhlbar beschrinkt mit ps(M UN) < A+ ¢ fir
jedes € > 0.

Beweis. Es sei M C (U2, Ii mit >, (i) < A. Weiter sei N C (J2, J; mit
>, 0(;) < e.

Bilde eine Folge K von Intervallen, die aus allen I; und allen J; besteht. Weiter
sei U = ULZI Kj;,. Dann ist U; eine PDI-Menge und die PDI-Menge U;4+1 — U ist
Teil entweder eines Intervalls I; oder eines Intervalls J;.

Bilde nun nach Lemma 5.4.3 zu U; C U;41 die Vereinigung aus allen paarweise
disjunkten Intervallen Kj,, mit

Uk, =Ju =K. 2MUN
! k

Da entweder K, C I, oder K, C J,/(p ist
KiU-- UK, CLU---UL,UJiU---UJp

fiir m, m’ abhéingig von k.
Damit ist

oo )

P(KL) <Y o) + Y p(Jj) < A+e

1 i=1 j=1

Also ist auch >, ¢(K}) < A + ¢ und damit M U N abzéhlbar beschénkt mit
ps(MUN) < A+e.

MN

x>
Il

Lemma 5.4.5. Es sei M eine PDI-Menge, die gleichzeitig abzdhlbar be-
schrinkt ist mit os(M) < A als Schranke. Dann ist auch (M) < A.

Beweis. Es sei I; die Folge der Intervalle mit »_, ¢(l;) < Aund M C |2, I;. Es
sei M = Jy U---UJ, die Zerlegung in disjunkte Intervalle. Dann ist J; abzé&hlbar
beschréinkt mit ¢.(J;) < a;j = > oo, ¢(li N J;) und den Intervallen J; N I; als
Uberdeckung. Da U;:I(Jj N I;) C I; mit disjunkter Vereinigung links, folgt auch
a1+ -+ as < A. Es bleibt also ¢(J;) < ¢s(J;) zu zeigen.

Wir haben also die urspriingliche Aussage, jetzt mit M = J, einem Intervall.

Dort gilt sie aus folgendem Lemma.

Lemn}a 5.4.6. Es sei J C R" ein Intervall aus &. Weiter sei J = Ufil I;
eine Uberdeckung mit Intervallen I; C J und Y .o, ¢(I;) < A. Dann ist
o(J) < A.
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Beweis. Ersetze I; durch I; D I; offen mit o(Ij) < ¢(I;) + n/2". Dann ist
Soe lgo( /) < A+ fir jedes n > 0. Es sei J der AbschluB von J in R™ und
K; U-- UK, die Zerlegung von J — J in disjunkte Intervalle. Ersetze wieder K
durch K; D K; mit ¢(K}) < ¢(K;)+n. Die Zahl r ist kleiner als N(n) nur abhéngig
von n in R™. Die I und K iiberdecken J. Es geniigen endlich viele I}, ,...,I; und
alle K}. Es ist dann

m

o(J) = @ +Zso )< D ell,) + 3 elKj) <

v=1

A+n+Z Kj)+n) <A+ (N+1) W+ZW

Jj=1
also
p(J) <A+ (N+1)n
also

o(J) <A

Beginnt man mit einem A’ = A — ¢, folgt die Aussage des Lemmas.

Lemma 5.4.7. Es sei M; ein System von PDI-Mengen im R™ mit p(M;) <
A. Weiter sei fiir eine o—Nullmenge N immer M; UN C M; 1 UN.

Dann ist M =J; M; UN eine abzihlbar beschrinkte Menge mit ps(M) <
A+ ¢ fiir jedes € > 0.

Beweis. Es ist M1U- - .UM}, C M} 1UN. Also ist die PDI-Menge Mj, = M;U- - -UMj,
abzihlbar beschriinkt mit ps(Mj) < A + ¢. Es gilt also nach vorigem Lemma auch
fiir (M) als Mafl der PDI-Menge Mj,, dal o(M},) < A + € ist. AuBerdem ist
M, € My, und damit ist nach Lemma 5.4.3 auch

=i

abzihlbar beschrinkt mit ¢s(M’) < A + e. Nach Lemma 5.4.4 ist dann auch M =
Use, M, UN = M’ U N eine abzéhlbar beschriinkte Menge mit (M) < A + 2¢,
indem man N auch mit € beschrénkt.

1C8

5.4.5 Treppenfunktionen mit beschrinkter Integralfolge

Proposition 5.4.9. Es sei (fi)ren eine p—monoton wachsende (fi < fr+1)
Folge von Treppenfunktionen fi, € €o(R™) mit beschrinkter Integralfolge:

/fk dp < A (5.54)

Dann konvergiert (f) p-punktweise gegen eine Funktion f: R™ — R.
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Beweis. Ersetze zunéchst fi durch fi — fi, um fi, > 0 fiir alle £ annehmen zu
konnen. Ist dann f die neue Grenzfunktion, so ist f + fi die urspriingliche. Da
mit A = [ fi immer A’ < [ fi < A fiir alle k > 1 gilt, ist auch |[ fr|< A” mit
A" > |A|,|A’]. Also hat mit

/(frfl):/fk—/fl<\/fw/flk|/fk|+|/f1|<2,4"

auch die neue Folge eine beschrinkte Integralfolge.
Betrachte nun Wi ., = f '([27™ A, 00]). Es ist Wi,,n eine PDI-Menge mit

e(Wim) < 1/2™.

(Dies ist ein Spezialfall des weiter unten betrachteten , Vergleichslemmas®).

Ist N die Nullmenge auflerhalb derer stets fi(z) < fi+1(z) und fi(x) > 0 gilt, so
ist Wi, UN C Wit1,m UN.

Man setze

W, = G Wiom.
k=1

Es ist dann nach Lemma 5.4.7 auch (W, UN) < 1/2™ 4 €. A fortiori ist auch
s (Win) < 1/27 +=.

Es sei W = ﬂm>1 W C Wy, Da W, abzihlbar beschriankt, mit ¢s(Wp,) <
1/2™ + ¢ ist W auch eine Nullmenge.

Die Menge W' der Punkte z € R™ in denen fj(z) nicht gegen ein f(x) konvergiert
besteht aus den w, fiir die fy(z) — oo oder z € N ist. Ist W' > = ¢ N, so ist
fu(z) > 2™ A fiir jedes m und alle k > ko(m), also x € W, fiir jedes m, also z € W.
Es ist also W/ C W U N, eine Nullmenge auflerhalb derer fi(x) gegen ein f(z) € R
konvergiert.

Anmerkung 5.4.4. Wir nennen eine ¢-monoton wachsende Folge (fx) aus
Co(R™) mit beschrénkter Integralfolge eine BM—Folge in €y(R™).

Lemma 5.4.8. Es seien (fi) und g, zwei BM-Folgen in €o(R™). Dann ist
auch (sup(fr, gr))r eine BM—Folge in Cy(R™).

Beweis. Zunichst ist aulerhalb einer Nullmenge N immer fryi(z) > fi(z) und
gk+1(x) = gr(z). Es ist dann sup(frt1, gr+1) = sup(fr, gx). Es sel ndmlich oBdA
Ji(@) 2 gi(x), soist frr1(x) > fe(2), gr(x) und umsomehr sup(fi+1(x), ge+1(x)) >
Fosa (2) > fili), g1 ().

Um die Beschriinktheit der Integralfolge zu zeigen setzt man f;, = fx — fo und
gk = gk — go. BEs ist dann

sup(fx, gr) = sup(fx + fo, gk + g0) <
< sup(fi, gi) + sup(fo, go) < fr + gx + sup(fo, go)

Da f;, und g;, eine beschrinkte Integralfolge haben, die Schranken seien A; und
As, ist auch die Integralfolge von f;, + g}, beschrinkt durch A; + As. Also ist auch

S sup(fr, gx) dp < Ar + Az + [sup(fo, go) dep.
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Definition 5.4.10. Es sei €1(R"™, @) die Menge der Funktionen f : R™ —
R fiir die es eine ¢—monoton wachsende Folge (fi) von Treppenfunktionen
Co(R™) mit beschrinkter Integralfolge gibt, so daff fi. 7 [ p-punktweise.

Proposition 5.4.10. Es sei f € € (R", @) und f, — f sowie f;, — [ zwei
w—monoton wachsende Folgen aus €o(R™) mit beschrinkter Integralfolge, wie
sie in der Definition von €1 beschrieben sind.

Dann ist

lim /fk de = lim /f,’f do =:I(f) (5.55)
k—o0 k—oc0
Wir nennen [ fdyo := I(f) das Integral von f beziiglich ¢.

Beweis. Wir setzen gj := sup(fx, fi) und ersetzen fx, f, durch fi, gr mit fr < gi.
Weiter sei gr := gr — f1 und fx = fr — fi. Wir kénnen also auch gx, fr =, 0
annehmen.

Zu zeigen mit A = limg_ o0 ffk dy und B = limg_e0 fgk dp, dal A = B ist.
Die Beziehung A < B ist von vornherein klar und die Folgen [ fi dp sowie [ gi dyp
sind monoton wachsend.

Wihle k mit fgld¢>B—5fﬁr alle { > k und ffldnp>A—sfﬁr allel > k

Dann ist

B—Ag?a—k/(gk—fk)dgo

Weiterhin ist mit { > k
/(gk—fk)=/(gk—fz)d<p+/(fz—fk)d<p>0 (5.56)

DaA> [fide> [frdp>A—cist

/(fl — fr)dp < e.

Es geniigt also zu zeigen, daB8 [(gr — fi) d kleiner als jedes positive &’ > 0 wird.
Auch negative Werte sind a priori erlaubt, allerdings kann, da (5.56) immer > 0 ist,
ein Wert < —e gar nicht auftreten.

Nenne nun U = supp gx mit D = ¢(U). Es ist dann

/(gk - fi)= /U(gk - fi) +/W_U(9k - fi) =

~J-p+ [ cn<f@-n 65

da f; > 0 nach der anfinglichen Annahme. Wir brauchen also nur fU(gk - f)
geniigend klein zu machen.

Es sei nun

Vi={zeU]| filz) > ge(x) -} CU

und V/ = ViUVi_1U---UVi. Die Folge --- D V/,; D V/ D - ist eine monotone
Folge von PDI-Mengen, da alle V; auch PDI-Mengen sind.

Es sei J; die zugehorige abzdhlbare Folge disjunkter Intervalle mit Uj J; =
U, W = U, Vi. Jedes J; ist Teilmenge von Vj;y fiir ein geeignetes I(j) > 1.
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Weiter sei N’ die Nullmenge, auerhalb derer sowohl immer fir+1 > fr und
gk+1 = gk gilt, sowie die Grenzwerte limy fi(x) = limg g (z) = f(x) existieren und
einander gleich sind. Es sei N = N'NU. Fiir spiter fithren wir noch fiir alle j > i > 1
die Mengen

Nji ={z eU]| fi(z) < fi(z)}
und
j—1
Ny = Nivr
i=1
Es sind Nullmengen und PDI-Mengen, die also aus Intervallen I mit ¢(I) = 0
bestehen.
Mit I; sei eine Folge von Intervallen I; C U bezeichnet, fiir die

(e o)
und

ist.

Fiir jedes © € U — N ist limg fi(z) = limg gr(z) = f(z), also liegt = in einem
Vi C V/ fiir geniigend grofies I. Damit ist |, Vi 2 U~ N. Es ist damit {J, LUU, J; =
U.

Es sei nun K C U eine abzihlbare Folge von Intervallen, die aus allen J; und
I; besteht. Es sei W; = Uls:1 K. und K; die zu dieser zunehmenden Menge W,
von PDI-Mengen gehérige disjunkte Folge von Intervallen mit U = |J, Wi = U, Ki.
Jedes K ist entweder Teil eines I; oder eines J;

Wihle nun endlich viele K1, ..., K, mit

> (ki) > p(U) ' =D~ &
k=1
und K :=J;_, Kx.

Eine solche Auswahl mufl es immer geben, da die PDI-Menge U = ;- Kk
ist. Wire S = > 72, ¢o(Kk) < ¢(U) so wire nach Lemma 5.4.5 auch ¢(U) < S,
Widerspruch.

Es seien die K1, ..., K,, aufgeteilt in

! !
K, .. K.

mit K, C Jyx) und
K. K",
mit K} C I,z mit geeigneten r, s abhingig von k.
Es sei Jox)y C Vi(sr)) und K’ = U;"z,l K, sowie K" = Uzq;ul Kj.
Wihle lo > I(s(k)) fiir alle k = 1,...,m’. Teile nun jedes K}, in die PDI-Mengen

K" = KN (U= Ny)

und
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K® = K, N Ny,.

Die K,?) sind Nullmengen aus Intervallen I mit ¢(I) = 0.
Essei KO =" K" und K@ =™, K?

[a=t=[ @+ [ @-s)+ [ @—s+ [ @-h
< @(K)e' + o(K") sup(ge) + o(U — K) sup(gx)

< De' + €' sup(gr) + €' sup(gr)  (5.58)
U U

denn es ist

/K(l)(gk — fi) < p(K')e’ (5.59)

da gr — fi, < € fiir jedes K,?) C Jyx) denn K,il) C K C Jouy und Jyy ist
in einem Visky) mit I = I(s(k)) < lo also fi(x) > gr(x) — ¢’ und da « ¢ Ny, ist
flo(x) = f1071(3?) Z 2 fl(l’) = gk(x) —é.

Weiter ist

/K o= i) =0 (5.60)

da K@ nur aus endlich vielen Intervallen I mit ¢(I) = 0 besteht.
Weiter ist

/ gk — fio < sup(g)o(K") < sup(gi)e’ (5.61)
K" U U

da gr — fi, < supy(gr) und p(K"”) <35, (L) <€
SchlieBlich ist

/ gk — fry < sup(g)p(U — K) < sup(gi)e’ (5.62)
U—-K U U

da gr — fi, <supy(gr) und (U — K) < €', denn es war ja o(K) > o(U) — €'
Damit kann [(gr — fi,) durch Wahl von ¢’ beliebig klein gemacht werden und
fiir I > lp ist dann erst recht

/gk—fl:/(gk—flo)—/(fl—fm)</(gk—flo)

da [ fi— [ fi, 2 0.

Proposition 5.4.11. Mit f,g € €& (R™, ) und A > 0 sind auch \f,f + g €
€1 (R™, ) und es ist

/)\fdgo:)\/fdgo (5.63)
[+ade= [1d0+ [gae (5.64)

Proposition 5.4.12. Fs seien g, h € €, (R"™, @) mit g = h. Dann ist auch

/gd¢>/hd<p
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Beweis. Es sei u; /' g und v; A/ h sowie w; = sup(us,v;) g, drei BM—Folgen mit
U, V5, w; € Co.
Dann ist, wegen w; > v; = fwi > fvi fiir Treppenfunktionen w;, v;:

/g:'lim w; > lim viZ/h
11— 00 12— 00
Definition 5.4.11. Nenne €o(R", ) die Menge der f : R™ — R, die sich als

f=f1— famit f1, fo € €1 (R™, ) schreiben lassen. Sie heiffen summierbare
Funktionen (beziiglich ).

Proposition 5.4.13. Der Raum €3(R™, ) ist der von €1(R™, ¢) in F(R™ R)
erzeugte Unterraum. Sind f,g € €(R™, ), so ist auch

FE 7 1f] sup(f, 9),inf(f, 9) € €2(R", ) (5.65)

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dafl f+ € €(R", ). Es sei f = f1 — fo mit f1, f> €
€1 (R™, ) und es seien fig, for € €o(R™) die zugehorigen Folgen. Dann sind g1, =
sup(fik, for) und gor = for zwei BM—Folgen aus €o(R"). Nennt man g¢1,g2 die
zugehorigen Funktionen g1 — g1 und gog — go, so ist fT = g1 — go.

Proposition 5.4.14. Es sei f € €&(R™, ) mit f = fi — fo = f3 — fa und
fi € €1 (R™, ¢). Dann ist

[ e~ [fado= [ pdo~ [ fido=10) (5.66)

Wir nennen [ fdye := I(f) das Lebesgue-Integral von f beziiglich ¢.
Fiir die Abbildung

/;¢2<R",¢HR fe/fdw (5.67)

gilt
Proposition 5.4.15. Fs gilt fiir f,g € €3(R", p)
1. f— [ fdy ist eine R-lineare Abbildung €3(R"™, ) — R.

2.f<g= [fdp< [gdp.
S 1[ fdel < [1flde.

Beweis. 2. Es sei f € €; und f > 0. Wir zeigen [ fdp > 0. Esist f = g—h > 0 mit
g,h € €1. Aus g > h folgt nach obiger Proposition [gdy > [hdy, also [ fdp =
J(g—h)de = [gdp— [hdp > 0.

3. Esist mit f=f" — f~ und f7,f~ >0:

[o=1fat == f s [
<ifrf = [ fo = [ute = [l e

Es folgen einige niitzliche Lemmata:
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Lemma 5.4.9. Es seien f; < g; BM—Folgen von Treppenfunktionen mit f; /

fund g; /g fir f,g € &R, p).
Dann ist f < g und damit auch [ fdp < [ gde.

Lemma 5.4.10. Es sei f € €1(R"™, ) und u € €(R™). Dann ist auch f+u €
¢ (R, ).

Beweis. Es sei f; 7 f mit f; € € und mit beschrankter Integralfolge. Dann ist
fi +u 7 f + u, auch mit beschriankter Integralfolge.

Lemma 5.4.11. Es sei f € €3(R"™, ). Dann exisiert eine monoton fallende
Folge u; € €& (R™, @) mit u; \ f und

lim [ w;dp = /fd(p (5.69)
1—00

Beweis. Es ist f = fi — fo mit fi € €;(R",¢). Dann existiert eine Folge von
Treppenfunktionen v; ' fa mit beschrinkter Integralfolge und

1— 00

lim | vidp = /fz dep.
Es ist u; = f1 — vi.

Lemma 5.4.12 (Vergleichslemma). Es sei f > 0 eine Funktion aus €3(R"™, ¢)
mit [ fde=A>0. Weiter sei mit § >0

U=U(f0) ={z e R" | f(z) = 6}
Dann ist U eine abzihlbar beschrinkte Menge mit
ps(U) < A/ +n
fiir jedes n > 0.

Beweis. Es sei zunichst f € €(R") eine Treppenfunktion. Dann ist U = U(f, )
eine PDI-Menge, fiir die offensichtlich ¢(U) < A/d gilt.

Als néchstes sei f € €1 (R",¢) und u;  f eine zugehérige BM—-Folge von
Treppenfunktionen. Wir kénnen, indem wir u; durch sup(ui,0) ersetzen, immer
u; > 0 annehmen.

Es ist U(f,d8) C U, U(us,6") UN fiir jedes 6’ < & mit einer Nullmenge N au-
Berhalb derer u;(z) < u;41(z) fiir alle i gilt. Es ist U; = U(u;, ") eine PDI-Menge
mit o(U;) < As/8 < A/d', wobel A; = [w;dp sei. Weiter ist U(u;,d') UN C
U(uit1,6") UN fiir alle 3.

Also ist nach Lemma 5.4.7 auch | J, Ui UN = U’ UN eine abzéhlbar beschrénkte
Menge mit ops(U' U N) < A/§ + v mit beliebig kleinem v > 0. Wihlt man nun
§' geniigend nahe an §, so dal A/§' + v — A/§ < 7, so ist U' U N eine abzihlbar
beschriinkte Menge mit o,(U’UN) < A/§ + n. Also ist auch U(f, ) C U’ U N eine
solche.

Schliefllich sei f € €2(R™, ) und u; \ f eine Folge von Funktionen aus ¢;
gemifl Lemma 5.4.11. Dann ist U(f,0) C (U; = U(u;,0)) U N mit einer Nullmenge
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N. Es ist dann U; eine abziihlbar beschriinkte Menge mit ¢, (U;) < 4;/6 +n' = S;
fiir jedes ' > 0 und fiir A; = [u;dp. Da A; \, A kann man ein ¢ und ein ' > 0
wihlen mit A;/6 +n' — A/d < n/2, also

S = Ai/(s—‘r’ﬂ/ < A/(S—f—’r}/Q

Also ist U; U N eine abzdhlbar beschrinkte Menge mit ¢s(U; UN) < A/d + 7,
indem man N mit 1/2 beschrinkt.
Damit ist auch fiir f € €2 der Beweis erbracht.

Lemma 5.4.13. Es sei f € €3(R", ) mit f > 0. Ist dann [ fdp =0, so ist
f=0.

Beweis. Es ist mit der obigen Bezeichung Uy, = U(f,1/k) abzihlbar beschrénkt mit
vs(Ur) < fiir jedes n > 0. Also ist Uy eine Nullmenge. Damit ist auch U = |J,, Us
eine Nullmenge. Aber U ist auch die Menge aller  mit f(z) > 0. Also ist f(z) =0
auferhalb der Nullmenge U.

5.4.6 Der Satz von Beppo Levi
Im folgenden stehe €; fiir €;(R™, ) mit i = 1, 2.

Lemma 5.4.14. Es sei f; € €; eine Folge von € —Funktionen mit f; < fi41
und [ f;dp < A.
Dann existiert eine Funktion f € € mit f; 2 f und

lim [ f; d<p=/fdso-
11— 00

Beweis. Es seien u;;  f; die aufgrund der Definition von f; € €; existierenden
monoton wachsenden Folgen von Treppenfunktionen mit beschrénkter Integralfolge.
OBdA sei [(fi —u) < 1/2%.

Setze

Uk = Sup(Uik, Uk, - - -, Ukk )

Dann ist vit1 > vi und es ist v < fi, also ka < ffk < A.

Es existiert also ein f € €; mit vy 7 f.

Gebe nun ein 6 > 0 vor. Wihlt man k = k(d,¢) mit [(f — ve) < &6 und
[ (fx — urr) < 1/2F < &6, so ist fiir alle [ > k auch

Jue=u< [r-u)<e

/(fz —uy) <1/28 <1/2F < &6

also (beachte |v; — fi|= fi — v wegen v; < fi, sowie uy < v;):

/If - fil< /\f - Ul|+/|vz - fil< /(f — ) + /(fz —uy) < 285 (5.70)

und
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Nach dem Vergleichslemma ist dann U;(6) = U(|f — fi|,0)) eine abzéhlbar be-
schriankte Menge mit ¢, (U;(8)) < 3¢ fiir alle [ > k(4, ).

Die Menge N(9) aller z mit | f(z) — fi(z)|> 6 fiir alle [ > 1/6 liegt also in jedem
U,(9) fiir I > 1/8. Also ist N(§) eine Nullmenge.

Die Nullmenge N = |J,-, N(1/p) besteht aus allen x € R™ fiir die ein p > 1
existiert mit | f(z) — fi(z)|> 1/p fiir alle k > p. Thr Komplement U besteht aus den
x € R™, so daB fiir jedes p > 1 ein k > p existiert mit |f(z) — fr(z)|< 1/p. Die Folge
frx(z) hat also eine Teilfolge die sich in f(z) hduft und da fr(x) < fet1(z) fir alle
k und alle z auflerhalb einer Nullmenge N’, ist fiir z ¢ N' U N immer fi(z) < f(z)
und damit limg— oo fx(z) = f().

Da also auflerhalb einer Nullmenge immer fi(z) < f(x) ist, folgt aus (5.70):

[1=[ = [u-51=[1r-p1<e

sim [ 5= [ 1

fir k > k(e).
Also ist auch

und damit alles gezeigt.

Theorem 5.4.1 (Beppo Levi). Es sei f; € €, eine Folge von €o—Funktionen
mit f; < fig1 und [ fidp < A.
Dann existiert eine Funktion f € € mit f; 7 f und

lim [ fidp = / f de.

1— 00

Beweis. Indem man f; durch f; — f1 ersetzt, kann man f; > 0 annehmen. Auflerdem
sel A = lim; 0o f fi gesetzt.
Es seien nun

Uik \ f17

uge N\ fo — fi1,
use N\ f3 — fo,
wir N\ fi — fi1

monoton fallende Folgen von w;;r € €; mit
/(UUc — f1) < 1/2",
[t = (= g < 12,

Weiter sei uy, = uir+uzk+- - +usk € €1. Wegen u; k41 < uik ist auch ui; < uj

und wegen u;r = 0 auch uj, < ui“.

Es gilt
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/ui_/fsz/((um—ﬁ)-f—(u%—(fz—fl))+--'+(usk_(fs_fsfl))<
128 /2Rt st <10k

Also
/ui</fs+1/2k<A+1/2k.

Damit sind die f uy, nach oben beschriankt und es gibt nach vorigem Lemma uy € €;
mit ui s ug. Fiir das Integral gilt dann

/uk: lim [ uj < A+1/2°

5—00

AuBlerdem ist wegn uy > uj, > fs auch

/uk?/fs>A—n

fiir jedes n > 0, indem man s geniigend grofl wihlt.
Da ug; < uf ist auch 0 < ugy1 < ug. Die ug —ux € €; bilden also eine monoton
wachsende Folge von Funktionen aus €;. Fiir die Integrale gilt

/(m*uk)</|u1*uk|</uk+u1<2A+1/2+1/2k

Die Integralfolge der f(ul — ug) ist also beschridnkt. Es gibt daher nach vorigem
Lemma ein v € € mit u1 — ur 7k v. Es sei dann v = u1 — v € €. Wir werden
zeigen, dal u das im Satz genannte f ist.

Die Folge ur \( u ist eine Folge von Funktionen aus €;, die von oben her im
Sinne von Lemma 5.4.11 gegen u konvergiert, und fiir die limg— o0 [ ur = [ u gilt.

Es ist
/u:/(ufuk)Jr/uk

Da 0 < [(ur — u) < ¢ fiir jedes € > 0 gemacht werden kann, indem man k > k(e)
wihlt und auflerdem fiir jedes > 0 auch A —n < Jurw < A+ 1/2% nach obigen
Uberlegungen gilt, ergibt sich

/u =A=lim [ f;
1—> 00

Aus ur > uj, = fs und ug \ u folgt auBerdem u > f; fiir alle s > 1.

Mit Hilfe des Vergleichslemmas zeigen wir jetzt, daf lim; o fi(z) = u(z) fur
alle = auflerhalb einer Nullmenge:

Fiir e > 0 und § > 0 ist fiir alle s > s(e, d)

/(u—f5)<55

Fiir diese ist also nach dem Vergleichslemma U (u— fs, §) eine abzihlbar beschrénkte
Menge mit @4 (U(u — fs,9)) < 2e.
Die Menge U(6) = (o2, U(u — fs,

0) CU(u — fs,9) ist also eine Nullmenge. Sie
besteht aus allen z € R", fiir die fs(z) < u

(z) — ¢ fiir alle s > 1 ist.
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Bilde nun U = (J72, U(1/p), eine Nullmenge. Sie besteht aus allen = € R", fiir
die es ein p > 1 gibt, so daB fs(z) < u(z) — 1/p fiir alle s > 1 ist. Also enthilt U
genau die z € R", fiir die nicht fs(x) ~ u(z) gilt. (Wie tiblich mufl man eigentlich
U noch um die Nullmenge N aller x erweitern, fiir die f;(z) nicht monoton wichst
oder die anderen benutzten Ungleichungen zwischen Funktionen der Form f <, g
nicht fiir f(z) < g(z) gelten. Dies sind aber nur abzéhlbar viele, es bleibt also bei
einer Nullmenge.)

5.4.7 Der Satz von Lebesgue

Theorem 5.4.2 (Lebesgue). Es sei f; € €4 eine Folge von Funktionen, fir
die es eine Funktion f:R"™ — R gibt, mit

f=lim f;

17— 00

punktweise fast iberall. Weiter sei | f;|< h mit einer Funktion h € €.
Dann ist auch f € €3 und man hat

lim [ fidp = /fdga (5.71)
1— 00
Beweis. Da |f;|< h ist auch 0 < f7, f7 < |fil= fi" + fi < h. Weiterhin ist
lim; o0 f;7 = f* und lim; o f; = f~. Nimmt man an, daB der Satz fiir f; > 0
bereits bewiesen ist, so folgt, daB f*, f~ € € und auBerdem
w [ [
12— 00

Also ist auch

tm [ g=tm [ nm [ao= [ [ = fut o= [

Wir kénnen also f; > 0 annehmen. Man definiert nun fir m, k > 1

u'I;n = Sup(fma . '7f’m+7€*1)

und
v =1inf(fom, -+ frtk—1)-
Es ist uy’ < ug'yy, und vp* > v . Weiter ist 0 < uy’ < hund h > vy* > 0. Also sind
die Integralfolgen [ u}' nach oben und [ v}* nach unten beschréinkt. Es existieren
deshalb nach dem Satz von Beppo Levi ty,, vy € €2 mit up' Mk Um und v' \k Um.
Fiir sie gilt wegen 0 < up' < hund h > vg* > 0:

Um

0
0

NN

h
h

NN

Um
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sowie wegen uj’ > vg' auch
Um Z Um

Nun ist weiter uj® > uj""' fiir k > 1, also
U 2 Um+1-

Ebenso ist v;* < vL"fll fir £ > 1 und deshalb
Um K Um+1

Da die Integralfolgen [ um > 0 und [ vm < [ h beschrinkt sind, existieren wieder
nach dem Satz von Beppo Levi u,v € €3 mit

Um, N\ U
Um 0

Wir werden zeigen, dafl w = v = f mit dem f aus der Formulierung des Satzes.
Es sei namlich ein z € R™ auflerhalb einer geeigneten Nullmenge N: Dann existiert
fiir jedes € > 0 ein mo(e), so daB |f(z) — fm(z)|< € fiir alle m > myg ist. Also ist fiir

Sz = SuP(fmo (:L'), fm0+1(£L'), . )

auch | f(z) — Sz|< e. Nun ist aber uy ©(z) < Se fiir alle k > 1, also wegen uy® 7 tm
auch Umg () < Sz Da um41 < U ist sogar um, (z) < Sy fiir alle m > my.
Durch eine duale Uberlegung ergibt sich mit m > my, da8 fiir

T, = lnf(fmf)(‘r)vfm’o-!—l(x% .- )

auch |f(z) — Ty|< € und auBerdem vy, (z) > Ty fiir alle m > my ist. Es ist also fiir
m > mo, mg, immer

mit | f(z)—Sz|< e und | f(z) —T:|< €. Es folgt | f(x) —um (z)|< € und | f(z) —vm(z)|<
¢ fiir alle m > mo, mg. Also ist

lm um(z) = lm vn(z) = f(z) = lim fi(z).

m— 00 m—00 1—00

fiir alle x € R™ auBerhalb einer geeigneten Nullmenge N.

Es bleibt noch zu zeigen, daf§ lim;, [ fi = [u = [v = [ f ist: Man hat ja
(wegen uy’ = fm und v7* < fm) auch um = fm = vm und deshalb auch fum >
J fm = [ vm. Macht man den Grenziibergang m — oo ergibt sich aus [um N\, [u
und [ vm ' [v die Behauptung.

5.5 Fundamentalsitze der Funktionalanalysis

Definition 5.5.1. Eine Teilmenge A C X eines topologischen Raums X heift
nirgends dicht in X falls sie keine in X offene Teilmenge U C X enthdlt.
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Theorem 5.5.1 (Bairescher Kategoriensatz). Es sei (X, d) ein vollstindiger
metrischer Raum. Weiter sei (A;);en eine Familie in X nirgends dichter Teil-
mengen A; C X.
Dann ist auch
A:Um
ieN
nirgends dicht.

Beweis. Es enthalte A doch ein U = Uy = B(z0,70). Dann ist Uy € A1 und es gibt
eine Kugel B(z1,2r1) C U — A1 mit 71 < r9/2 und B(z1,2r1) N A1 = (. Wir setzen
Ui = B(z1,71).

Diese Kugel U; ist nicht in Az und es gibt eine Kugel B(z2,2r2) C U mit
B(x2,2r2) N Az = () und 72 < 71/2. Fiir diese ist auch B(z2,2r2) N A1 = 0. Wir
setzen Uy = B(x2,72).

Induktiv konstruiert man so B(xy,2r,) C Up—1 mit 7, < rn—1/2 < 79/2" und
B(xn,2rn) NUL, Ai =0, sowie Uy = B(xn, ) mit U, NJL, Ai = 0.

Man hat die Inklusionen ---U;—1 O B(xs:,2r0) 2 Us; D B(xit1,2ri41) 2
Uig1--. )

Die z,, bilden offensichtlich eine Cauchy—-Folge und konvergieren gegen ein z € U.
Dieses « liegt in jedem U;. Es ist namlich z € U; und U; C B¢y, (z:) C B(ws,2r;) =
Beor, (i) C Ui—1.

Andererseits ist x € A,, fiir ein bestimmtes m nach Annahme U C A. Also wire
A NUpy # 0 mit m’ > m im Widerspruch zu U,,, N U:il A =0.

Theorem 5.5.2 (Prinzip der gleichmifligen Beschrinktheit). Es sei
(X,d) ein vollstindiger metrischer Raum und (Y, ||-||) ein normierter Raum.
Weiter sei F C C°(X,Y) eine Familie stetiger Funktionen. Fiir diese gelte

sup|| f(z)]| < Cx < o0
feEF

fiir jedes x € X. Dann gibt es einen offenen Ball B(xzg,r) C X mit

sup  sup| f(z)[|<C
z€B(xo,r) fEF

mit einem geeigneten C' > 0.

Beweis. Setze B, = Brn(0) C Y, ein System abgeschlossener Teilmengen,
und An = Ujep f ~1(B,.), ebenfalls abgeschlossen als Schnitt der abgeschlossenen
S~ (Bn). Es ist dann |J,,cy An = X, denn fiir jedes z € X ist {f(z) | f € F} C B,
fiir ein geeignetes n, € N.

Da X nicht nirgends dicht ist, enthélt ein A, ein offenes U = B(zo, r). Dies ist
der gesuchte offene Ball und es kann C' = ng 4+ 1 gewahlt werden.

Theorem 5.5.3 (Banach—Steinhaus). Es sei (X, ||-||) ein Banach—Raum
und (Y, |||]) ein normierter Raum. Weiter sei F' C L(X,Y) eine Familie
linearer, stetiger, also beschrinkter Funktionen, und es gelte
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sup|| f(z)]| < Cx < o0
feF

fiir jedes x € X. Dann ist auch

supl| f| < € < o0
feF

Beweis. Es sei U = U(zo,7) € X der nach dem vorigem Theorem existierende
offene Ball mit sup ;. sup,cy | f(z)|< C. Es gilt fir b mit [|h]|< r, daB f(h) =
f(h+ 2o — x0), also

IF IS 1F(h A+ zo)l[+][f(zo)l|< C + Cag.

Es ist also f(Bx(0,7)) C By (0,C 4+ Cy,) unabhingig von f. Also ||f||< (C+Cx,)/r
fir alle f € F.

Theorem 5.5.4 (Satz von der offenen Abbildung). Es sei f : X —» Y
eine stetige Abbildung f € L(X,Y) zwischen den Banach-Rdiumen X, Y.
Dann ist dquivalent

a) [ ist surjektiv.
b) f ist offen.
Beweis. Sei zunichst f surjektiv. Es sei B,, = B,(0,n) ein System offener Kugeln

und Z, = f(By) Da f surjektiv, ist Y = {J,, f(Bn) = U,, Zn. Also enthilt nach dem
Kategoriensatz ein Z,, eine offene Kugel

V= VI(ZUOJ") C f(Bn) = Zn

Wihle xo € X mit f(zo) = yo, so ist f(Bn — xo) dicht in V' —yo = V"(0,r) = V",
Da B, —xo C B, fiir ein geeignetes n’ ist auch f(B,/) dicht in V" (0, r). Homothetie
mit 1/r zeigt: Es ist f(B(0,n'/r)) = f(B(0,s)) dicht in V = V(0,1). Nenne W =
f(B(0,s)) NV, es ist dicht in V nach Konstruktion.

Fiir ein beliebiges y € V wilhle ein y; € W mit ||y1—y||< 1/2 und ein 21 € B(0, s)
mit f(z1) = y1.

Wihle dann ein y2 mit ||y2 —y1||< 1/2 und ||y2 —y||< 1/4, so daB y» € y1+1/2W
ist.

Es gibt dann ein 2 € 1/2B(0, s) mit f(z2) = y2 — y1.

Wihle nun ein y3 mit ||ys —y2||< 1/4 und |lys —y||< 1/8, so daB ys € y2 +1/4W
ist.

Es gibt dann ein 3 € 1/4B(0, s) mit f(xz3) = ys — y2

Das k-te Glied dieser Folge besteht aus i, mit ||yx—yr—1/< 1/2° 7! und |lyx—y| <
1/2F, so daB yy € yr—1 + 1/287'W ist.

Es ist dann xx € 1/2571B(0, s) und es ist f(zx) = yr — yr—1.

Die Summe z1 +x2 + 23+ - - - konvergiert dann gegen ein  mit ||z||< s+1/2s+
1/4s + --- = 2s. Fiir dieses x ist

f@) =fl@)+ f@2) + flas)+ =i+ @ —y) + (s —y2) +-- =y

Also ist f(Bg2s(0)) 2 V und damit auch f(B(0,4s)) 2 V. Wir haben damit
eine offene Kugel um Null in X gefunden, deren Bild die offene Kugel in Y um Null
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mit Radius 1 enthiilt. Damit ist aber f als offene Abbildung nachgewiesen, denn es
ist fiir eine offene Menge U C X, wenn man fiir z € U die Zahl A, so wihlt, dafl
AaB(0,4s) + x C U ist:

fO) = fOuB0,4s) + ) = | AV + fl2) C Y (5.72)

zeU zeU

eine offene Menge, da alle \;V + f(z) offen sind.
Sei schliefllich umgekehrt f offen, so enthélt f(B(0,1)) eine offene Menge V =
By (0,7). Also umfaBt f(B(0,t)) die Kugel tV, also mit wachsendem ¢ alle y € Y.

Proposition 5.5.1. Fs sei f : X — Y mit f € L(X,Y) eine stetige Ab-
bildung zwischen Banach—Réiumen X, Y. Ist dann f bijektiv, so ist f~1 €
L(Y, X), also stetig.

Theorem 5.5.5 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Es sei f: X —
Y eine lineare Abbildung zwischen den Banach—Rdumen. Es ist dquivalent

a) f € L(X,Y)
b) Der Graph von f

Iy ={(x,f(2)) |z € X} S X x ¥

ist abgeschlossen im Banachraum X x Y.
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Algebraische Topologie

6.1 Grundlagen

6.1.1 Methode der azyklischen Modelle
Es sei C eine Kategorie und M eine Menge von Objekten von C.

Definition 6.1.1. Es sei G : C — Ab ein kovarianter Funktor in die Kate-
gorie der abelschen Gruppen.
FE's gebe eine Familie

{95 € G(M;)}jes

von Objekten M; aus M und Elementen g; € G(M;). Weiter sei fir jedes
X € Obj C die Menge

Gas(X) = {G(f)(g)) € G(X) | f € Hom(M;,X).j € J} € G(X)

eine freie Basis von G(X). Dann heifst die Familie {g; € G(M;)}jes eine
Basis des Funktors G.
Der Funktor G heifit freier Funktor auf C mit Modellen aus M.

Anmerkung 6.1.1. Ist h: X — Y aus Homc(X,Y), so bildet G(h) die Menge
Gras(X) nach Gpas(Y) ab. Es ist also auch X — Gp,s(X) ein Funktor von C
nach Set. Zusammen mit dem Funktor F': Set — Ab, der jeder Menge die
zugehorige freie abelsche Gruppe zuordnet, gilt also G = F o Gpas-

Definition 6.1.2. Es sei G : C — CmplxAb ein Funktor in die Kategorie
der abelschen Komplexe. Dann besteht G aus Teilfunktoren Gj.

Sind alle diese Gy freie Funktoren mit Modellen aus M, so heiffle G frei
mit Modellen aus M.

Es sei G : C — CmplxAb ein Funktor in die Kategorie der abelschen
Komplexe. Dann sind kanonisch die Funktoren Hy(G) : C — Ab durch
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Hy(G)(X) = Hy(G(X)) =

ker (dg(X) : Go(X) = Gg-1(X)) /im (dg+1(X) : Gg1(X) = G4(X))
definiert.

Definition 6.1.3. Fiir eine Kategorie C mit Modellen M heifle ein Funktor
G : C — CmplxAb ayklisch in den positiven Dimensionen, wenn

Hy(G(M)) =0
fir alle g > 0 und alle M aus M ist.

Definition 6.1.4. Fin Funktor G : C — CmplxAb heifle nichtnegativ,
wenn fir ¢ <0 immer G4 =0, also G4(X) =0 ist.

Theorem 6.1.1. Es sei C eine Kategorie mit Modellen M. Weiter seien
G,G' : C — CmplxAb

zwet Funktoren in die Kategorie der abelschen Kompleze.
Es sei G ein freier, nichtnegativer Funktor und G azyklisch in den positi-
ven Dimensionen. Dann gilt

1. Ist
T: Ho(G) — Ho(G')

eine natirliche Abbildung abelscher Gruppen, dann existiert eine natirliche
Abbildung von Komplexen ¢ : G — G, so daf

Ho(¢) =7

15t.
2. Sind ¢, : G — G’ zwei natiirliche Abbildungen von Komplexen mit

Ho(¢) = Ho(¥)

so existiert eine natiirliche Kettenhomotopie k : G — G’, also ein natiirliches
System von Abbildungen mit

k(X)i: Gi(X) = G4 (X)
und
O(X)i — P(X)i = k(X)i—1d(X); + d'(X)ip1k(X);

wobei d(X); : Gi(X) = Gi—1(X) und d'(X); : Gi{(X) = G,_(X) die mit
(G,d) und (G',d") verbundenen natiirlichen Differentiale sind.
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Beweis. 1. Wir konstruieren die ¢;(X) : G;(X) — G%(X) mit wachsenden Indizes
1 > 0 von unten nach oben: Betrachte das Diagramm

Go(X) ——> Go(X)/imd(X); ——> 0

[
lu lT(X)
Y

kerd' (X)o ——kerd'(X)o/imd'(X); ——=0
c
X)

Go(

Es seien go; € Go(Mo;) die Basiserzeugenden fiir Go. Setzt man dann in obigem
Diagramm X = Mj;, so ergibt sich aus der Konstruktion von ug; := u das Bild
g0; € Go(M;) und allgemein aus f : Mo; — X das Bild G(f)(go;) € Go(X) von
G(£)(905) € Go(X).

Es seien nun fiir p < ¢ die natiirlichen Transformationen ¢,(X) : Gp(X) —
G (X) schon konstruiert, so daB$ auch ¢p_1 0 dp = d}, o ¢}, fiir alle p < i gilt.

Ist nun g;; € G;(M;;), mit {gi; € Gi(M;;)} den Basiserzeugenden von Gj, so ist

di—1¢i-1di(gij) = bi—2di—1di(gij) = 0.
Da H;_1(G’) = 0 existiert ein g;; € G;(M;;) mit
digi; = pi—1di(gis)

Setzt man ¢;(M;;)(gi;) = gij, so hat man ¢; auf den Basiserzeugenden konstruiert.
Allgemein ist dann fiir f : M;; — X immer

¢i(X)(Gi(f)(9:5)) = Gi(f)(¢:(Miz)(gi5)) = Gi(£)(gi;)

und damit ¢;(X) : G;(X) = Gj(X) fiir jedes X konstruiert.
2. Schreibt man x = ¢ — %, so induziert x : Ho(G) — Ho(G') die Nullabbildung
und es gentigt fiir x eine natiirliche Kettenhomotopie

E(X)i: Gi(X) — Gipi(X)
mit
X(X)i = k(X)i—1d(X)i + d'(X)i+1k(X); (6.1)
fiir alle 4 € Z zu konstruieren. Wir setzen zunéachst k; = 0 fiir alle 7 < 0. Nun bildet
Xo(X) den Kern ker do(X) = Go(X) wegen Ho(x) = 0 auf imd; (X) ab. Wir haben

also Abbildungen
X(X)o : Go(X) = imd; (X) C Gh(X)
! /
1(9o

Fir X = Mo; und go; € Go(Mo;) ist also xo(go;) = di(go;) mit go; € G1(Moj).
Man definiert nun
ko(Moj;)(g05) = go; € G1(Moy).

Allgemein ist dann fiir f: My; — X
ko(X)(Go(f)(g05)) = G1(f)(g0,)
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eine auf der Basis von Go(X), also auf {G(f)(go;)} festgelegte natiirliche Abbildung
ko(X) : Go(X) — G1(X).

Damit ist jetzt (6.1) fiir alle ¢ < 0 konstruiert. Wir nehmen nun an, daf sie
bereits fiir 7 < p konstruiert ist.

Es ist dann

d;o(XP = kp—1dp) = Xp-1dp — d;kpfld = (Xp-1— d;akpfl)dp =kp—2dp—1dp =0
fiir jedes X aus C. Es liegt also fiir gp; € Gp(Mp;)
9pi = (Xp — kp—1dp)(9p5) € Gpp(Mpy)
in ker d'(Mp;)
/

Da Hy,(G
nun

o
) =0 ist also g;; = d'(Mp;)p+1(gp;) mit gp; € Gpr1(Mp;). Setzt man

kp(Mp;)(9p5) = 9ps
so hat man k, auf die gp; € Gp(Mp;) ausgedehnt. Fiir beliebiges X und alle Abbil-
dungen f : M,; — X ist dann

kp (X)(Gp(f)(905)) = Gpr1(F)(9p5)

und damit k,(X) auf der Basis {G,(f)(gp;)} von G,(X) eindeutig festgelegt. Es ist
nach Konstruktion klar, daf jetzt auch (6.1) fiir ¢ = p gilt.
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Ubungsaufgaben aus ,,3264 and all that“

7.1 Kapitel 2

7.1.1 Ubungsaufgabe 2.23

Es sei v = v : P2 — P° die quadratische Veronese-Abbildung. Weiter sei

C C P? eine Kurve vom Grad d. Zeige, daf v(C') den Grad 2d hat.
Allgemein sei v = v, 4 : P — PV die Veronese-Abbildung vom Grad d.

Weiter sei X C P™ eine Varietdt mit Dimension & und Grad e. Dann ist

degv(X) = dFe (7.1)

Beweis. deg X ist die Anzahl der Schnittpunkte von v(X) mit k generischen Hy-
perebenen im PY: Man hat

v X|NHiN---NH =v.((X]NVv"HiN---Nv* Hy) (7.2)

Nun ist v* H; = K; eine Hyperfliche vom Grad d in P". Der Schnitt der Varietéit X
vom Grad e mit k generischen Hyperflichen vom Grad d ist also ein nulldimensio-
naler Zykel vom Grad ed”®, wie verlangt.

7.1.2 Ubungsaufgabe 2.24

Esseio = 0,4 : PP xP* — POU+DEFD-1 die Segre-Abbildung und X C P xP*
eine Untervarietit der Kodimension k. Die Klasse [X] € A*(P" x P*) sei
gegegeben durch

[X] = Zciak_iﬁi (7.3)
wobei ¢; = 0 ist, falls ¢ > s oder k — i > r ist. Die Elemente «,( sind die
Urbilder der Hyperebenenklassen aus A'(P"), A*(P%) in A'(P" x P*).

a) Esist ¢; > 0 fiir alle .
b) Was ist der Grad von o(X) C PrD(s+1)—17
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c) Ein linearer Teilraum A C X, ; = o(P" x P*) liegt entweder in der Faser
von P” x P°* — P” oder in der Faser von P” x P° — P* jeweils iiber einem
abgeschlossenen Punkt.

Beweis. b) Es ist deg o(X) gleich dem Schnitt von dim X = r + s — k Hyper-
fliichen im POFYEFD=L mit o(X):

o XINH1 N NHpjs—p =0([X]Ne"HiN---No"Hyys—k)

Der Schnitt rechts ist in A(P" x P°) = Z[e, 8]. Da o + § die Klasse von o* (H;) ist,
folgt, dal deg o(X) der Koeffizient von o 3° in folgendem Ausdruck ist:

[X] (Oé + /B)T+S_k _ Z Ciak—iﬁi (T' -+ j — k) aj6r+s—k—j _
0]

Z i (’f’ + j — k) Oék+j—iﬁ7‘+s—k:—j+i _ (74)
0,3

In dieser Summe mufl k+j —i¢ =r sein, dafir k+j—i <rauchr+s—k—j+i>s
wére, und der Summand verschwénde. Also kénnen wir ¢ = k + j — r setzen und
erhalten

iy r+s—k
dego(X)= > ckﬂ-_T( ; > (7.5)
7=0

¢) Ein linearer Teilraum von PrTDE+HD=1 3156 5(A) = A C %, ; mit Kodimen-
sion k in Y, ., also der Dimension r + s — k schneidet sich mit r + s — k-Hyperebenen
in Pr+DE+D=1 2y einem Produkt mit Vielfachheit 1. Es ist also dego(A’) = 1.

Damit fiir X = A’ in der Gleichung (7.5) der Wert 1 herauskommt, muf} j = 0
bzw. j = r + s — k sein, und der Wert cx—, = 1 bzw. ¢s = 1 und alle anderen Null
sein. Das entspricht [X] = o" "~ bzw. [X] = o ~34°.

Ist nun [X] = a"B*"", so ist [X] - [E, x Ex_,] = 1, wobei E; fiir einen linearen
Teilraum der Dimension ¢ stehe. Diese seien generisch gewahlt, so daf3

[X]-[Er X Beey] = X N (Ey x Ey_) = {pt.}

Also mu$ fiir die Projektion 71 : P x P° — P" gelten, dafl 71 (X) = {pt.} ist, also
X C w7 ({pt.}) wie behauptet.

Genauso argumentiert man im Fall [X] = o*~*4° und damit ist die Behauptung
gezeigt.

7.1.3 Ubungsaufgabe 2.25
Es sei ¢ : P2 — P2 die rationale Abbildung
¢ (xo,x1,22) = (1/x0,1/21,1/22) = (122, T0Z2, ToX1) (7.6)

Es sei I, C P? x P? der Graph von ¢. Was ist [I,] € A?(P? x P?)?
Beweis. Es sei A(P? x P?) = Z[a, 8]/(c?, %). Da dim I', = 2 folgt
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(] = coa® + c1af + ca8”

Man bestimmt die Koeffizienten ¢; durch Schnitte mit E; x Ej;, Produkten von
generischen linearen Teilr&umen. Zunéchst ist

co = [IL][E2 x Eo) = #{(p,q) € P* x {P} | ¢p(p) =q¢= P} =1

und
c2 = [[y][Bo x B2 = #{(p.q) € {P} x P’ | ¢ = 0(p) = p(P)} = 1
Es bleibt ¢; = [I,][E1 x Bi], wobei E1, Ef generische Geraden in P? sind. Wir

suchen also #{(p, q) € E1 x E| | o(p) = ¢} = #((F1) N EY).
Nun ist ¢(E;) eine Quadrik in P?, die durch die drei ausgezeichneten Punkte

Qo, Q1, Q2 € P? geht. Diese sind
Qo=(1:0:0), @=(0:1:0), Q2=(0:0:1).
Sind log, l1,12 C P? die drei ausgezeichneten Geraden
zo(lo) =0, z1(li) =0, z2(l2) =0

so wird lp auf Qo, l1 auf Q2 und l2 auf Q2 abgebildet. Die Schnittpunkte I; N E;
werden also auf Qo, @1, Q2 abgebildet. Gleiches gilt fiir [; N EY mit einer anderen
Geraden E7'. Die Quadriken ¢(FE1), p(E7') schneiden sich also in vier Punkten, drei
davon sind Qo, Q1,Q2, der vierte Q' ist das Bild von P = E1 N EY.

Es ist also ¢(E1) eine Quadrik in P?, die sich mit einem generischen E} in zwei
Punkten schneidet. Damit ist ¢; = 2.

7.1.4 Ubungsaufgabe 2.26

Es sei 0 : P? x P2 — P® die Segre-Abbildung. Finde die Klasse des Graphen
I, von o in A(P? x P? x P8)!

Beweis. Es sei A(P? x P? x P®) = Z|a, 8,7]/(c®, 8%,+°). Die Dimension von I,
ist 4, also die Kodimension 4 + 8 — 4 = 8.

Es ist deshalb o
(o] = Z cijwa ByF (7.7)
itj+k=8
i<2,j<2,
k<8

Es ist dann (wieder steht F; fiir einen generischen Teilraum der Dimension 1):

Ci,j,k = deg[Fg][Ei X Ej X Ek] =
= dego.[Ei x Ej|[Ex] = degy, 4)[Ei x Ej][0" Ex] =

i 9—i _ 8 —k 48— ki
—d 2—i p2—j 8—k —d 2 n2—j4+8—k—1 _
€8zia,p @ B (a+pB) €87[a, 8] P B

= degyp, g (8 ; k) o’p? = (8 ; k) = (8 ; k) (7.8)
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7.1.5 Ubungsaufgabe 2.27

Es sei s : P2 x P2 — P?* die rationale Abbildung, die (p,q) € P? x P? die
Gerade pq zuordnet. Finde die Klasse des Graphen Iy in A(P? x P? x P2*)!

Beweis. Es sei A(P? x P?> xP**) = Z[a, 8,7]/(c?, %,7%). Es ist dim I = 4, also
Kodimension gleich 6 — 4 = 2. Man hat also

[I] = Z cigna Bk (7.9)
itjtk=2
i<2,7<2,k<2
Durch Schnitte mit E; x E; x Ej ermitteln wir:
Cijk = [FSHEZ X Ej X Ek} = #(S(Ez X Ej) N Ek) (710)

Wir diskutieren die einzelnen Fille getrennt:

a) Es sei k = 2,i = 0,j = 0: Zwei Punkte P,Q € P? werden auf eine beliebige
Gerade P, Q in P** abgebiltet. Ergebnis: co o2 = 1.

b) Es sei k = 1,4 = 0,5 = 1: Ej ist eine Gerade in P?*, also ein Biischel von
Geraden in P? mit Biischelpunkt R. E; = P ein Punkt in P?, E; ist eine Gerade
in P2. Wie viele Punkte (P,Q) € P x E; werden auf eine Gerade des Biischels
abgebildet? Genau ein Paar (P, Q) wobei Q der Schnitt von E; mit PR ist.

Es ist also ¢p,1,1 = ¢1,0,1 = 1.

c) Es sei k = 0,5 = 2,5 = 0: Wie viele (P,Q) € P? x Q werden auf eine feste
generische Gerade [ in P? abgebildet? Keine, wenn @Q nicht auf [ liegt, was der
generische Zustand ist. Also ¢2,0,0 = co,2,0 = 0.

d) Essei k =0,i=1,j = 1: Wie viele (P,Q) € E; x E; mit E;, E; generischen
Geraden in P? werden auf eine generische Gerade [ in P? abgebildet? Genau ein Paar
(P,Q), ndmlich P=INE; und Q =1N Ej.

Also ist ¢1,1,0 = 1.

7.1.6 Ubungsaufgabe 2.28

Es sei X C P" eine Hyperfliche vom Grad d. Die Hyperfliche X sei aufler-
halb eines gewohnlichen Doppelpunktes P € X glatt. (Es sei also TpX, der
Tangentialkegel von X bei P, eine glatte Quadrik).

Es bezeichne X* C P™* die duale Hyperfliche. Was ist der Grad von X*7
(Antwort: d(d — 1)"~! — 2).

Beweis. Es sei f(Xo,...,X,) = 0 die Gleichung der Hyperfliche X, ein homo-
genes Polynom vom Grad d.

Die rationale Abbildung G : X — P™* ist

G: X —P™ (7.11)

or .o

FRRE % Yo:...:Y,) = Zoieeim ) b et Zoiem
(zo zn) = (Yo ) = (gx; l@orin) ax, |@orian)

(7.12)

Die Varietit G(X) = X* C P™ ist auch eine Hyperfliche. Thr Grad d’ ist die Anzahl
der Punkte beim Schnitt von G(X) mit n — 1 generischen Hyperebenen

H; =V(a}Yo + - +dlYy)
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im P"*.
Jede Hyperebene H; C P™ zieht sich iiber G* zuriick zu einer Hyperfldche
K; =G*H; CP" vom Grad d — 1:

. i Of -8

wobei a%, ...,a’, € k generisch gewihlte Konstanten aus dem Grundkérper k sind.

Wir nehmen nun an, daf§ der singuldre Punkt P von X gleich (1:0:...:0) ist.
Es hat dann f(Xo,...,X,) nach einer geeigneten projektiv—linearen Koordinaten-
transformation die Form

X§2XT 4+ X0TPX2 + g(Xo, ., Xan)

wobei der Grad von g in X1,..., X, grofer als 2 ist. Der Tangentialkegel von X bei
P ist also
V(zi +---+25) C Spec (k[z1, ..., 2n])

Einschub: Der Tangentialkegel von V(I) C Spec(A) bei m C A, maximales Ideal,

ist ja
Spec (Z(m’“ +1)/(m™ T 4 1))

r=0
Geht man von der Sequenz 0 — I — A — A/I — 0 und den unterliegenden
Filtrierungen m" NI, m", m" 4+ I /I aus, so folgt aus
0—-gr,l—gr,A—gr,(A/I)—0
daB
m"+ 1)/ 4+ 1) = m"/m™)/(m" NI+ m ) /m

Nebenbemerkung: Man verwende die Identitdten

(a+b)/b=a/(anb)
und
M N +m™ =m" N4+ 1)

Es ist also

ToV(I)=V(gr, ) =V{fa=Ff+w"" | felnm’, f¢m'}) C Spec(gr, A)

Es steht hier f;, fiir den homogenen Anteil vom kleinsten Grad von f beziiglich der
Filtrierung m" von A.

In unserem Beispiel ist A = k[z1,...,2,] und V(m) = P = (0,...,0). Fir TpX
ist dann I = f(1,21,...,2.)A und grp I = (23 + --- + 22).

Fiir die Tangentialkegel der K; = G*H; bei P gilt wegen

n

Zc’)X

und
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of d—3 /-2 2 dg
%, = (d—2)X§ (X7 + -+ X2) + 5Xs (7.13)
of _ d—2 dg
ax = XXX+ 5 (7.14)
daB ) v
TpK; = V(2(a]z1 + -+ alx,)) C Spec (k[z1,. .., xn])
(Man setze Xo = 1 und X; = x; in dem homogenen Polynom » " , Z;}; und

behalte nur den in x1,...,2z, homogenen Anteil niedrigsten Grades, also hier den
linearen Anteil).

Man erkennt, dafl bei generischer Wahl der a{ die Tangentialkegel TpX und
TpK; sich nur in P treffen, also projektiv disjunkt sind.

Weiterhin ist multp K; = 1 und nach Voraussetzung multp X = 2. Da die Tan-
gentialkegel projektiv disjunkt sind, ist (Proposition 1.29 von [3264 and all that]):

deg(K1 -NK,— 1ﬁX)p— multh H multpK =2

Die Hyperflichen K7, ..., K,—1 schneiden X also in d(d—1)"""' Punkten, zu denen
immer P gehort, dort ist die Schnittmultiplizitdt gleich 2.

Der Punkt P gehort aber nicht zum Definitionsbereich von G, da dort alle 887){1-
verschwinden. Daher ist dieser Punkt aus der Z&hlung auszunehmen und es ergibt
sich schlieBlich fiir den Grad von G(X):

d=dd-1)""-2

7.1.7 Ubungsaufgabe 2.29

Es sei X C P" eine Untervarietit der Dimension k und vom Grad d. Weiter
sei P € X der einzige singuldre Punkt von X und es sei m = multp X die
Multiplizitdt von X in P, also der Grad des Tangentialkegels TpX.

Die Projektion 7p : P* — P — P"! induziere eine birationale Abbildung
7p: X—P— X'=7p(X — P). Was ist der Grad von X'? (Antwort: d —m).

Beweis. Zunichst tiberlegen wir uns, dafl fir ¥ < n — 1 die Abbildung np :
X — P — P* ! im Allgemeinen injektiv ist, also eine Birationalitit aufs Bild X’
induziert.
Es sei
& ={(R,S) € X x X | PRS ist eine Gerade}

Das Bild von € in X unter der ersten (oder zweiten) Projektion ist die Menge der
Q € X, fiir die 75" (7p(Q)) aus mehr als einem Punkt besteht.
Die Bedingung ,, PRS ist eine Gerade“ entspricht der Bedingung, dafl die Matrix

Po - Pn
To * Tn
S0 - Sn

Rang 2 hat, also alle 3 x 3-Minoren verschwinden.
Dies entspricht n — 1 unabhingigen Bedingungen fiir eine 2k—dimensionale Va-
rietdt. Damit dim @ > k ist, muf} also 2k — (n — 1) > k gelten, also k > n — 1 sein.
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Somit ist fiir k < n — 1 das Bild von @ in X (unter der ersten oder zweiten Projek-
tion) generisch stets eine echte Teilmenge und damit 7p : X — P — X’ generisch
birational.

Die Abbildung 7p : P* — P — P™! induziert eine Abbildung #p : B — P"7!,
wobei B = Blp P" die Aufblasung von P" in P ist. Die Strikttransformierte von
X CP" sei X und man hat nach Proposition 2.14

[X] = (d—m)Ae + my (7.15)

in A(B) mit den dortigen Bezeichnungen.

Es ist #p(X) = 7np(X — P) = X'. Fiir den Grad von X' gilt

deg X' = deg(7ip.(X)NHy N---N Hy) (7.16)
wobei Hy, ..., Hy generische Hyperebenen in P"~! sind. Nach der Projektionsformel
gilt

Fp (X)) NH O -0 Hy = 7ps ([X] NFpHIN--- N fr;Hk) (7.17)

Nun ist aber ©p H; nichts anderes als y,—1 und somit
fl’;Hl n---N ﬁ';Hk = VYn—k

Nach Proposition 2.13 ist AgYn—k = Aktn—k—n = Ao, denn k+ (n — k) = n > n.
Weiter ist v yn—x = 0, denn k + (n — k) % n + 1. Beriicksichtigt man nun (7.15),
(7.16) und (7.17), so ergibt sich insgesamt deg X’ = d — m.

7.1.8 Ubungsaufgabe 2.31

Es sei fiir t # 0 die Abbildung A; : P" — P" gegeben durch
A(xo: ... xp) = (20 2 g c 2y oo tTay)

Weiter sei @ C Al x P" x P" der Abschlufl von

P° ={(t,p.q) [t # 0, A(p) = ¢}
Bestimme die Faser @;—¢ iiber ¢t = 0 und leite daraus die Formel fiir die Klasse
der Diagonalen [A(P")] in P" x P” ab!

Beweis. Es sei R = k[t] und S C S’ = R[zo,...,%r, Y0, -.,yr] der Unterring
der in den z; und den y; vom gleichen Grad homogenen Polynome. Weiterhin sei
S° = S[1/t] = Ss.

Ist p= (zo:...: @) und ¢ = (yo : ... : yr), so driickt sich die Bedingung
A¢(p) = ¢q durch das Verschwinden der 2 x 2-Minoren in

(ZE() try t2ZC2 s tTfr)
Yo Y1 Y2 -+ Yr
aus. Dies ergibt die Polynome

yjzit’ — yiz;t’ = Vi
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mit j > i. Dividieren wir durch ¢* entstehen die
yizi — Yz = i

Es sei I' = (vj;) C S das von den +;; erzeugte Ideal in S.

Wir zeigen, daB (S/I')(s,y,) fiir k,0 = 0,...,r immer ein Integritétsring ist.
Damit ist V(I') C proj (S) eine irreduzible Varietiit.

Fiir j > ¢ beginnen wir mit

Yiwi — ' i = i
dividieren durch xxy; und erhalten

Yi T -i¥i T i

Y Tk Y Tk TrYi
Wir setzen ¢ = k und erhalten mit der Nebenbedingung j > k:
Yi _ L5
Y Y1 Tk
Indem man mit v;; statt mit 7;; beginnt erhdlt man denselben Ausdruck fiir o
und j < k.
Wir kénnen also alle ?TZ mit j # k durch
sind dies alle Z{ und fiir k& £ [ ist mit j =

%i und Z—’; ausdriicken. Ist k = [, so

ok

1KYk T
Y Tk

1-t =0

Man rechnet aus, daf alle Erzeuger (vrs)r>s von I’ modulo den ot in Seay )
verschwinden, also das Ideal [ ézky” von den oy erzeugt wird.
Also ist fiir K =1 der Ring

(S/T)ary = RIEL, 2/ (aua) = R[]

Tk Y k

offensichtlich ein Integritdtsring.
Ebenso ist fiir k£ # [ der Ring

S/T Y oy = RIZL, Y1/ (ognr) = R[ZL, 22y (1 — 2R 2L
(S/T) zm) [xk yl]/(%m) [xk yl]/( ” xk)

ein Integrititsring. Damit ist V(I’) als integres Schema, also als Varietit, nachge-
wiesen, denn die Dy (zxy:) iiberdecken proj (.5).
Setzen wir I = I'S°, so ist V(I") = #°. Auf Dy (zry:) gilt

11 ! o]
I(ﬂ%yl) = [(ﬂ?kyz)s(ﬂfkyz)

Da I(/wkyz) prim in Sz, ) und ¢ ¢ ngkyl) ist Ié;kyl) prim in wakyz) und man hat

11 !
Ttz N Stapy) = Tz

Nun ist ° N Di(zpy) = V(I(,,,,)) ein integres Schema, da I, ) prim
in S, ,,)- Also ist auch @° selbst eine Varietit, denn die Dy (xxy:) liberdecken
proj (5°).



7.1 Kapitel 2 261

Das zu ¢° gehorige Ideal I° = I(9°) C S° ist also ein Primideal und man hat
I1° D I" sowie
o 1"
Ieww) = L@
denn I(, , ist das Primideal von #° N Dy (xxy:) und das gleiche gilt von 17, , .
Aus diesen Beziehungen konnen wir aber schon

IO — I//
schliefen. Wir nehmen dafiir eine irredundante Primérzerlegung
[”:Qlﬁ...le

und schlieen aus I¢, .y = I(, ), daB jedes Q; mit zxy; ¢ Q; gleich I° sein mu8.
Damit bleibt auler I° im Schnitt nur das irrelevante Ideal (zry:)w = S5, das aber
wegen S D I° D I" vernachlissigt werden kann.

Wie oben erwihnt ist auch V(I') C proj (S) eine irreduzible Varietéit und damit
I =1I(V(I') ein Primideal in S. Weiterhin ist I(z,,) = I, ,,)

Setzt man nun wieder eine irredundante Primérzerlegung an

I'=Q:n---NQ

und betrachtet die Lokalisierungen I('zky” = I(z,y,), 50 kann man ebenso wie oben
erschliefen, dafl jedes @Q; mit zxy; ¢ Q; gleich I ist. Also ist, wie oben gefolgert,
auch I' = I.

Fiir das Primideal J = I(®) gilt die Beziehung I NS = J. Es ist dann Ji,, ,,) =
1 (’Zk y,) und mit einer erneuten Betrachtung einer irredundanten Primérzerlegung

J=Q1N---NQy
erschlieft man J = I'. Die Varietét ¢ hat also als Ideal I($) =1I' = I.

7.1.9 Ubungsaufgabe 2.32

Es sei
U ={(p,q,7) € P*" x P* x P" | p, ¢, kollinear in P"}

Bemerkung: Die Menge ¥ enthilt alle Diagonalen.

a) Zeige: ¥ ist eine abgeschlossene Untervarietéit in P* x P™ x P™ von der
Kodimension n — 1.
b) Finde die Klasse
Y =[0] € AV HP" x P x P")

mit der Methode der unbestimmten Koeffizienten.

Beweis. a) Legt man zwei Punkte p, ¢ € P™ beliebig fest, so liegen die mdglichen
r € P" mit p,q,r kollinear auf einer eindimensionalen Geraden durch p,q. Also
ist die Dimension von ¥ gleich n +n + 1 = 2n 4+ 1 und die Kodimension gleich
3n—(2n+1)=n-—1

b) Mit A((B")®) = Za, B,7]/ (@™, A1, 47 +1) st



262 7 Ubungsaufgaben aus ,3264 and all that®

W= > cigka’fA
i+j+k=n—1
Esist ¢; ;0 = YN (E; X Ej x Ey) mit allgemeinen linearen Teilrdumen E;, E;, Ej, der
Dimensionen 4, j, k. Man sucht also kollineare p, ¢, mit p € F;, ¢ € E; und r € E}.
Also mit r im Schnitt aller Geraden durch p, ¢ mit E,. Es seien V;,V;,V, C V die
zugehorigen linearen Unterrdume fir P* = P(V) und dimV =n + 1.

Esist dann dimV; =¢4+ 1, dimV; =574+ 1unddimVy =k+1undi+ 1+ 5+
14+ k+1=n+2. Insbesondere ist dim(V; + V;) < n+ 1. Man kann also E; und E;
so withlen, dafl V; NV; = (0) und dim(V; + V;) =i+ 1+ j + 1 ist. Der Vektorraum
Vi + Vj entspricht den Geraden durch p € E; und ¢ € E;. Der allgemeinste Schnitt
mit Ej entspricht dem allgemeinsten Schnitt von V; + V; mit V4. Er hat also die
Dimension dim(V; +V;) +dimVy —dimV =i+ 14+j+14+k+1—-(n+1)=1im
affinen Urbild. Damit entspricht er also affin einem eindimensionalen Teilraum von
V oder projektiv einem einzigen, genau bestimmten Punkt. Also ist ¢; ;% = 1 fiir
allei+j+k=n—1.

7.1.10 Ubungsaufgabe 2.33

Es seien (Fo,...,F,) und (Go,...,G,) zwei allgemeine (r + 1)-Tupel von
homogenen Polynomen in r + 1 Verénderlichen mit den jeweiligen Graden d
und e.

Sie definieren zwei reguldre Abbildungen f : P* — P" und g : P" — P”
durch

flxo:...:xp) = (Fo(z) : ... Fr.(x))
und
gxo:...ixp) = (Go(x) :...: Gp(x)).
Fiir wieviele Punkte x = (z¢ : ... : x,) ist f(z) = g(x)?
Beweis. Es sei A(P" x P") = Z[w, 8]/(a” 1!, 37T1). Es ist dann
Ff —_ Zdlalﬂr—l
i=0
und .
r,=Y aig
3=0
Der Schnitt ergibt
Iy Ty = Z Z diejaiJrjﬂZT*(iJrj)
i=0 j=0
Isti+j <r soist 2r—(i+4) >rund 820D =0.Ist i +5 > r, so ist o'17 = 0.
Also ist i + 7 = r und man hat
Iy Ty= Y déeap
itj=r
Damit ist die Méchtigkeit von {z € P" | f(z) = g(z)} gleich
deg(Iy-Iy) = Y d'e

itj=r
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7.1.11 Ubungsaufgabe 2.34

Betrachte den Ort ¢ C (P?)* von 4-Tupeln kollinearer Punkte (p,q,r,s) in
P2,

Finde die Klasse ¢ = [@] € A?((P?)?) mit der Methode der unbestimmten
Koeflizienten.

Beweis Es sei A((P*)*) = Z[a, b, ¢, d]/(a® b3, ¢, d*) und

o
p= > crat’cd
itttk =2

Die Kodimension 2 ergibt sich aus der Tatsache, da} wir in ¥ zwei Punkte
(z.B. p,q) beliebig festlegen und die zwei anderen (also r,s) auf der Gerade durch
p, ¢ wandern lassen kénnen. Dies ergibt 2+2+1+1 = 6 als Zahl der Freiheitsgrade.

Wieder ist ¢; 5, die Méchtigkeit von ¥ N (E; x E; x E X E;) mit generischen
linearen Teilrdumen Ej;, E;, By, Fy C P? mit den Dimensionen 4, j, k ,l. Es geniigt
€1,1,0,0 und ¢2,0,0,0 zu bestimmen, die anderen ergeben sich aus der Symmetrie des
Problems unter Sy.

Seien also E; = F, und E; = E} zwei generische Geraden und Ey = Fp und
E; = E| zwei generische Punkte. Man zieht die Gerade durch r = Ey und s = E.
Ihre Schnitte mit E1 bzw. E} sind p bzw. ¢ und damit eindeutig bestimmt. Es ist
also C1,1,0,0 = 1.

Es bleibt ¢2,0,0,0 zu bestimmen: E; = P? und E;,E, E; = q,r, s drei generische
Punkte. Durch diese geht aber im allgemeinen keine Gerade. Also ist ¢2,0,0,0 = 0.

Insgesamt hat man also

¢ =ab+ ac+ ad + bc+ bd + cd.

7.1.12 Ubungsaufgabe 2.35

Mit @ C (P?)* wie in der vorigen Ubungsaufgabe bestimme die Klasse ¢ =
[®#] durch Anwendung des Ergebnisses von Ubungsaufgabe 2.32 auf den Ort
¥ C (P2)? von Tripeln kollinearer Punkte in P?:

Betrachte im einzelnen den Schnitt der Orte ¥ 53 bzw. W) 24 von 4-

Tupeln (p1, p2, P2, pa) mit (p1,p2,p3) bzw. (p1,p2, ps) kollinear.

Beweis. Wieder sei A((P?)*) = Z[a, b, c,d]/(a*, b, ¢, d*). Es ist dann die Kodi-
rpension von ¥y 2.3 und Wi 24 in (]P’2)3 gleich n — 1 =2 — 1 = 1. Man hat also nach
Ubungsaufgabe 2.32:

W123]=a+b+c (7.18)
Wi24]=a+b+d (7.19)

Das Produkt ist
[P1,2,3] - [W1,2,4] = a’® +2ab+ b% + ac+ be+ cd + ad + bd

Dieses Produkt enthilt aber auch alle Punkte (p,p,r,s), die in 1,23 und in ¥ 2 4,
aber nicht notwendig in ¥ liegen. Thre Klasse ist die Klasse der Diagonale ¢ in
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Z[a,b]/(a®,b*), also gleich a® + ab + b*. Zieht man diesen Ausdruck oben ab, so
entsteht als Differenz wieder

@ =ab+ ac+ ad + bc+ bd + cd

wie in der vorigen Ubungsaufgabe.

7.1.13 Ubungsaufgabe 2.36

Es seien A, B und C : P? — P2 drei allgemeine Automorphismen von P2. Fiir
wieviele Punkte p € P? sind p, A(p), B(p) und C(p) kollinear?

Beweis. Es sei
I' = {(p, Ap, Bp,Cp) € (P*)* | p € P*}

Offensichtlich ist dim I" = 2, also codim I" = 6. Man hat also

y=[I= > cijraa't’ctd
itjtktl=6

Bis auf Symmetrien sind nur co,2,2,2 und c1,1,2,2 zu bestimmen. Wie {iblich geschieht
das durch Schnitte mit linearen Teilrdumen.
Zun#chst ist natiirlich I'N Ey X B> x Ey X E4 gleich (p, Ap, Bp, Cp) mit p = Ey,

a18060222:1.

18145

Weiterhin ist I' N E1 x E] x Es x E} gleich der Menge aller Punkte p auf der
Geraden Fi, fiir die Ap auf der Geraden EY, also p auf der Geraden A~'FE] liegt.
Damit ist p der eindeutige Punkt auf dem Schnitt £y NA™'E{ und auch ¢1,1,22 = 1.

Wir kénnen also schreiben

T=7+ 72
mit
" = @202 + 2B d? + 2L + B AED
und
Yo = abc’d? + ab’cd® + ab’c?d + a’bed? + abc?d + a*bcd
Man erkennt leicht, daf} fir ¢ = ab + ac + ad + be 4+ bd + cd aus den vorigen
Ubungsaufgaben gilt ¢ - v1 = 0 und ¢ - v2 = 6a?b*c*d?, indem in dem zweiten
Ausdruck jeder Term von ¢ seinen eindeutigen Partner in ~2 findet.
Es ist also die Anzahl der kollinearen p, Ap, Bp, C'p im allgemeinen gleich 6.

7.1.14 Aufblasung von P2 in einer Geraden L C P3

Es sei L C P? eine Gerade und X = Bl; P3 die Aufblasung von P? bei L.
Dann ist X der Abschlul @ der Inzidenzvarietét

° ={(p,q) EP*x L' |p¢ L,p€ (q,L)}

wobei L' fiir eine zu L windschiefe Gerade und (g, L) fiir die von ¢ und L
aufgespannte Ebene steht.
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Es sei o : @ = L' = P! die Projektion auf den zweiten Faktor. Dann
ist o ein Ebenenbiindel mit Faser isomorph zu P?. Man wihle eine Ebene
W C P3, die L nicht enthélt und eine Gerade G C W. Nenne W die strikt-
Transformierte von W, entsprechend ist G = G. Weiter sei I vCr=L =P
eine aufsteigende Folge linearer Teilrdume mit dim I/ = i. Weiter sei I;4o =
oY) mit dim I; = .

Betrachte die 6 Teilmengen von X:

Is=X (7.20)
NW=W,I} (7.21)
I3NG =G IhnW (7.22)
NG = pt. (7.23)

Sie sind die Abschliisse einer affinen Zellenzerlegung von X in 6 affine Zellen
und von oben nach unten von den Dimensionen 3, 2, 1, 0.






8

Ubungsaufgaben aus Hartshorne ,,Algebraic
Geometry“

8.1 Kapitel III

8.1.1 Abschnitt 5
Ubungsaufgabe 5.5

Essei X =P, und 7 : Y C X ein abgeschlossenes Unterschema mit dimY =
q. Weiter sei Y ein vollstéindiger Durchschnitt (idealtheoretisch vollsténdiger
Durchschnitt, also I(Y) = (f1,..., fs) mit s+ ¢ =r).

Dann gilt

a) fir alle n € Z ist die Abbildung
H°(X,0x(n)) — H°(Y,0y(n))

surjektiv. (Die Abbildung stammt aus 0 — Jy — Opr — 7.0y — 0).
b) Y ist zusammenhéngend.
¢) Esist H(Y,Oy(n)) =0 fiir alle 0 < i < g und n € Z.
d) Bs ist pa(Y) = H(Y, Oy)

Ubungsaufgabe 5.6

Es sei Q = V(zy — 2w) die quadrische Fliiche im P$. Es ist dann @ = P! x P!
und Pic Q = PicP! x PicP! = Z x Z. Jedes Linienbiindel auf @ hat also einen
Typ O¢g(a,b) mit a,b € Z. Gleiches gilt dann auch wegen der Isomorphismen
fiir die Cartierdivisoren und ihre Klassen. Jede Klasse hat einen Typ (a,b).
Insbesondere ist Og(n) = Og(n,n).
Man hat die exakte Sequenz

0= Opa(—2) L Ops — 1,0 — 0

mit f = zy — zw. Aus ihr folgt sofort H*(Q, Og(n,n)) =0
Es gilt nun
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Es ist H'(Q, 0g(a,b)) = 0 fiir |a — b|< 1.

Es ist H'(Q, 0g(a,b)) = 0 fiir a,b < 0.

Es ist H'(Q, O¢g(a,0) # 0 fiir a < —2.

Wenn Y eine (a,b) Kurve in @ ist, mit a,b > 0, dann ist Y zusam-
menhéngend.

2. Sei k algebraisch abgeschlossen und a,b > 0. Dann existiert eine nicht-
singuldire Kurve Y C @, die effektiver Cartierdivisor vom Typ (a,b)
ist.

3. Eine irreduzible nichtsingulire Kurve Y vom Typ (a, b) auf @ ist genau
dann projektiv normal, wenn |a — b|< 1 ist.

Insbesondere ist z.B. Y vom Typ (1,3) nichtsingulér in @ und P? aber
nicht projektiv normal.
c) Es sei Y ein lokal prinzipales Unterschema vom Typ (a,b). Dann ist

=W N =

pa(Y)=ab—a—-0b+1

Beweis.
a) 1. Fiir a =b=n ist H'(Q,0g(n,n)) = 0 wie oben schon bemerkt.
Es ist exakt
0—=>0p(—2) = 0p—=0g—0 (8.1)

also auch
0— 0p(d—2) = Op(d) = Og(d) = 0 (8.2)

und wegen H'(P,0p(d —2)) = 0 auch
0— H(P,0p(d—2)) = H°(P,0p(d)) = H*(Q,00(d,d)) =0  (8.3)

Daraus bestimmen wir allgemein H°(Q, O¢(d, d)).
Weiter ist exakt

0— 0g(—-1,0) = Og = Opr = 0 (8.4)
und deshalb
0— 0g(a—1,a) = 0g(a,a) = Opi(a) = 0 (8.5)
Tensorieren dieser letzten Sequenz mit — ® Og (0, —1) ergibt
0—0g(a—1,a—1) = O0ga,a—1) = Opri(a—1) = 0 (8.6)
Da H'(Q,0¢(d,d)) = 0 ist auch exakt
0— H°(Q,00(a—1,a—1)) = H(Q,0¢0(a,a — 1)) —
— H'(P', Op1(a—1)) =0 (8.7)

Da wir H%(Q,0g(a — 1,a — 1)) nach obigem schon kennen, kennen wir auch
H°(Q,0¢g(a,a —1)). Nun benutzen wir die lange exakte Sequenz zu (8.5):
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0— H°(Q, Ogla—1,a)) — HO(Q,OQ(a,a)) — H(P', Op1(a)) —
— Hl(Q,OQ(a —1,a)) — HI(Q,OQ(a,a)) =0 (8.8)

Alle Terme aufier H'(Q, Og(a—1,a)) sind bekannt, der letztere kann also aus
diesen erschlossen werden.
Es ist H(Q,0g(a — 1,a)) = 0 wie eine Berechnung mit Maple zeigt.
a) 2. Es ist
0— 0g(—¢,0) = Og — Hoﬂm -0
q

also
0= Og(—d — q,—d) = Og(—d, —d) = [[ Op1 (—d) = 0
q

Wegen HO(P',0p:(—d)) = 0 und HY(Q,0¢(—d,—d)) = 0 ist auch
HY(Og(~d — g, —d)) = 0.

a) 3. Es ist
0— 0g(—a,0) = 0g — HOIP“ —0

Es folgt:

k=HQ,0q) = k* = [[H(P', 0p) — H'(Q,0q(—a,0)) = H'(Q,0q) =0

fir a > 2 muB H(Q, Og(—a,0)) # 0 sein.

b) 1. Betrachte
0— 0g(—a,—b) - Og — Oy — 0
Man hat
HY(Q,0q) = H°(Y,0y) = H'(Q, 0g(—a, —b))
Der H'-Term verschwindet und H°(Q, 0g) = k. Also H(Y, Oy) = k.
b) 2. Betrachte (a,b > 0)

Q3P xP' - P* x P’ —» PYtett = p

Die zweite Abbildung ist ein Produkt von Veronese-Abbildungen von den
Graden a,b. Die dritte Abbildung ist die Segre—Abbildung. Nennt man ¢ das
Produkt aller Abbildungen (eine abgeschlossene Immersion), so ist ¢*Op(1) =
Og(a,b) und es sei ¢(Q) = W C P. Nach dem Satz von Bertini ist ein
generischer Hyperebenen-Schnitt H N W nicht—singuldr. Es ist dann Y =
d"HHNW) = V(¢*(s)) mit s € Op(1)(P) und ¢*(s) € Og(a,b)(Q) eine
nichtsinguléire Kurve in @ vom Typ (a,b).
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b) 3. Q ist vollstdndiger Durchschnitt im P§. Also ist HO(P?, Ops(d)) —
H°(Q,0¢(d)) — 0 surjektiv fiir alle d.
Betrachte jetzt die exakte Sequenz

0— 0g(—a,—b) - Og — Oy — 0
mit a,b > 0. Tensorieren mit Og(d) liefert:
0= Oo(d — a,d — b) = Oo(d) — Oy (d) — 0
Man hat die Sequenz
0= Og(d—a,d—b)(Q) = 0g(d)(Q) = Oy (d)(Y) = H(Q, Og(d—a,d—1))

Also ist H(Q,0q(d)) — H°(Y,0y(d)) — 0 genau dann surjektiv wenn
HY(Q,00(d — a,d — b)) = 0. Das ist fiir | — b|< 1 jedenfalls richtig. Also
ist weiter HO(P3, Ops(d)) — H°(Y, Oy (d)) — 0 surjektiv und damit Y pro-
jektiv normal im P3.

Umgekehrt sei 0BAA a = b+ s mit s > 2. Dann ist H(Q, O (d—a,d—b))
fiir d = b gleich H*(Q,Og(—s,0)) # 0. Also Surjektivitiit rechts (dquivalent
zu projektiver Normalitédt) nur fiir |a — b|< 1.

¢) Man hat die exakte Sequenz
0— O0g(—a,—b) - Og — Oy — 0

Aus ihr folgt mit
dim X

X(X.F) = Y (~1)"H"(X,9)

v=0
daB
X(Y7 OY) = X(Qv OQ) - X(Qa OQ(_av _b))
Aus der Sequenz (P = P3):
0—=>0p(—2) = 0p—=0g—0

folgt
X(Qa OQ) = X(Pv OP) - X(Pa OP(72))

sowie nach tensorieren mit O p(d):
X(Q,0¢q(d, d)) = x(P,0p(d)) — x(P,0p(d - 2))

Man hat die Sequenz (es ist V(0q(—¢,0)) =[], P})

0— 0¢g(—q,0) = O¢g —>H(‘)p1 -0
q
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Tensorieren mit Og(—d, —d) liefert

0= 0g(—q —d, —d) = Og(—d, —d) = [[ Op1 (—d) — 0
q

Essei —¢q —d= —a, —d = —b, also g =a—bund d = b (0BdA a > b): Also
ist
X(Q, 0q(~a, =b)) = x(Q, 0g(=b, =b)) — (a = b)x(P', O (b))
Man verwende nun x(P", Opr(d)) = (dtr) fiir d > 0 und x(P", Opr(d)) =
(-1 (_(d+7'r+1)+r) fiir d < —r — 1 und 0 sonst.
Dann ergibt sich (=1)(x(Y, 0y ) —1) = po(Y) = ab—a—b+1 fiir alle a, b.

8.2 Kapitel IV

8.2.1 Abschnitt 1
Ubungsaufgabe 1.1

Es sei X eine Kurve und P € X ein Punkt. Dann existiert eine nichtkonstante
rationale Funktion f € K(X) die iiberall regulér, aufier in P, ist.

Beweis. Setze D = nP. Dann ist [(nP) — (K —nP) =n+1—g. Fir n >
deg K = 2g — 2 ist dim H°(X,Ox(nP)) = I(nP) = n + 1 — g Die globalen Schnitte
H°(X,0x(nP)) entsprechen den rationalen Funktionen f € K(X) mit (f) +nP >
0, also Funktionen mit Pol héchstens bei P. Da dim H°(X, Ox(nP)) mit n linear
wichst, gibt es fiir ein n >> 0 eine Funktion f mit (f)+nP > 0 aber (f)+(n—1)P #
0. Diese hat einen Pol der genauen Ordnung n bei P.

Ubungsaufgabe 1.2

Es sei wieder X eine Kurve und Pi,..., P, € X Punkte. Dann gibt es eine
rationale Funktion f € K(X) mit Polen in P; und iiberall sonst regulér.

Beweis. Betrachte die Sequenz von Divisoren D = n(Py +---+ P.). Fiir n > 0
ist V; = HY(X,0x(nPi+- - -4+ (n—1)P;+- - -+nP.)) ein echter Untervektorraum von
V = HX,0x(nPi +---+nP.)). Da der Grundkérper k algebraisch abgeschlossen
ist, ist V' nicht die Vereinigung der V; und es gibt ein (f) + n(P1 +---+ P.) > 0, so
daf8 (f) nicht zu einem V; gehort, also (f) an jedem Punkt P; von der Ordnung n
ist.
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Ubungsaufgabe 1.3

Es sei X ein ganzes, separiertes, regulédres, eindimensionales Schema vom end-
lichen Typ iiber k, das nicht eigentlich iiber k ist.

Dann ist X affin.

[Hinweis: Bette X in eine eigentliche Kurve X iiber k ein und benutze
Ubungsaufgabe 1.2 um einen Morphismus f : X — P! zu konstruieren, so dafl
FHAY) = X ist.]

Beweis. Es sei K = K (X) der Funktionenkérper von X und ¢ € K, transzendent
iiber k. Weiter sei B der ganze Abschluff von k[t] in K und B’ der ganze Abschlufl
von k[t™'] in K.

Es verkleben B und B’ entlang von B; = B}, iiber k[t,t™'] zu einer Kurve X
itber Y = PP}, seinerseits die Verklebung von k[t] und k[t™'] entlang k[t,t™!]. Es ist
Xo endlich iiber Y und damit eine nichtsingulére, eigentliche Kurve.

Ist U = Spec(C) C X mit vy(t) > 0 fiir alle z € U, so ist t € C =, Cy
wobei der Schnitt iiber alle Primideale p C C der Hohe 1, also alle maximalen
Ideale lduft. Nun ist B ganz iiber k[t], also wegen ¢ € C' auch ganz iiber C, und weil
C ganzabgeschlossen in K ist, auch B C C. Damit haben wir einen Morphismus
Spec (C) — Spec (B) — Xo.

Der Morphismus Spec (C') — Spec (B) induziert eine Injektion B, C Cy, wenn
p = qN B. Damit ist By, < Cy beziiglich der Dominierungsrelation fiir lokale Ringe
in K. Es ist aber By selbst ein (diskreter) Bewertungsring und darum maximal fiir
diese Relation. Also B, = Cj.

Damit gilt allgemein: Ist g : X — X, festgelegt durch B C C sowie analog
B' C (' fir t7' € C" und ist g* : Oxy,42) — Ox,as 50 i5t Ox.0 = Oxg g(x)- Also
ist g eine injektive Abbildung, lokal eine offene Immersion, also letztlich eine offene
Einbettung.

Es ist auch ¢(X) = Xo — {P1,...,Pr}. Wihlt man eine rationale Funktion
f € K(Xo) mit Polen genau in den Pi,..., P, so definiert diese eine endliche
Uberlagerung f : Xo — PL mit f~'(c0) = Pi,...,P.. Es ist also f~'(A}) =
Xo—{P1,...,P-} =X, also X affin.

Ubungsaufgabe 1.4

Zeige, daf ein separiertes, eindimensionales Schema vom endlichen Typ iiber
k, daf} keine i{reduzible Komponente hat, die eigentlich iiber k ist, affin ist.
[Hinweis: Ubungsaufgabe 1.3, zusammen mit ITI, Ex. 3.1, Ex 3.2, Ex. 4.2]

Wir zeigen zunéchst ein Lemma

Lemma 8.2.1. Fs sei f : X' — X eine universell abgeschlossene, surjektive
Abbildung von S-Schemata und Z/S eine drittes S-Schema. Ist dannp’ : Y’ =
X' xXgZ — Z eine abgeschlossene Abbildung, so ist auchp:Y = X xgZ — Z
eine abgeschlossene Abbildung.

Ist also X' universell abgeschlossen, so auch X .
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Beweis. Es ist die Basiserweiterung f' : Y’ — Y von f, eine abgeschlossene und
surjektive Abbildung.

Ist A C Y ecine abgeschlossene Menge, so ist A = f'((f))"'(A)) = f'(4) das
Bild einer solchen unter f'. Wegen p’ = po f’ ist p'(A’) = p(A), also p(A) eine
abgeschlossene Menge in Z.

Nun zum Hauptteil des Beweises

Beweis. Es sei X/k ein Schema wie in den Voraussetzungen genannt. Eine
irreduzible Komponente Z C X sei durch eine Idealgarbe Jz C Ox gegeben und
man hat eine abgeschlossene Immersion Zyeq < Z. Sind Z1, ..., Z, die so gegebenen
irreduziblen Komponenten von X, so sind die (Z;)req die irreduziblen Komponenten
von Xred. Ist Zrea/k eigentlich, so ist auch Z/k eigentlich.

Dies erkennt man wie folgt: Zunéchst einmal sind Z wegen Z — X und Zyeq — Z
separierte Schemata iiber k. Da Zy.qa — Z eine surjektive, universell abgeschlossene
Abbildung ist, folgt nach dem Lemma, dal Z/k universell abgeschlossen ist, wenn
Zred €s ist. Also kann Z,eq nicht eigentlich sein.

Also kénnen wir annehmen, da8 alle (Z;)rea keine eigentlichen Schemata sind,
also alle irreduziblen Komponenten von X;eq jeweils nicht eigentlich. Nun ist X affin
genau dann, wenn Xyeq €s ist.

Weiterhin ist X,eq genau dann affin, wenn jede irreduzible Komponente affin ist.
Sei Y C Xyed eine solche und Y’ — Y die Normalisierung von Y in K(Y). Es ist
dann Y’ — Y eine endliche, surjektive Abbildung und Y ist affin, wenn Y affin ist.
Da Y’ normal, ist es sogar ein Schema im Sinne der Ubungsaufgabe 1.3, also ganz,
separiert, reguliir, eindimensional vom endlichen Typ iiber k. Wire Y’ auch nicht
eigentlich, wiirde aus der Ubungsaufgabe 1.3 folgen, dal Y’ affin.

Wiire aber Y'/k eigentlich, so auch Y/k, denn nach dem Lemma (die Abbildung
Y’ — Y ist surjektiv und universell abgeschlossen, weil endlich) wére Y/k universell
abgeschlossen. Also ist Y’ nicht eigentlich

Ubungsaufgabe 1.5

Fiir einen effektiven Divisor D auf einer Kurve X vom Geschlecht g, zeige,
dafl dim|D|< deg D.
Uberdies herrscht Gleichheit nur fiir D = 0 oder g = 0.

Beweis. Es gilt
(D)~ (K —D)=degD+1—g
1.Ist g = 0, so ist X = Pj und K = Ox(—2), also deg(K — D) < —2 wegen D > 0,
also (K — D) = 0. Es ist also I(D) = deg D + 1, also dim|D|= (D) — 1 = deg D.
2. Weiterhin ist generell (K — D) < I(K) = g, also (D) < degD+1—g+g =
deg D + 1 und somit dim|D|=1(D) — 1 < deg D.
3.Ist D=0,s0ist (D) —I(K)=1(D)—g=degD+1—g. Also (D) = deg D + 1.

Ubungsaufgabe 1.6

Es sei X eine Kurve vom Geschlecht g. Dann gibt es einen endlichen Morphis-
mus f: X — P! vom Grad < g+ 1.
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(Beachte, daf der Grad eines endlichen Morphismus von Kurven f : X —
Y der Grad der Korpererweiterung [K(X) : K(Y)] ist.)

Beweis. Setze D = (g+ 1) P fiir einen beliebigen abgeschlossenen Punkt P € X.
Es ist dann

I(D)=degD+1—g+1(K—-D)>g+1+1—g+I(K—D)

Wegen I[(K — D) > 0 ist (D) > 2. Es gibt also eine nichtkonstante Funktion f €
K(X) mit (f)+ (g+1)P > 0, also eine rationale Funktion mit héchstens einem Pol
der Ordnung g+ 1 bei P. Fasst man f als Abbildung f : X — P}, auf, so ist f~*(0c0)
ein Unterschema von X vom Grad d < g + 1, also nach allgemeinen Sétzen iiber
den Grad von Uberlagerungsabbildungen von Kurven (oder Dedekindringen), auch
deg f < g+ 1. (Man hétte auch D = Py + - -+ 4+ P41 mit (g + 1) verschiedenen P;
nehmen kénnen.)

Ubungsaufgabe 1.7

Eine Kurve X heift hyperelliptisch, wenn g > 2 ist und ein endlicher Mor-
phismus f : X — P! vom Grad 2 existiert.

a) Wenn X eine Kurve vom Geschlecht g = 2 ist, zeige, dafl der kanonische
Divisor ein vollstéindiges Linearsystem | K| vom Grad 2 und mit Dimension
1 definiert, das frei von Basispunkten ist.
Benutze (II, 7.8.1), um zu schlieffen, da§ X hyperelliptisch ist.

b) Zeige, dafl die in (1.1.1) konstruierten Kurven alle einen Morphismus vom
Grad 2 nach P! gestatten. Also existieren hyperelliptische Kurve mit jedem
Geschlecht g > 2.

Notiz: Wir werden spiiter (Ex. 3.2) sehen, daff nicht-hyperelliptische Kur-
ven existieren.

Beweis. (a) Es ist deg K = 2g — 2 = 2 und [(K) — [(0) = deg K — 1 sowie
I[(K—P)—I(P) = deg K —2 fiir einen abgeschlossenen Punkt P € X. Nun ist [(0) =1
(es ist H°(X,0x) = k). Ebenso ist [(P) = 1, denn ein nichtkonstantes Element f €
K (X) mit genau einem Pol der Ordnung 1 bei P wiirde einen Isomorphismus X = Py
induzieren. Also ist das Linearsystem |K| von der Dimension 1 und induziert einen
itberall definierten Morphismus f : X — P}. Sein Grad ist gleich deg f*Op1(1) =
deg K = 2.

(b) Es sei Q = P}, x;, P}, eine algebraische Fliche. Es ist Pic Q = PicP} xPicP} =
Z x Z und es besteht aus

OQ((I, b) = pI O]P’1 (a) ®OQ p;o]pk (b)
Die Schnittpaarung ist fiir C = Og(a,b) und D = Og(a’,b’) gleich
C.D=ab' +adb.

Die Divisoren Og(a, b) fiir a,b > 0 sind sehr ampel und effektiv und haben nichtsin-
gulidre Kurven Cq, C @ als Reprisentanten. (Man bette @ mit piOp1 (a) ® p30p1 (b)
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in PNe x;, PNo s PMab ein, wobei auf die beiden Faktoren zuerst die Veroneseab-
bildungen v, und v, angewandt werden, und dann eine Segre-Abbildung folgt).

Es sei nun D eine Kurve in @ vom Typ (g + 1,2). Wir benutzen die Adjunkti-
onsformel

29(D)—2=D.(Kqg + D)
Nun ist
wo = plwpr @ prwp = Og(—2, —2),

denn wp1 = Op1 (—2).

Also ist

D.(Kq + D) = 0q(g+1,2).0q(g — 1,0) = 2g — 2
Damit ist g(D) = g. Es bleibt noch ein Divisor auf D zu finden, der einen hyper-
elliptischen Morphismus nach P! induziert. Wahle E = p{Opi (1) = 0o(1,0). Es
ist
deg(E®oy Op)=D.E=1-240-(9g+1)=2

nach allgemeinen Sitzen iiber das Schnittprodukt von Divisoren auf Fldchen und
mit der Schnittformel von oben.

Ubungsaufgabe 1.8

po einer singuldren Kurve.

Es sei X ein integres, projektives Schema mit Dimension 1 iiber k und X
seine Normalisierung.

Dann existiert eine exakte Garbensequenz auf X,

0—0x = f.03 — Z Op/Op—>0
Pex

wobei Op der ganze Abschlufl von Op ist. Fiir jedes P sei dp = len((‘)p/Op).

a) Zeige, daB po(X) = po(X) + > pex Op. [Hinweis: Nutze (III, Ex. 4.1) und
(I11, Ex. 5.3)]

b) Wenn p,(X) = 0, zeige, dal X schon nichtsingulir und in der Tat isomorph
zu P! ist.

¢) * Wenn P ein Knoten (node) oder eine gewdhnliche Spitze (cusp) ist, zeige,
dafl 6p =1 ist. [Hinweis: Zeige zuniichst, dafl dp nur von der analytischen
Isomorphieklasse der Singularitdt bei P abhéngt. Berechne dann dp fiir
Knoten und Spitze geeigneter ebener kubischer Kurven. In (V, 3.9.3) wird
eine weitere, andere Methode vorgestellt.]

Beweis. (¢) Essei A = Ox,; und B = (f«O%).. Dann ist B der ganze Abschlufl
von A in K = Q(A).

Weiter sei A die m4-adische Komplettierung von A und B=28B ®a A die ma B-
adische Komplettierung von B. Es ist B ®4 K = K, also B/A ®a4 K = 0, also
supp B/A = {ma}, also len B/A = r < 0.

Dann gilt



276 8 Ubungsaufgaben aus Hartshorne , Algebraic Geometry“

i) Esist len(B/A) = en(B/A).
ii) B hingt nur von A ab. Man kann also B aus A konstruieren, ohne B zu ver-
wenden.

i) ist leicht einzusehen: Man bilde eine Filtrierung von B in A-Moduln, B = Ny D
Ny D+ D Nyo1 2 N = A mit Ni/Nij1 = A/ma = ka = k. Es ist dann
r = len(B/A).
Exaktes Tensorieren mit — ®4 A liefert eine entsprechende Filtrierung B D) No D)
- D NT = A mit Ni/NiH = k und weist damit r = len E/A nach.

ii) Hier miissen wir in mehreren kleinen Schritten vorgehen.

1. Die maximalen Ideale m; C B, die mAB umfassen, also alle, entsprechen
1 — 1 den maximalen Idealen m; = sz von B. Dies ist ein allgemeine Tatsache fiir
adische-Komplettierungen eines noetherschen Rings.

Weiterhin ist

ko ket - ko k+1 - ko k41
wy /eyt ®p Ba, =mi/m{ T @5 B =m} /m;*

Also ist auch A
grﬁ’li Bﬁ“z = grmi Bmi = k[t]

Die letzte Gleichung folgt, weil By, ein DBR (diskreter Bewertungsring) ist. Er ist
namlich noethersch, integer, 1-dimensional und in seinem Quotientenkorper K nach
Konstruktion ganzabgeschlossen. Also ist er auch reguldr und man hat die letzte
Gleichheit. Umgekehrt folgt aus dieser Gleichheit mit dem ersten Ausdruck, daf
By, integer und regulér und eindimensional ist (es ist dim R = dim gr(R) = dim R
fiir adisch-komplettierte noethersche Ringe R). Also ist B.ﬁi auch ein DBR.
2. Da alle Em7 integer, enthélt B keine nilpotenten Elemente. (betrachte die Loka-
lisierungen von nll(B) an den m;).
3. Also hat auch A < B keine solchen. (beachte: Die Abbildung A — B, die aus
A C B durch exaktes — ®4 A hervorgeht, bewahrt néimlich die Injektivitit.)
4. Es seien p1, ..., ps die minimalen Primideale von A und qi, ..., q+ diejenigen von
B.

Dap; N---Nps = (0) (denn A hat keine nilpotenten Elemente), ist

Ay, = k(p:) = Q(A/p:) = Li
mit einem Korper L;. Ebenso ist
By, = k(a:) = Q(B/q:)

und g1 N---Nge = (0).

5. Da es kein t; C B, maximal, gibt, das zwei q;, q; umfasst (denn Bﬁ” ist ja integer),
gilt qi—l—q]‘:(l) firl<i<j<t

6. Es ist also nach dem chinesischen Restsatz und nach 4.

B:B/qlx-uxé/qt

7. Die Ringerweiterung B=B®aAD A ist eine ganze Ringerweiterung. Es wird
daher jedes maximale Ideal m; C B mit m; N A=m 4 auf das maximale Ideal von
A abgebildet.

Ebenso wird jedes q; mit q; N A immer auf ein p; abgebildet und niemals auf das
maximale Ideal m 4.
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8. Als Ring enthélt Bpi nach Konstruktion die Primideale q C B, fiir die N A C p;
gilt.

Da B = ), Ax;/s; = >, Axj/s mit x;,25,5;,s € A und s;,5 # 0, gibt es
Inklusionen A C B C 1/s A. Tensorieren mit — ®4 A liefert

(x) ACBC1/sA

Der Nichtnullteiler s € A bleibt Nichtnullteiler in A (beachte 0 — A -3 A und die
exakte Tensorierung mit — ®4 A).
Lokalisieren von (*) an p; liefert

(%) Am =1L; C Bpi c 1/5‘4% =L

also L; = k;(p:) = By,

9. Also ist Bp = L; schon ein Koérper und es gibt damit genau ein q; mit der
Eigenschaft q; N A = p;. Also ist s = ¢ und die Ideale p; von A und q; von B
entsprechen sich 1 — 1.

10. Da By, eine Lokalisierung von B,, = L; ist, ist sogar schon B, = L;.

11. Wir haben also Abbildungen

At—>1§1>17[(1§id:°fé a) H( — (B/aa) = e

12. Nennen wir B; den ganzen Abschlufl von A in L;, so ist

Bix---xBs=DB
gleich dem ganzen Abschlufl von Ain Ly x -+ x L.
13. Da B/ql auch ganz iiber A in L; ist B/ql C B; C L;. und es ist Q(BZ) = L,
denn Q(B/q B,, = L;.
14. Ist m; C B ein maximales Ideal, so auch By Om; =m; N Bi, denn B; ist ganz
iiber BZ
Wir haben also Morphismen (Inklusionen)

(Bi)a, = (Bi)a, — (Bi)w,

Ganz links und ganz rechts stehen diskrete Bewertungsringe im Korper L;, also hat
man sogar Gleichheit. R
15. Da jedes maximale m; gleich einem m; N B; ist, und nach 14.

(Bi)a, = (Bi)a,

gilt, ist B; = B; fl','lAl" alle 4, also B = B. A A
16. Damit ist B als ganzer Abschlu8 von A in [],(L; = Q(A/p:)) nachgewiesen.
Also ist B nur von A abhingig.

Ubungsaufgabe 1.9 *

Riemann-Roch fir singulire Kurven.
Es sei X ein integres projektives Schema mit Dimension 1 iiber k. Weiter
sei X;eg die Menge der reguléren Punkte von X.
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a) Es sei D = )" n;P; ein Divisor mit Support in X,eg, dafl heifit P; € Xyeq
fiir alle 4. Definiere deg D = > n;.
Es sei £L(D) die zugeordnete invertierbare Garbe auf X. Zeige, daf}

X(L(D)) =deg D+ 1 — p,.

b) Zeige, dafl jeder Cartier-Divisor auf X die Differenz zweier sehr ampler
Cartier-Divisoren ist. (Benutze (II, Ex. 7.5)).

c¢) SchlieBe daraus, daf jede invertierbare Garbe £ isomorph zu £(D) fiir
einen Divisor D mit Support in X,e, ist.

d) Nimm jetzt zusitzlich an, daB X ein lokal vollstindiger Durchschnitt in
einem projektiven Raum ist. Dann ist nach (III, 7.11) die dualisierende
Garbe w% eine invertierbare Garbe auf X. Damit kénnen wir einen kano-
nischen Divisor K als einen Divisor mit Support in X,., definieren, der zu
der Garbe w% als L(K) = w$ gehort.

Damit wird die Formel aus a) zu

I(D)—1l(K —D)=degD+1— p,.

Ubungsaufgabe 1.10

Es sei X ein integres projektives Schema der Dimension 1 iiber k, das ein lokal
vollsténdiger Durchschnitt ist und p, = 1 erfiillt. Es sei Py € X,z ein fest
gewahlter Punkt.

Imitiere (1.3.7), um zu zeigen, da§ die Abbildung P — L(P — P,) eine
1 —1-Korrespondenz zwischen den Punkten von X,¢; und den Elementen der
Gruppe Pic® X vermittelt. Dies verallgemeinert (II, 6.11.4) und (II, Ex. 6.7).

8.2.2 Abschnitt 2

Ubungsaufgabe 2.6

Es sei f: X — Y ein Morphismus von Kurven iiber k vom Grad n. Fiir einen
Divisor D = > n;P; auf X definieren wir den Divisor f.D = Y n;f(F;) auf
Y.

a) Es sei M ein Linienbiindel auf X, dann ist f.M ein Vektorbiindel auf Y
vom Rang n. Seine Determinante det f,M ist ein Linienbiindel auf Y.
Ist D ein Divisor auf X mit assoziiertem Linienbiindel £ (D), so gilt

det f,£L(D) = det f,Ox ® L(f.D)
Man benutze fiir den Beweis die kurze exakte Sequenz
0—L(-D)—>0x -0p—0

fiir einen effektiven Divisor D auf X.
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b) Der Divisor f,D hingt deshalb nur von der linearen Aquivalenzklasse ab,
man hat also eine Abbildung f, : Pic X — PicY. Die Komposition ist

fof* :PicY — PicY, L LO™
¢) Man hat die Beziehung
det f.2x = (det f.Ox) "' @ 29"

d) Ist die Abbildung f separabel (induziert eine separable Korpererweiterung
K(X)/K(Y)), und ist R der Verzweigungsdivisor von f und B = f, R der
Diskriminantendivisor, so ist

(det f,0x)* = L(—B)
Beweis. (a) Da Rfi— = 0 fiir i > 0, weil f affin, haben wir eine exakte Sequenz
0— f*OX(*D) — f*OX — f*OD — 0.

Ist U = Spec(A) C Y eine affine offene Teilmenge und = € U, so konnen wir die
obige Sequenz auf U und dann zuriickgezogen iiber A, betrachten, wobei wir p = z
setzen. Mit V = f~1(U) = Spec (B) C X schreiben wir jetzt A fiir den diskreten
Bewertungsring A, und B fiir By.

Es ist dann B/A eine Erweiterung von Dedekindringen, wobei B nur endlich
viele Primideale g1, ..., q- hat. Er ist daher ein Hauptidealring und es ist q; = (;)
mit m; € B geeignet.

Der effektive Divisor Ox (—D), eingeschrénkt auf B ist also reprisentiert durch
mp oo B mit m; > 0.

__ Da fiir eine Modulgarbe M mit einem B-Modul M, die Modulgarbe f, M gleich
AM ist, erhalten wir aus der obigen exakten Sequenz, die folgende Sequenz von
B-Moduln und A-Moduln:

0— (m"t--n- m'")B — B — B/(q7" - - ") =0

Nun ist det bB = Normpg|4 bA und det b1bo B = Normp|4(b1) Normpg| 4 (b2)A.

Es geniigt also nachzuweisen, dal Normpg| 4 (i) A = pA mit my = (p) ist.

Dies sieht man wie folgt: Zunéchst ist pB =7{! -+ - 75" mite1 + -+ e, =n
nach der bekannten efg-Beziehung. Weiterhin ist Normp|4(p) = p™ und somit, wenn
Normp|4(m;) = p”* auch

pt = NormB\A(Trfl) cee NormB|A(7rf7‘) = p”lel+"'+we’"

Es ist aber v; > 0, denn NormB‘A(m) kann keine Einheit in A sein, da sonst mit
T rant a4 Normp|a(7w) =0

auch 7 = m; wegen

(7" '+ 4 an—1)m = — Normp, 4 (T)

eine Einheit in B wire. Also folgt aus n =e1 +---+ e, und n = vie1 + -+ + vrer
und v; > 0, dafl v; = 1, was zu beweisen war.
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Wir kénnen also folgern
det(m{™ -+ -- A )B = p™ T T A ® (det B)

Wegen O, p = A/p™+ T A iiber A, also bei p, hat man dann iiber jedem p
und damit iiberhaupt die Sequenz

(%) (det fiOx)/(det fOx(—D)) = Oy, p @ (det f.Ox)

Weiterhin ist
0— Oy(—f*D) — Oy — Of*D — 0

Exaktes Tensorieren mit dem Linienbiindel det f.Ox liefert die Gleichungen
Of.p ® (det fxOx) = (det f.O0x)/((det frOx) ® Oy (—f« D))
Zusammen mit (x) ergibt sich die Gleichung
(det f.Ox)/(det f.Ox(—D)) = (det f-Ox)/((det frOx) ® Oy (—f. D))

also
det fLOx(—=D) = (det f.Ox) ® Oy (= f« D))

8.3 Kapitel V

8.3.1 Abschnitt 1
Ubungsaufgabe 1.2
Es sei X C P} eine Fliche im P™ und H der zugehorige sehr ample Divisor.

Es sei das Hilbertpolynom P(m) = x(X,0x(m)) mit Ox (1) = Ox(H).
Der Satz von Riemann—Roch fiir Flichen lautet

XX, 0x(D)) = 3D.(D = K) + 1+ pa(X) (5.9
mit pa(X) = (—1)*(x(X,0x) — 1)
Also ist
Pmn=XMQQﬂmD:%UMﬂ(mH—K3+1+pAX) (8.10)

Schreibt man 1
P(m) = §am2+bm+c (8.11)

so ist a = H.H (also auch deg X = a = H.H) und ¢ = 1 4 p,(X). Weiterhin
ist
1 1 1 1
b= —iH.K = —iH.(HwLK) + §H'H = §H.H— (m—1)=

1
=gHH-m+1 (812
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wo 7 das Geschlecht einer nichtsinguliren Kurve H' ~ H ist und durch die
Adjunktionsformel
2r —2=H.(H+K)

berechnet werden kann.

Es sei eine Kurve in X ein beliebiger effektiver Divisor von X. Nun sei C
eine beliebige Kurve in X. Dann ist deg C = C.H wobei deg C' der Grad von
C' als abgeschlossenes Unterschema von P} ist. Dieser ist gleich der Anzahl
der Schnittpunkte von C' mit einem generischen H' ~ H in P}. Diese Anzahl
ist aber gerade C.H. (Das generische H' wird so gewiihlt, dafl es transversal
zu jedem Primdivisor Y in C = Y nyY ist).

Ubungsaufgabe 1.3

Der arithmetische Genus p,(D) eines projektiven Schemas der Dimension 1
ist po (D) =1—x(D,0p).
(a) Fiir einen effektiven Divisor D auf einer Fliche X ist

2p.(D) —2 = D.(D + K) (8.13)
Esist 0 = Ox(—D) —» Ox — Op — 0, also mit Beachtung von x(D,0p) =
1 _pa(D)

= 5o(X) 4 1= (5DED = K +149()) =

_ %(p.(D +K))=1-pu(D) (8.14)

Also
D.(D+ K)=2p(D)—2 (8.15)
wie verlangt.
(b) Da fiir D" ~ D auch D'.(D" 4+ K) = D.(D + K) héngt p,(D) nur von
der linearen Aquivalenzklasse von D ab.
(c) Definiere fiir einen beliebigen Divisor p, (D) durch

2p(D) —2=D.(D+ K) (8.16)
Dann gilt
pa(_D) :D2_pa(D)+2 (8'17)
Es ist ja
p(~D) = 5(~D(~D + K)) +1 =

= (;(D.(D +K)) — 1> +2+4 D? = —pu(D)+2+ D> (8.18)
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Weiterhin ist
Pa(C + D) = pa(C) + pa(D)+C.D — 1 (8.19)
Es ist ja

2p,(C+D)—2=(C+D)(C+D+K)=
=(CC+K)+(D.D+K)+(C.D)+(D.C)=
=2p,(C) — 2+ 2p,(D) —2+2(C.D) (8.20)

Addieren von 2 und Division durch 2 ergibt die Behauptung.

Ubungsaufgabe 1.4

(a) Es sei X eine Fliche X C P3- vom Grad d. Die Fliche X enthalte eine
Gerade C' = P}. Dann gilt
C*=2-d (8.21)

Es ist g(C) = 0 also nach der Adjunktionsformel 2-0—2 = C.(C + K), also
C.C=-2-CK. Nunist wyp, = Ox(d—3—1) = Ox(d—4) = (d — 4)H
wobei H der sehr ample Divisor der Einbettung X C P%.

Also ist C.K = (d — 4)(C.H). Nach Aufgabe V, 1.2 ist C.H = degC = 1.
AlsoCK=d—-4alsoCC=-2-CK=2-—d.

(b) Es sei chark = 0. Dann existiert fiir jedes d > 1 eine nichtsingulére
Fliche X C P? vom Grad deg X = d, die die Gerade z = y = 0 enthilt.

Es seien z,y, z, w die Koordinaten in P3. Dann ist

X =V(z? -y + 24 —w?) (8.22)

eine nichtsingulire Fliche vom Grad d, die die Gerade L = V(z — y,z — w)
enthélt. Durch einen Automorphismus aus AutP? = PGL(3,k) wird L auf
x =y = 0 abgebildet.

Ubungsaufgabe 1.5

(a) Es sei X C P} eine Fliche vom Grad d. Dann ist wx; = Ox(d—3—1) =
Ox(d—4). Also K = (d — 4)H, wobei K der kanonische Divisor und H der
sehr ample Divisor der Einbettung X C P} ist.

Es ist also

K?*=(d—4)’H.H = (d —4)*deg X = d(d — 4)? (8.23)

Die Gleichung deg X = H.H wurde in Ex. V 1.2 bewiesen.
(b) Es sei X = C x C’ mit zwei nichtsingulidren Kurven C,C’ vom Ge-
schlecht g, ¢’. Dann ist

K% =2(29—2)(2¢ —2) = 8(g— 1)(¢' — 1) (8.24)
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Es gilt mit p; : X - C und py: X — '

wx|k = P10k @ P32c1 (8.25)

Wir haben also als Divisor Kx = (K¢ x C') 4+ (C x K¢+). Wir schreiben
die K¢, Koo als Differenzen effektiver, sehr ampler Divisoren Do, Dy auf C
und Dy, D3 auf C:

Ko = Dy — Dy (8.26)
Ko = Dy — D5 (8.27)

Also
Kx = ((D2 — D1) x C") + (C x (D4 — D3))

Nun ist (D; x C).(D; x C) = 0 und (C x D;).(C x D;) = 0. Weiterhin ist
(D; x C").(C x Dj) = (deg D;)(deg D) = d;d;. Also ist

Kx.Kx =
= (D3 — D1) x C")+ (C x (D4 — D3)).((Da — D1) x C") + (C' x (D4 — D3)) =
= (dy — d1)(dy — ds) + (dy — ds)(dy — dy) =
=(29-2)(2¢' =2)+ (29’ =2)(29 -2) =8(9 - 1)(¢' = 1) (8.28)

Es bleibt noch (D1 x C").(Da x C") = 0 fiir Dy, Do sehr ampel auf C zu zeigen.
Analog gilt dann auch (C' x D;).(C x Dy) = 0 fiir Dy, Dy sehr ampel auf C’.
Insbesondere ist auch (D x C").(D x C") = 0 fiir D (sehr ampler) Divisor auf
C.

Wihle also einen Divisor D] ~ D;p, mit supp D] N supp Dy = . Dies
ist nach dem (erweiterten) Satz von Bertini moglich: Sei i : C' — P} die zu
D, gehorige abgeschlossene Einbettung. Dann gibt es (viele) Hyperebenen
H C P} mit HNC = Dj und mit H N Dy = . Der Schnitt H N C' definiert
den Divisor D] ~ Dj.

Es ist dann

(Dy x C").(Dy x C") = (D] x C").(Dy x C") = 0.
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Satze aus Langs ,,Algebraic Number Theory*

9.1 Ganze algebraische Zahlen

9.1.1 Ganze Abschliisse

Proposition 9.1.1. Es sei A ein Hauptidealring, K = Q(A) der Quotien-
tenkérper und E/K eine endliche separable Erweiterung mit [E : K| = n.
Weiter sei B der ganze Abschluf$ von A in E.

Dann existieren z1, ..., 2z, € B, linear unabhdngig tiber K, mit

B=Az + -+ Az,

Beweis. Es ist £ = S™!B mit S = A — 0. Also gibt es b1,...,b, € B linear
unabhéngig iiber K mit L = Kby + --- + Kb,. Es seien ci,...,¢cn, € E die dualen
Elemente mit Trgx (bic;) = (SJz

Dann ist fiir jedes x € E

T = Z Tr(biz)c;
i=1

Also ist B C Acy + -+ Ac,, = C = A™ und auch A™ = Aby +--- + Ab, C B.
Also ist B als Untermodul eines freien A-Moduls vom Rang n und einen solchen
enthaltend selbst von der Form Az; + - - - + Az, mit Elementen z; € C'N B, die iiber
K linear unabhéngig sind.

9.1.2 Galoiserweiterungen

Im folgenden studieren wir die Situation: Es sei A ein Integrititsring, ganz
abgeschlossen in K = Q(A) und L/K eine Galoiserweiterung. Weiter sei B
der ganze Abschlufl von A in L und es sei die Galoisgruppe G = G k-

Proposition 9.1.2. Es seien mit den Bezeichnungen von oben qi,q2 C B
zwei Primideale von B tiber einem Primideal p C A.
Dann existiert ein o € G mit qf = qa.
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Definition 9.1.1. Es sei mit den Bezeichnungen von oben q C B ein Prim-
ideal iber p C A.
Dann ist die Menge Gq C G aller 0 € G mit

=q
eine Untergruppe von G, die Zerlegungsgruppe von (.

Proposition 9.1.3. Es sei A ein Integrititsring, ganz abgeschlossen in K =
Q(A) und L/K eine Galoiserweiterung. Weiter sei B der ganze Abschluf$ von
A in L. Es sei q C B ein Primideal iiber einem mazimalen Ideal p C A.

Dann ist
(B/a)/(A/p)

eine normale Kérpererweiterung mit Galoisgruppe G und es gibt eine Surjek-
tion
Gy — G.

9.2 Vervollstindigungen

Es sei (A,p) ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkérper K = Q(A)
und Bewertung v, = va. Weiter sei L = K|z]/f(z) eine endliche, separable
Erweiterung mit [L : K] = n und B der ganze Abschlufl von A in L.

Der Ring B ist ein Dedekindring mit endlich vielen maximalen Primidealen
qi,---,0r, also ein Hauptidealring und es ist

mit &1,...,&, € B, linear unabhéingig iiber K.

Als Abschlufl von A in L ist B der Schnitt aller Bewertungsringe R C L,
die A in K dominieren. Also dominiert R auch ein Bg,, das selbst ein DBR
ist, so daBB R = By, folgt. Jede Bewertung w von L, die v4 fortsetzt, ist also
gleich einem w = w; = wy;,.

Es sei nun

f(@) = Pi(z) - - Po(2) € Klz]

die Zerlegung von f(z) in K[z] in irreduzible Komponenten.
Es ist also

() Lex K = Kal/(Pu(e) -+ Pu(a)) = [] Kl () = [T E

Jedes L; hat eine eindeutige Bewertung, die vz fortsetzt. Also gibt es auch
nur einen zugehorigen Bewertungsring B;. Dieser ist der ganze Abschlufl von
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Andererseits gibt es jetzt s Einbettungen v; : L — L;, die s verschiedene
Bewertungen auf L induzieren. Diese miissen irgendwelche verschiedene wy,
sein, so daf3 r > s ist.

Andererseits induziert jedes wg; eine Komplettierung Ej von L iiber K
und eine Einbettung v; : L — Ej C K?leclos Diege muss aber bereits eine der
v; von (%) sein, so daB letztlich r = s und jedes L; die Komplettierung von L
an einem wg, ist.

Es ist also L; = Q((By,,q:)") wobei

Bi = (qua q’L)A

die Komplettierung von By, an seinem maximalen Ideal ist.
Da 0 — K — K injektiv ist, ist auch die flache Tensorierung — @ L

O—)L—>L®KK:E:HL-
i=1
injektiv.

Es gibt eine kanonische Abbildung ¢ : B®4 A — L. Jeder Faktor von ¢(z)
in L fiir ein 2 € B®4 A ist ganz iiber A, da B ganz iiber A ist.

Also ist BA:=¢(B®a A) C By x --- x B,

Andererseits gilt folgendes: Ist (11,...,m,) € By x --- x B,, so gibt es
b1,...,b, € B" mit w;(n; — b;) beliebig grof (also mit kleiner zugehoriger
Norm). Wegen dem chinesischen Restsatz gibt es auch ein b € B mit b—b; =0
mod g. Ein solches b € B approximiert also (1y,...,7,) beliebig gut.

Es ist also umsomehr ¢(B @4 A) = BA dicht in der abgeschlossenen
Teilmenge By x --- x B, von L. Wir wollen noch zeigen

BA=DB;x--xB,

wozu es geniigt nachzuweisen, daB BA abgeschlossen in L ist.

Bs ist aber BA = A¢(&1) + -+ Ap(&,) mit (&), .., ¢(&,) € L linear
unabhiingig iiber K. Eine Cauchy-Folge in BA induziert also Cauchy-Folgen
in den Koeffizienten ¢; € A von c1¢(€1) + -+ + ¢, 6(€,), denn auf K™ = L
sind alle Normen &quivalent.

Da A vollstéindig ist, ist es auch BA und somit ist diese Menge auch
abgeschlossen in L.

9.2.1 Unverzweigte Erweiterungen

9.2.2 Zahm verzweigte Erweiterungen
9.3 Differente und Diskriminante

9.3.1 Komplementirmoduln

Es sei immer A ein Dedekindring mit Quotientenkérper K = Q(A) und E/K
eine endliche separable Erweiterung von K, sowie B der Abschluf$ von A in
L.
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Definition 9.3.1. Es sei L C E eine additive Untergruppe. Dann sei
L'={x e E|Trgk(zy) € A fir alley € L}

Man nennt L' den Komplementidrmodul zu L.

Lemma 9.3.1. Ist L ein A-Modul, so ist auch L' ein A-Modul.

Lemma 9.3.2. Es sei Ly C Ly. Dann ist Ly, C L.

Proposition 9.3.1. Es seien x1,...,x, € E linear unabhdngig iber K und
Y1,---,Yn € E die dualen Elemente mit

Tr(ziy;) = 4

Weiter sei
L=Ax{+ - -+ Az,

Dann ist

Insbesondere ist L' = L.

Proposition 9.3.2. Es sei E = K(«) mit f(a) =0 fiir ein monisches Poly-
nom vom Grad n. Weiter sei

f(l') = (3" - Oé) (bn—l + -+ b1$n72 + b0$n71>
Dann ist die duale Basis zu 1,a, ..., a" 1 durch

bn—1 bo

gegeben.
Anders ausgedriickt: Es ist

Trpgx (j(_le f,o‘r ) =2 (9.1)

«

—~
~—

also
'

i (o)

e’
i=1 (
wenn «; die Konjugierten von « in E sind.

Proposition 9.3.3. Es sei b C E ein gebrochenes Ideal iiber B. Dann ist auch

der Komplementirmodul 6’ ein gebrochenes Ideal iiber B und es ist speziell
BCDB.
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Beweis. Es gibt Elemente b1, ...,b, € B, linear unabhéngig iiber K, so dafl
Kbi+---+ Kb, =F

und
Aby +---+Ab, C B

ist. Ist I C B ein gebrochenes Ideal mit " € bl C B, also ¥'B C bl C B, so ist
I Db /bB, also
L:A$1++A5L’ngl

mit x; = b’ /bb;. Also ist
L'=Ayi+- +Ay. 2T

und deshalb fiir ein b € B mit b""y; € B auch b1’ C b'L’ C B. Damit ist I’ ein
gebrochenes Ideal.

9.3.2 Differente und Verzweigung

Es sei A ein Dedekindring und B der ganze Abschlul von A in L mit einer
separablen, endlichen Erweiterung L/K des Quotientenkdrpers K = Q(A)

Wie oben bemerkt, ist der Komplementéirmodul B’ ein gebrochenes Ideal
B’ D B. Alsoist (B')~! C B ein ganzes Ideal. Wir geben ihm einen besonderen
Namen:

Definition 9.3.2. In den obigen Bezeichungen sei
Dpja = (B!
die Differente von B iiber A.
Proposition 9.3.4. Die Differente ist der Annulator des Kihlermoduls §2p 4:
Dpja = Ann g4

Proposition 9.3.5. Es sei B/A wie oben, mit B = Ala] und f(a) = 0 mit
einem monischen Polynom f(x) € Alz] vom Grad n. Es sei (A, (m)) ein dis-
kreter Bewertungsring und q C B ein Primideal iber p = (7) mit

B =q%q5" - a0
in der Primzerlegung von pB.
Es gilt
Dpja = f(e)B (9.3)
und
Qpja = Alz]/(f(2), f'(x))dz = B/ f'(e) Bdax (9.4)
Fiir den Verzweigungsindex e gilt mit p = char(A/p) die Beziechung:
vq(Dpja) =e—1 firpfe (9.5)

vq(Dpja) = e firp|e (9.6)
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Beweis. Es sei

-1

f@)=a" 4w 12" 4 wo = (x — @) (bp12" "+ -+ bo)

mit w; € B = Ala].

Das duale System zu 1,q,...,a" " ist nach obiger Proposition gleich b;/f’(c)
mit b,—1 =1 und b;—1 — ab; = w;. Induktiv ist jedes b; € B = Ala].

Wegen Dpja B’ = B ist deshalb D4 = f'(c).

Es sei mit P(x) = Pi(z) und q = q1:

n—

f(z) = P(2)°Q(z) = Pi(x) Po(z)™ - - - - Pr(z)™ mod wAlz]
Dann ist ¢ = (p, Pi(@)) und q; = (p, Ps(«)). Also ist
f'(x) = eP(z)* ' P'(z) + P(2)°Q'(z) mod 7A[z]
Da vq(P(a)) = 1, folgen die Behauptungen iiber den Verzweigungsindex durch Ein-

setzen von x = o und aus e = 0 fiir p | e.

9.3.3 Diskriminante



