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Mathematische Notizen

28. Januar 2024





Inhaltsverzeichnis

1 Algebra und Geometrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 Algebraische Geometrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1.1 Hilbertfunktion, pa, p′a Freitag, 29.11.2013 . . . . . 1
1.1.2 HX(d), Hilbertfunktion Freitag, 29.11.2013 . . . . . 2
1.1.3 Hurwitz-Formel Samstag, 3.1.2015 . . . . . . . . . 2
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5.2 Normierte Räume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 220
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7.1.5 Übungsaufgabe 2.27 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 256
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Algebra und Geometrie

1.1 Algebraische Geometrie

1.1.1 Hilbertfunktion, pa, p′a Freitag, 29.11.2013

Für eine Fläche X ist

pa(X) = dimH2(X,OX)− dimH1(X,OX)

Für eine Kurve X ist (wir nehmen an, X nichtsingulär, also pa(X) = pg(X) =
g(X)):

pg(X) = g(X) = dimH1(X,OX) = (χ(X,OX)− 1)(−1)r

mit r = dimX = 1. Daher definiert man allgemein

pa(X) = (−1)r (χ(X,OX)− 1)

mit r = dimX.
Ein anderer Ansatz ist X = proj (S/I) mit S = k[x0, . . . , xm] und PX(d) =

dimk(S/I)d.
Dann nennt man p′a(X) = (−1)r(PX(0)− 1) Wir zeigen

p′a(X) = pa(X).

Es hängt also p′a(X) nicht von der Einbettung proj (S/I) ↪→ proj (S) = Pmk
ab.

0→ I→ OP → i∗OX → 0

0→ I(d)→ OP(d)→ i∗OX(d)→ 0

0→ H0(P, I(d))→ H0(P,OP(d))→ H0(X,OX(d))→ 0 (1.1)

für d � 0. Es ist dann auch dimkH
0(X,OX(d)) = χ(X,OX(d)) = HX(d),

wobei HX das Hilbertpolynom HX(d) = χ(X,OX(d)) ist.
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χ(X,OX(d)) =

dimX∑
i=0

(−1)i dimkH
i(X,OX(d))

Aus (1.1) folgt

dimH0(P,OP(d))− dimH0(P, I(d)) = dim(S/I)d = PX(d).

Also PX(d) = HX(d) für alle d� 0. Also PX(0) = HX(0) und es ist p′a(X) =
(−1)r(PX(0)− 1) = (−1)r(HX(0)− 1) = (−1)r(χ(X,OX)− 1) = pa(X).

1.1.2 HX(d), Hilbertfunktion Freitag, 29.11.2013

Warum ist HX(d) = χ(X,OX(d) polynomiell für X ⊆ Pmk ? Wir benutzen
Induktion über m: Wähle ein x0 ∈ OP(1)(P) mit X 6⊆ V (x0).

Dann ist exakt:

0→ OX′ → OX(−1)
·x0−−→ OX → OX′′ → 0

Es ist suppX ′, suppX ′′ ⊆ V (x0). Durch Induktion über m kann man also
schließen, daß in der Sequenz

HX′(d)−HX(d− 1) +HX(d)−HX′′(d) = 0

die Terme HX′(d) und HX′′(d) in d polynomiell sind. Also auch HX(d).
N.B.: Man benutzt, daß für 0 → F′ → F → F′′ → 0 auch χ(X,F′) −

χ(X,F) + χ(X,F′′) = 0 ist. (χ ist Abbildung vom Euler-Typ).
Geht sogar für einen beliebigen kohärenten OX–Modul F mit X projektiv

über Spec (A) mit OX(1) als sehr ampler Garbe. Der Satz sei für X ⊆ Pm′A
mit m′ < m bereits gezeigt und X ⊆ PmA

0→ F′ → F(−1)
·x0−−→ F → F′′ → 0

Auch hier ist suppF′, suppF′′ ⊆ V (x0).

1.1.3 Hurwitz-Formel Samstag, 3.1.2015

Betrachte eine Abbildung von Kurven f : X → Y , mit X, Y glatt über k. Es
sei f vom Überlagerungsgrad n.

Dann ist ΩX|k und ΩY |k lokal freier OX– bzw. OY –Modul (Linienbündel).
Es ist ΩX|k = OX(KX) und ΩY |k = OY (KY ) per definitionem.

Man hat die Sequenz

0→ f∗ΩY |k → ΩX|k → ΩX|Y → 0

Nur die 0 links ist zu begründen: Ist lokal OY,y = A und OX,x = B, so ist
ΩY |k,y = A und ΩX|k,x = B. Man hat also links eine B–lineare Abbildung
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B⊗AA→ B. Gäbe es einen Kern, so hätte man 0→ b→ B → B mit b ) (0).
Also B/b ↪→ B. Betrachtet man AssB auf beiden Seiten, so stünde links mB
und rechts (0). Da aber AssB/b ⊆ AssB wäre das ein Widerspruch. Also
steht links die 0. (b = B ist ausgeschlossen, da sonst ΩX|Y,x = ΩX,x = B und
damit ΩX|Y keine Torsionsgarbe wäre).

ΩX|Y ist eine Torsionsgarbe

ΩX|Y =
∑
P∈X

OX,P /m
eP−1
P

mit Träger den Punkten P ∈ X für die eP > 0 ist.
Man tensoriere nun die obige Sequenz mit Ω−1

X|k und erhalte

0→ Ω−1
X|k ⊗ f

∗ΩY |k → OX → ΩX|Y → 0

Der suppΩX|Y ist gleich dem effektiven Divisor R =
∑
P∈X(eP − 1)P .

Dann ist Ω−1
X|k ⊗ f

∗ΩY |k = OX(−R). Also wenn man deg anwendet

−(2gX − 2) + n (2gY − 2) = −
∑
P∈X

(eP − 1)

also
(2gX − 2) = n (2gY − 2) +

∑
P∈X

(eP − 1)

Das ist die Hurwitzformel.

1.1.4 Atiyah-Macdonald, Übungsaufgabe Mittwoch 18.3.2015

Es seiA = k[x2−1] undB = k[x]. Dann istB ⊇ A eine ganze Ringerweiterung.
Weiter sei n = (x− 1) ⊆ B ein maximales Ideal und m = n ∩ A ein ebenfalls
maximales Ideal, das Bild von n.

Dann ist Bn ⊇ Am keine ganze Ringerweiterung. Genauer ist 1/(x+ 1) ∈
Bn nicht ganz über Am. Zunächst ist 1/(x+ 1) wirklich in Bn, denn x+ 1 /∈ n
da anderenfalls x − 1 − (x + 1) = −2 ∈ n und wir annehmen wollen, daß
char k 6= 2 ist.

Sei also 1/(x+ 1) ganz über Am. Dann haben wir eine Gleichung(
1

x+ 1

)n
+
a1

s

(
1

x+ 1

)n−1

+ · · ·+ an
s

= 0 (1.2)

wo ai ∈ A und s ∈ A mit s /∈ m ist. Multiplizieren mit (x+ 1)n und s ergibt

s+ a1(x+ 1) + · · ·+ an(x+ 1)n = 0 (1.3)

Es sei also s = s(x2 − 1) = z0 + z1(x2 − 1) + z2(x2 − 1)2 + · · · + zd(x
2 − 1)d

mit zν ∈ k. Da x − 1 | (x2 − 1) ist z1(x2 − 1) + · · · + zd(x
2 − 1)d ∈ n und
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auch in A, also in m. Da s /∈ m nach Annahme, ist z0 6= 0. Andererseits ist
s|x=−1 = 0 wegen (1.3). Also müßte, wenn diese aus der Ganzheitsgleichung
abgeleitete Beziehung gilt, wegen (−1)2 − 1 = 0 auch z0 = 0 sein. Dies steht
aber im Widerspruch zu z0 6= 0 von eben. Also kann 1/(x+1) nicht ganz über
Am sein.

1.1.5 Schnittprodukt von Divisoren auf einer Fläche Donnerstag
26.3.2015

Es sei X eine (projektive, nichtsinguläre) Fläche. Als Divisoren bezeichen wir
Cartierdivisoren auf X. Eine Kurve auf X ist ein effektiver Cartierdivisor.

Es gibt eine Z–lineare Paarung

DivX ×DivX → Z, (C,D) 7→ C.D (1.4)

mit den Eigenschaften

i) Es gilt für Divisoren C ∼ C ′ und D ∼ D′, daß

C.D ∼ C ′.D (1.5)

C.D ∼ C.D′ (1.6)

ii) Es ist

(C1 + C2).D = C1.D + C2.D (1.7)

C.(D1 +D2) = C.D1 + C.D2 (1.8)

iii) Es ist
C.D = D.C

iv) Es seien C,D zwei nichtsinguläre Divisoren, die sich transversal schneiden
(C t D): Dann ist C.D = #(C ∩D).

Lemma 1.1.1. Es seien C1, . . . , Cr irreduzible Kurven auf X und D ein sehr
ampler Divisor auf X. Dann gibt es ein irreduzibles, nichtsinguläres D′ ∼ D
mit D′ t Ci.

Lemma 1.1.2. Es sei C ein irreduzibler nichtsingulärer Divisor und D eine
Kurve, also ein effektiver Divisor auf X. Weiter sei C t D. Dann ist

#(C ∩D) = degOX(−D)⊗OX OC (1.9)

Wir definieren das Schnittprodukt zuerst auf P, den sehr amplen Divisoren
auf X. Diese bilden einen Kegel in DivX, d.h es ist für D,D′ ∈ P auch
D +D′ ∈ P.

Seien also C,D sehr ample Divisoren, dann wähle man ein D′ ∼ D daß
eine irreduzible, nichtsinguläre Kurve darstellt. Weiter wähle man ein C ′ ∼ C,
ebenfalls irreduzibel und nichtsingulär sowie C ′ t D′. Dann definiere man
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C.D
def
= C ′.D′ = #(C ′ ∩D′) (1.10)

Es ist die Wohldefiniertheit zu zeigen. Es seien C ′1, C
′
2 zwei zu D′ transversale,

irreduzible und nichtsinguläre Divisoren mit C ′i ∼ C. Dann ist

C ′i.D
′ = degOX(−C ′i)⊗ OD′ = ri.

Da OX(−C ′1) = OX(−C ′2) ist r1 = r2. Also hängt der Grad nicht von der
Wahl von C ′ ab.

Seien weiter C ′′ ∼ C und D′′ ∼ D irreduzible und nichtsinguläre Divisoren
mit C ′′ t D′′. Wähle nun einen Divisor C1 ∼ C, irreduzibel und nichtsingulär
mit C1 t D′ und C1 t D′′. Dann ist

C1.D
′ = degOX(−D′)⊗ OC1

= degOX(−D′′)⊗ OC1
= C1.D

′′ (1.11)

Also ist
C ′′.D′′ = C1.D

′′ = C1.D
′ = C ′.D′ (1.12)

Damit ist C.D wohldefiniert für C,D ∈ P.

(i) Aufgrund der Konstruktion ist klar, daß für C1 ∼ C2 und D1 ∼ D2 mit
Ci, Di ∈ P auch C1.D1 = C2.D2 ist.

(iii) Weiterhin ist C.D = D.C zu zeigen. Um D.C nach obiger Vorschrift
zu berechnen, ist zunächst ein irreduzibles nichtsinguläres C ′ ∼ C zu wählen
und dann ein irreduzibles, nichtsinguläres D′ ∼ D mit D′ t C ′. Dann ist
D.C = #(C ′ ∩ D′). Dies sind aber genau dieselben Bedingungen an C ′, D′

wie sie aus der Konstruktion für C.D erwachsen. Also ist C.D = D.C.

(ii) Es bleibt (C1 +C2).D = C1.D+C2.D für C1, C2, D ∈ P zu zeigen. Es
seien D′ ∼ D, C ′i ∼ Ci und C12 ∼ C1+C2 irreduzible nichtsinguläre Divisoren
und C ′i, C12 t D′. Dann ist

(C1 + C2).D = degOX(−C12)⊗ OD′ = degOX(−(C1 + C2))⊗ OD′ =

degOX(−C1)⊗ OD′ + degOX(−C2)⊗ OD′ =

= degOX(−C ′1)⊗ OD′ + degOX(−C ′2)⊗ OD′ = C1.D + C2.D (1.13)

Nun dehnen wir das Schnittprodukt auf ganz DivX aus. Sei nun C ∈
DivX und H ein sehr ampler Divisor auf X. Dann ist C + nH von globalen
Schnitten erezeugt und damit C + (n+ 1)H ein sehr ampler Divisor. Also ist
C = (C + (n+ 1)H)− (n+ 1)H eine Differenz sehr ampler Divisoren.

Sind nun C,D ∈ DivX gegeben, so schreiben wir

C ∼ C1 − C2 (1.14)

D ∼ D1 −D2 (1.15)

mit sehr amplen Divisoren Ci, Dj .
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Beachte, daß wir hier ∼ und nicht = verwenden, um zusammen mit
der Wohldefiniertheit auch die Unabhängigkeit von C.D von der linearen
Äquivalenzklasse zu zeigen. Nun definieren wir

C.D
def
= C1.D1 − C2.D1 − C1.D2 + C2.D2 (1.16)

Sei

C ∼ C ′1 − C ′2 (1.17)

D ∼ D′1 −D′2 (1.18)

eine alternative Zerlegung. Dann ist

C1 + C ′2 ∼ C ′1 + C2 (1.19)

D1 +D′2 ∼ D′1 +D2 (1.20)

Aus diesen Beziehungen für sehr ample Divisoren und der oben gezeigten
Bilinearität auf P, sowie der Invarianz für lineare äquivalente Divisoren aus P
leiten wir die Gleichheit

C1.D1 − C2.D1 − C1.D2 + C2.D2 =

C ′1.D
′
1 − C ′2.D′1 − C ′1.D′2 + C ′2.D

′
2 (1.21)

ab. Also ist C.D für beliebige Divisoren wohldefiniert und es ist für C ′ ∼ C
und D′ ∼ D auch C.D = C ′.D′.

Ebenso folgt C.D = D.C aus der entsprechenden Beziehung für Divisoren
aus P.

Es bleibt noch (C1 + C2).D = C1.D + C2.D für beliebige Divisoren zu
zeigen.

Zunächst ist E.(F1−F2) = E.F1−E.F2 sowie E.(F1 +F2) = E.F1 +E.F2

für E beliebigen Divisor und Fi sehr ample Divisoren.
Es sei C1 ∼ C11 − C12 und C2 ∼ C21 − C22 mit Cij sehr ampel.
Dann ist

(C1 + C2).D = (C11 − C12 + C21 − C22).D =

= (C11 + C21 − (C12 + C22)).D =

= (C11 + C21).D − (C12 + C22).D (1.22)

und weiter

(C11 + C21).D − (C12 + C22).D =

= (C11.D + C21.D)− (C12.D + C22.D) =

= (C11.D − C12.D) + (C21.D − C22.D) =

= C1.D + C2.D (1.23)
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1.1.6 Ein treuflacher Morphismus Freitag 27.3.2015

Es sei R = Z(3) und A = R[A2, A4, A6] sowie A′ = R[a2, a4]. Betrachte den
Morphismus

A→ A′[r] = C

der durch

A2 7→ a2 + 3r (1.24)

A4 7→ a4 + 2a2r + 3r2 (1.25)

A6 7→ a4r + a2r
2 + r3 (1.26)

gegeben ist. Dieser Morphismus ist treuflach.
Es sei B = R[A2, A4, r] und φ : B → C gegeben durch A2 7→ a2 + 3r and

A4 7→ a4 + 2a2r + 3r2 sowie r 7→ r.
Dann hat φ ein Inverses ψ : C → B gegeben durch a2 7→ A2 − 3r and

a4 7→ A4 − 2rA2 + 3r2 sowie r 7→ r.
Weiter sei der Morphismus χ : A→ B gegeben durch A2 7→ A2, A4 7→ A4

and A6 7→ rA4 − r2A2 + r3.
Dann ist die Abbildung A→ A′[r] = C von oben gegeben durch φ ◦χ. Da

φ das Inverse ψ hat, ist es nur nötig zu zeigen, daß χ treuflach ist.
Nun ist zunächst χ injektiv und B ⊇ A ist eine ganze Ringerweiterung

mit der Relation
r3 − r2A2 + rA4 −A6 = 0

Also ist B = A+Ar+Ar2 ∼= A3. Dies ist ein freier, also flacher, A–Modul. Da
außerdem B/A ganz, ist die Abbildung Spec (B) → Spec (A) auch surjektiv,
also auch B/A treuflach.

1.1.7 Eine rationale Kurve in A2
C Dienstag 14.4.2015

Betrachte den Ringhomomorphismus φ : Q[x, y] → Q[t] mit x → t2 − t und
y 7→ t3 − t2. Der Kern kerφ ist gleich (x3 + xy − y2) wie man mit Macaulay
2 leicht ausrechnet.

Ist ψ : C[x, y]→ C[t] die (flache) Basiserweiterung mit −⊗Q C, so ist der
Kern deshalb gleich (x3 + xy− y2)C[x, y]. Da x3 + xy− y2 prim in C[x, y] ist
A = C[x, y]/(x3 + xy − y2) ein Integritätsring.

Man hat nun eine Abbildung: α : Q(t) → Q(A) mit t 7→ y/x für die mit
ψ′ : Q(A)→ Q(t) die Beziehung ψ′ ◦ α = idQ(t) gilt.

Auch umgekehrt ist α ◦ ψ′ = idA. Man hat nämlich die Abbildungen

x 7→ t2 − t 7→ (y/x)2 − (y/x) = (x3 + xy)/x2 − (y/x) = x (1.27)

und

y 7→ t3 − t2 7→ (y/x)3 − (y/x)2 = ((x3 + xy)y)/x3 − (y/x)2 = y (1.28)



8 1 Algebra und Geometrie

Also ist Q(t) zu Q(A) isomorph.
Weiterhin gilt: Das Bild ψ(C[x, y]) ⊆ C[t] besteht genau aus den p(t) ∈ C[t]

für die p(0) = p(1) ist.
Ein p(t) ∈ Q[t] mit p(0) = p(1) wird durch α auf ein Element g(x, y) ∈ A

abgebildet, für das dann ψ(g(x, y)) = p(t) ist.
Es gilt nämlich für die Abbildung α, daß

tk 7→ x gk(x, y) + y hk(x, y) + y/x.

Dies ist für t 7→ y/x trivial erfüllt und es sei für tk bereits gezeigt.
Dann ist

tk+1 = (y/x) (x gk(x, y) + y hk(x, y) + y/x) =

= y gk(x, y) + y2/x hk(x, y) + (y2/x2) =

= y gk(x, y) + (x2 + y)hk(x, y) + x+ y/x =

= x gk+1(x, y) + y hk+1(x, y) + y/x (1.29)

wie man unter Berücksichtigung von x3 + xy − y2 = 0 erkennt.
Also ist das Bild von p(t) = a0 +a1 t+ · · ·+an t

n von der Form q(x, y) +h
mit q(x, y) einem Polynom in A und h = (a1 + a2 + · · · + an) (y/x). Ist nun
p(0) = p(1), so ist a0 = a0 + a1 + · · · + an also a1 + · · · + an = 0, also auch
h = 0.

1.1.8 Deformation in den Normalkegel Sonntag 26.4.2015

Es sei W ↪→ V eine abgeschlossene Immersion algebraischer k–Schemata.
Betrachte das Schema

X̃ = BlW×0(V × A1
k)

also die Aufblasung von W ×0 in V ×A1
k. Dann definiert die Abbildung X̃ →

V × A1
k → A1

k eine flache algebraische Familie von algebraischen Schemata

zusammen mit einer abgeschlossenen Immersion W × A1
k ↪→ X̃.

Diese Immersion ist für T 6= 0 gleich W ↪→ V und für T = 0 gleich W ↪→
CWV , also gleich der Immersion in den Nullschnitt des affinen Normalkegels
CWV = Spec (C) mit

C =
⊕
d>0

Id/Id+1

und V (I) = W .
Wir wollen dies für V = Spec (A) und W = Spec (A/I) und V × A1

k =
Spec (A[T ]) direkt sehen.

Es ist dann

X̃ = proj (B) = proj

⊕
d>0

(I, T )d


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Die Abbildung W × A1
k ↪→ X̃ wird durch den Morphismus B0 = A[T ] →

A/I[T ] vermittelt.
Man beachte, daß es in B zwei Elemente T gibt, einmal T ∈ B0 = A[T ]

und einmal T ∈ B1 = IA[T ] + TA[T ]. Wir schreiben auch Te1 für das zweite
T . Es ist dann

BTe1 = 0⊕ TA[T ]⊕ TIA[T ] + T 2A[T ]⊕
⊕ TI2A[T ] + T 2IA[T ] + T 3A[T ]⊕ · · · (1.30)

also
B/(Te1B) = A[T ]⊕ I ⊕ I2 ⊕ I3 · · · = A[T ]⊕

⊕
d>0

Id

Dabei wirkt A[T ] durch A[T ]→ A mit T 7→ 0 auf den (B/(Te1B))d für d > 0.
also ist letztlich

proj (B/(Te1B)) = proj
(
A⊕ I ⊕ I2 ⊕ · · ·

)
Die Faser von X̃ über T = 0 wird durch B′ = B/TB (mit T ∈ B0)

gegeben, also durch

Xa = proj (B′) = proj

⊕
d>0

(I, T )d/(T (I, T )d)

 = proj

(⊕
d

Jd

)

Man rechnet aus, daß

Jd = (I, T )d/(T (I, T )d) = Id+TId−1/Id+T 2Id−2/Id−1+· · ·+T dA/I (1.31)

Man kann Xa dann in zwei Komponenten zerlegen, nämlich in BlW V und
Proj (C ⊕ 1) die sich in Proj (C), dem projektiven Tangentialkegel schneiden.

Betrachte die Komponenten

J ′d = TId−1/Id + T 2Id−2/Id−1 + · · ·+ T dA/I

des B′–Ideals J ′. Dann ist V (J ′) = proj (B′/J ′) = proj
(⊕

d I
d
) def

= Ỹ , also
ist V (J ′) in proj (B′) gleich BlW V = BlI A.

Es ist weiterhin nach obigem Ỹ = proj (B′/J ′) = proj (B/(Te1)B). Also

ist das Komplement von Ỹ in X̃ gleich Spec
(
B(Te1)

)
. Dies ist aber gleich dem

Spektrum Spec (B′′) der Gerstenhaber–Algebra

B′′ = · · · ⊕ InT−n ⊕ In−1T−n+1 ⊕ · · · IT−1 ⊕A⊕AT ⊕AT 2 ⊕ · · ·

Als nächstes betrachte die Komponenten (I ⊆ B′0)

J ′′d = IJd = Id+1

des B′–Ideals J ′′, das den Quotientenring B′/IB′ definiert. Dann ist
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B′/J ′′ =
⊕
d

Id/Id+1 + TId−1/Id + T 2Id−2/Id−1 + · · ·+ T dA/I

also V (J ′′) = V (IB′) = proj (C[T ]) = Proj (C ⊕ 1).
Man beachte, daß dies gleich dem projektiven Kegel

proj

(⊕
d

(I, T )d/(I, T )d+1

)

also dem strikten Urbild von W × 0 in X̃ unter der Projektion X̃ → V × A1
k

ist.
Schneiden wir nun diese beiden Verschwindungsmengen, bilden also das

Ideal J ′ + J ′′ = J ′′′, so ist V (J ′′′) = proj (B/J ′′′) = proj (
⊕

d Jd/(J
′′′
d )). Nun

ist
Jd/(J

′
d + J ′′d ) = Id/Id+1

also proj (B/J ′′′) = proj
(⊕

d I
d/Id+1

)
gleich dem projektiven Normalkegel

Proj (C) = Proj (CWV ).

1.1.9 Berechnung der Kohomologie kohärenter Garben auf Pn
A

Samstag, 9.5.2015

Es sei X = PnA der projektive Raum über einem noetherschen Ring A. Dann
ist F → Hn(X,F) ein kovarianter rechtsexakter Funktor auf der Kategorie
der kohärenten Garben auf X. Man nenne nun Gp(F) = Hn−p(X,F).

Ich behaupte, daß (Gp) ein universeller δ–Funktor überG0(−) = Hn(X,−)
ist.

Man lese einfach die lange exakte Kohomologiesequenz zu 0→ F′ → F →
F′′ → 0, also

0→ H0(X,F′)→ H0(X,F)→ H0(X,F′′)→
→ H1(X,F′)→ · · · →

→ Hn(X,F′)→ Hn(X,F)→ Hn(X,F′′)→ 0 (1.32)

von rechts nach links.
Weiterhin ist Gp auslöschbar, denn für F kohärent existiert eine Sur-

jektion
⊕

i OX(−di) → F → 0 mit di > 0. Nun ist aber Gp(OX(−di)) =
Hn−p(X,OX(−di)) = 0 für p > 0, weil di > 0.

Also ist M =
⊕

i OX(−di)→ F → 0 eine Auslöschung von F.
Nenne nun S = A[X0, . . . , Xn], also X = proj (S)

Anmerkung 1.1.1. Ist F = M̃ für einen endlich erzeugten S–Modul M , so
existiert immer eine Surjektion

⊕
i S(−di) → M ′ → 0, mit di > 0, wo M ′ =

M>r = Mr ⊕Mr+1 ⊕ · · · ein Modul ist, der mit M ab einem gewissen Grad
(hier r) in den homogenen Komponenten übereinstimmt.

Es ist dann auch F = M̃ = M̃ ′.
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Finde nun für F eine Sequenz von Garben Ni =
⊕

j OX(−dij) mit exakten
Sequenzen

0→ Zi → Ni → Bi−1 → 0 (1.33)

wobei F = B−1 und Bi = Zi ist.
Diese Sequenz wird iterativ konstruiert: Ist Zi = Bi schon bekannt, so

wählt man (nach dem Verfahren in der Anmerkung) eine Surjektion

Ni+1 =
⊕
j

OX(−di+1,j)→ Bi → 0 (1.34)

deren Kern dann gleich Zi+1 = Bi+1 ist.

Anmerkung 1.1.2. Hier ist eine zweite Anmerkung am Platz: Ist

0→ Zi+1 → Ni+1 =
⊕
j

S(−di+1,j)→ Ni =
⊕
j

S(−di,j)

gegeben mit di+1,j > 0, so ist in einer Surjektion⊕
j

S(−di+2,j) = Ni+2 → Zi+1 → 0

automatisch di+2,j > 0. Dies folgt aus HomS(S(−d), S(−e)) = 0 für d < e.
Wir brauchen hier also auf Modulebene nicht mehr trunkieren, wie am

Anfang der Sequenz.

Zusammen hat man

· · · → Ni → Ni−1 → · · · → N2 → N1 → N0 → F → 0 (1.35)

wo Ni =
⊕

j OX(−dij).
Dies ist ein Komplex über F mit für Gp azyklischen Garben Ni. Also ist

Hn−p(X,F) = Gp(F) = hp(G0(N•)) (1.36)

Nun ist aber G0(Ni) = Hn(X,Ni) =
⊕

j H
n(X,OX(−dij)) ein freier, end-

lich erzeugter und konkret berechenbarer A–Modul (wenn man in A konkret
rechnen kann).

Also kann auch hp(G0(N•)) konkret als endlich präsentierter A–Modul
ausgerechnet werden.

Aufgrund des Dualitätssatzes für X ist ja

Hn(X,Ni) = HomA(HomOX (Ni,OX(−n− 1)), A) =

= HomA(HomS(Ni, S(−n− 1))0, A) = Fi (1.37)

und noch einmal in anderen Worten
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Hn−p(X,F) = hp(HomA(HomS(N•, S(−n− 1))0, A)) (1.38)

Die Abbildungen di : Fi → Fi−1 gehen aus den Abbildungen Ni → Ni−1

hervor, die bei der Konstruktion der Ni benutzt wurden.
Damit ist Hn−p(X,F) für F = M̃ mit M endlich erzeugter S–Modul

konkret berechenbar.

--

-- compute the H^i(proj S, moM~) for S=A[x_1,...,x_n]

--

compCohX = (moM, d) ->

(

S := ring moM;

A := coefficientRing S;

n := numgens S;

moMt := truncate(d, moM);

-- the number 10 must be chosen accordingly with n

C := presX (moMt, 10);

C1 := Hom(C, S^{-n});

Dlis := {};

for i from min(C1) to max (C1) do

(

Dlis = prepend( transpose lift(matrix basis(0, C1.dd_(i)), A), Dlis);

);

D:= chainComplex(Dlis);

D, C, prune HH(D)

);

--

-- compute a free resolution of moM with S(-d_{i,1}) + .. + S(-d_{i,j_i}) terms

--

presX = (moM, k) ->

(

moN := moM;

philis := {};

moN = prune moN;

i := 0;

phi := presentation moN;

degs := degrees target phi;

print degs;

philis = append(philis, phi);

moN = ker phi;

while (((prune moN) != 0) and (i <= k)) do
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(

phi = presentation moN;

psi := gens moN;

philis = append(philis, psi);

philis = append(philis, phi);

moN = ker phi;

i = i + 1;

);

D := chainComplex(philis);

return D;

);

1.1.10 Berechnung von Syzygienmoduln Samstag, 9.5.2015

Es sei S ein kommutativer Ring, so daß in freien S–Moduln M = Sr eine
Berechnung von Gröbnerbasen möglich ist.

Das heißt für einen Satz z1, . . . , zn ∈ Sr kann man z′1, . . . , z
′
l ∈ Sr berech-

nen, so daß N = Sz1 + · · ·+Szn = Sz′1 + · · ·+Sz′l und z ∈ Sr ist genau dann
in N , wenn es sich mit z′1, . . . , z

′
l zu Null reduzieren läßt.

Es sei nun

A :

r∑
i=1

Sei →
s∑
j=1

Sfj

eine lineare Abbildung mit

A(ei) =
∑
j

aijfj

Es sei M der Kern von A, also 0 → M → Sr → Ss exakt. Gesucht ist eine
Gröbnerbasis von M . Betrachte dazu den freien S–Modul X =

∑
i Sei +∑

j Sfj und den von

zi = ei −
∑
j

aijfj

für i = 1, . . . , r erzeugten Untermodul W ⊆ X. Berechne zu den z1, . . . , zr eine
Gröbnerbasis in einer Termordnung die fj zugunsten von ei eliminiert. Wähle
dann die Elemente h1, . . . , hm ∈W ∩

∑
i Sei ⊆ X aus der Gröbnerbasis, also

diejenigen, die nur ei enthalten.
Diese liegen alle im Kern, es ist ja für h = hν :

(∗) h =
∑
i

yiei =
∑
i

xi(ei −
∑
j

aijfj)

also yi = xi und
∑
j

∑
i(xiaij)fj = 0, also A(

∑
xiei) = A(h) = 0.

Liest man diese Folgerungen rückwärts, so erkennt man, daß ein h ∈ Sr mit
A(h) = 0 im Untermodul W liegt, also eine Darstellung (∗) existiert. Damit
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ist dann aber auch eine Darstellung h =
∑m
ν=1 yνhν mit den Elementen der

Gröbnerbasis von W ∩ Sr möglich.
Also ist φ :

∑m
k=1 Sek →M mit ek 7→ hk eine darstellende Surjektion.

1.1.11 Periodische Kettenbrüche und quadratische Irrationalitäten
Montag, 17.8.2015

Es sei x1 eine quadratische Irrationalität, also eine Nullstelle eines Polynoms
f(x) = ax2 + bx+ c mit a, b, c ∈ Z.

Die Kettenbruchentwicklung einer Zahl w ∈ R sei mit 〈a0, a1, a2, . . .〉 ab-
gekürzt, was für

w = a0 +
1

a1 +
1

a2 + · · ·
stehe. Es gilt dann

Theorem 1.1.1. Ist x eine quadratische Irrationalität, so ist

x = 〈a0, a1, . . . , ar, ar+1, . . . , ar+p〉

wobei ar+1, . . . , ar+p für die unendliche, periodische Wiederholung von ar+1, . . . , ar+p
steht.

Man beweist dies wie folgt: Es sei f(x) = ax2 + bx + c ein quadratisches
Polynom. Es sei dann für ein n ∈ Z das Polynom f ′(x′) = a′x′2 + b′x′ + c′

gegeben durch die Beziehung

f(n+ 1/x′)x′2 = f(x′) (1.39)

Dies bedeutet im einzelnen für die Koeffizienten

a′ = an2 + bn+ c (1.40)

b′ = b+ 2an (1.41)

c′ = a (1.42)

Nennt man ∆ = b2 − 4ac die Diskriminante von f(x), so ist

∆′ = b′2 − 4a′c′ = b2 − 4ac = ∆ (1.43)

Wir nennen f ′(x′) eine elementare Umbildung von f(x).
Es sei nun x1 eine Nullstelle von f(x) und x2 die zugehörige konjugierte

Nullstelle. Wir schließen den Fall x1 ∈ Z aus und nennen n ∈ Z die größte
ganze Zahl mit n < x1 Es sind nun x′1 = 1

x1−n und x′2 = 1
x2−n die zu x1 und

x2 gehörigen Nullstellen der elementaren Umbildung f ′(x′). Es gilt dann

x1 = n+ 1/x′1 (1.44)
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Man erkennt daraus sofort, wie man durch Aufsuchen einer Kette von ele-
mentaren Umbildungen von f(x) zu einer Kettenbruchentwicklung von x1

gelangt.
Diese Kette von elementaren Umbildungen von f(x) = f0(x) sei

f0(x), f1(x), f2(x), . . . .

Wir zeigen, daß in fi(x) = aix
2 + bix+ ci die ai, bi, ci ∈ Z stets kleiner als

ein festes Maximum M sind.
Ist f(x) = a(x− x1)(x− x2), so ist ∆ = a2(x1 − x2)2, also

a2 =
∆

(x1 − x2)2
(1.45)

Wir werden zeigen, daß stets

|x1,i+1 − x2,i+1|> min(1, |x1,i − x2,i|) (1.46)

für alle i� 0 sein muß. Es ist also

|ai|6M ′

für alle i und ein geeignetes M ′ > 0.
Weiterhin ist ci = ai−1 6M ′. Aus

b2 = 4ac+∆

folgt dann die Existenz eines M > 0 mit |ai|, |bi|, |ci|< M . Es können also
überhaupt nur endlich viele fi(x) auftreten.

Damit können wir nun zeigen, daß die Folge der ni schließlich periodisch
wird. Dies geschieht durch Untersuchung nach welchen Regeln die x1,i, x2,i in
x1,i+1, x2,i+1 übergehen.

Es bleibt also, die gegenseitige Lage der x1, x2 und ihrer elementaren Um-
bildungen x′1, x

′
2 zu untersuchen und die Beziehung

|x′1 − x′2|> min(1, |x1 − x2|) (1.47)

für alle genügend großen i in obiger Folge fi(x) zu zeigen.
Es sei n die größte ganze Zahl mit n 6 x1. Dann können x1, x2, n folgende

Lagen einnehmen:

a) n < x1 < x2 < n+ 1
b) n < x2 < x1 < n+ 1
c) n < x1 < n+ 1 < x2

d) 0 < x2 < 1 6 n < x1

e) x2 < n < x1 < n+ 1
f) x2 < 0 < n < x1
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Als Übergänge können auftreten: (a) nach (b), (a) nach (e), (b) nach (a), (b)
nach (c), (c) nach (d), (d) nach (f), (e) nach (f), (f) nach (f). Beim Übergang
(b) nach (a) oder umgekehrt ist offenbar |x′1 − x′2|> |x1 − x2|. Pendelt die
Folge der (x1i, x2i) nicht ständig zwischen (a) und (b) hin und her, so mündet
sie zwangsläufig in (f) und es ist dann stets |x1 − x2|> 1.

Es gibt also genau zwei Arten von Folgen x1i, x2i: Solche die periodisch
zwischen (a) und (b) pendeln und solche, die nach (f) münden. Im letzte-
ren Fall ist x1i immer die einzige positive, also die maximale, Nullstelle von
fi(x) und wird deshalb mit fi(x), das nur endlich viele verschiedene Formen
annehmen kann, periodisch.

Im Falle ständigen Alternierens zwischen (a) und (b) wird das Paar
(fi(x), ti) wobei ti = 0 für Zustand (a) und ti = 1 für Zustand (b) stehe,
auch periodisch, mithin ist auch hier x1i und damit ni eine ultimativ periodi-
sche Folge.

1.1.12 Summen dualer Isogenien Samstag, 16.4.2016

Es sei E/k eine elliptische Kurve über dem Körper k. Weiter sei

µ : E ×k E → E (1.48)

der Morphismus der Addition auf der elliptischen Kurve.
Es seien p1, p2 : E ×k E → E die kanonischen Projektionen auf den ersten

und zweiten Faktor und es sei L = L(D) das Linienbündel auf E zu einem
Divisor D auf E vom Grad degD = 0.

Es ist also
L ∈ Pic0(E) (1.49)

Dann gilt die Beziehung
µ∗L = p∗1L⊗ p∗2L (1.50)

Wir zeigen zunächst, daß µ∗L⊗ (p∗1L)−1 auf den Fasern p−1
2 (P ) = E × P für einen

Punkt P ∈ E immer trivial ist, also(
µ∗L⊗ (p∗1L)−1) |E×P ∼= OE×P (1.51)

ist.
Es ist nämlich µ∗L|E×P ∼= τ∗PL|E , wobei τP : E → E die Abbildung Q 7→ P +Q

ist.
Weiterhin ist (p∗1L) |E×P ∼= L|E . Nun ist aber der Divisor D, der zu L gehört

vom Grad 0, also

D =
∑
i

niPi,
∑
i

ni = 0 (1.52)

Damit ist τ∗P (D) =
∑
i ni(Pi − P ) ∼

∑
i niPi = D. Also ist τ∗PL = L auf E und

damit
(
µ∗L⊗ (p∗1L)−1

)
|E×P = OE×P wie behauptet.

Nach den Halbstetigkeitssätzen ist dann

µ∗L⊗ (p∗1L)
−1

= p∗2N (1.53)
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mit einem zunächst unbekannten Linienbündel N auf E.
Wir betrachten nun (p∗2N)|P×E . Es ist µ∗L|P×E = τ∗PL|E = L|E = p∗2L|P×E .

Weiter ist p∗1L|P×E = OP×E , da p−1
1 (P ) = P ×E ist. Also ist p∗2N|P×E = p∗2L|P×E

für alle P ∈ E und damit
µ∗L⊗ (p∗1L)

−1
= p∗2L (1.54)

was offensichtlich äquivalent zur Behauptung ist.
Siehe zur Veranschaulichung der einzelnen Abbildungen und Einschränkungen

auf die Fasern auch das folgende Bild:

E × E

E

E P × E

E × P

p1

p2

1.1.13 Display einer Monade Donnerstag, 09.06.2016

Es sei X = P2
C und F ein stabiles Vektorbündel auf X vom Rang 2. Es sei

c1(F) ungerade.
Durch Tensorieren mit einem geeigneten Linienbündel OX(k) sei c1(F) =

−1 gesetzt. Es ist dann c2(F) > 1.

Lemma 1.1.3. Es seien F ein Vektorbündel auf X mit H1(F(j)) = H1(Up(j))
für alle j ∈ Z.

Dann ist F = Up ⊕ L mit L einer Summe von Linienbündeln.

Lemma 1.1.4. Ist c1(F) = −1, so ist wegen Serre–Dualität

Hj(F(i)) = H2−j(F(−i− 2)) (1.55)

Definition 1.1.1. Ein Vektorbündel F auf X heißt normalisiert, wenn c1(F)
gleich 0 oder gleich −1 ist.

Lemma 1.1.5. Ein normalisiertes Vektorbündel F ist genau dann stabil,
wenn F keine globalen Schnitte hat.

Es ist dann notwendigerweise

H0(F(−i)) = 0, für i > 0

und wegen H2(F(i− 2)) = H0(F(−i)) auch

H2(F(i− 2)) = 0, für i > 0



18 1 Algebra und Geometrie

Wir haben folgende Tafel für die Ränge der Kohomologien hj(F(i)):

j

i
0

1

2

−2 −1 0

c2 − 1 c2 c2 − 1

Dieser Kohomologietafel entspricht die Monade

0→ H1(F(−2))⊗ U2 → H1(F(−1))⊗ U → H1(F)⊗ OX → 0 (1.56)

Das Display der Monade ist

0

��

0

��
0 // W //

=
��

H //

��

F //

��

0

0 // W
α // B //

β
��

G //

��

0

H1(F)⊗ OX

��

= // H1(F)⊗ OX

��
0 0

(1.57)

mit
W = H1(F(−2))⊗ U2 (1.58)

Lemma 1.1.6. Der Modul H1
>0(F) ist mit S = H0

>0(OX) als S–Modul von

H1(F) erzeugt.

Beweis. Betrachte die Koszulauflösung eines abgeschlossenen Punktes P ∈ X:

0 // OX(−2)
(−x
′

x )// OX(−1)⊕ OX(−1)
(x,x′) //

''

OX // OP // 0

IP

==

!!
0

66

0

(1.59)

Exaktes Tensorieren mit F(i+ 1) gibt
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0→ F(i+ 1)⊗ IP → F(i+ 1)→ F(i+ 1)⊗ OP → 0 (1.60)

und damit eine Surjektion

H1(F(i+ 1)⊗ IP )→ H1(F(i+ 1))→ 0.

Der vorige Ausschnitt aus der Koszulauflösung tensoriert mit F(i+ 1) liefert

0→ F(i− 1)→ 2F(i)→ F(i+ 1)⊗ IP → 0 (1.61)

Da H2(F(i− 1)) = 0 hat man eine Surjektion

2H1(F(i))→ H1(F(i+ 1)⊗ IP )→ 0

Zusammen mit der vorigen Surjektion ergibt dies

2H1(F(i))→ H1(F(i+ 1))→ 0

Anmerkung 1.1.3. Ist nun c2 = 1, so ist H1(F) = 0 und damit H1(F(i)) = 0
für alle i > 0.

Wegen Serre–Dualität ist H1(F(i)) = H1(F(−i − 2)). Also ist auch
H1(F(i)) = 0 für i 6 −2. Es ist somit nur H1(F(−1)) 6= 0 mit Dimensi-
on 1.

Damit hat F den Rang 2 und nur die mittlere Kohomologie h1(F(−1)) = 1.
Es gleicht in diesen Daten dem Vektorbündel U = ΩX|k(1) und ist diesem
daher nach einem früheren Satz über Vektorbündel gleich.

Wir nehmen nun c2 > 2 an und steuern auf die schrittweise Konstruktion
der obigen Monade zu:

Konstruktion von G

Zunächst definieren wir die Erweiterung des Endterms der Monade mit F:

Ext1(H1(F)⊗ OX ,F) = Ext1(OX ,F)⊗H1(F)∨ =

= H1(F)⊗H1(F)∨ = Hom(H1(F), H1(F)) 6= 0 (1.62)

Die gesuchte Erweiterung G entspricht in Ext1(H1(F) ⊗ OX ,F) dem ausge-
zeichneten Element idH1(F) in Hom(H1(F), H1(F)). Wir haben also die Er-
weiterung

0→ F → G→ H1(F)⊗ OX → 0 (1.63)

die rechts senkrecht in obigem Display steht. Die Garbe G ist ein Vektorbündel,
da H1(G(i)) = 0 für i� 0 ist.
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Konstruktion von H

Als nächstes betrachten wir die Erweiterung von F mit

W = H1(F(−2))⊗ U2 = H1(F(−2))⊗ ωX(2)

dem Anfangsterm der Monade.
Es ist

Ext1(F,W) = Ext1(F(−2), ωX)⊗H1(F(−2)) =

= H1(F(−2))∨ ⊗H1(F(−2)) = Hom(H1(F(−2)), H1(F(−2))) 6= 0 (1.64)

und H entspricht wie oben dem ausgezeichneten Element idH1(F(−2)) in
Hom(H1(F(−2)), H1(F(−2))).

Wir haben so die exakte Sequenz

0→W→ H→ F → 0 (1.65)

die sich ganz oben waagrecht im Display befindet.

Konstruktion von B

Lemma 1.1.7. Es ist

Ext1(G,W) = Ext1(F,W) = Hom(H1(F(−2)), H1(F(−2)))

Beweis. Wir nehmen jetzt nochmal die Erweiterungssequenz von oben:

0→ F → G→ H1(F)⊗ OX → 0

Anwenden von Hom(−,W) und Bilden der Ext–Sequenz liefert

Ext1(OX ,W)⊗H1(F)→ Ext1(G,W)→ Ext1(F,W)→

→ Ext2(OX ,W)⊗H1(F) (1.66)

Es ist
Extj(OX ,W) = Extj(OX(−2), ωX) = H2−j(OX(−2))∨ (1.67)

Also verschwindet der Anfangs– und der Endterm in der Sequenz (1.66) und es ist

Ext1(G,W) = Ext1(F,W) = H1(F(−2))⊗ Ext1(F(−2), ωX) =

= H1(F(−2))⊗H1(F(−2))∨ 6= 0 (1.68)

Damit definiert das Element uH in Ext1(F,W), das H entspricht, ein Ele-
ment uB in Ext1(G,W), das zu einer Erweiterung

0→W→ B→ G→ 0

gehört.
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Konstruktion von H→ B

Wir wollen jetzt eine Abbildung H → B wie im Display vorhanden konstru-
ieren. Wir beginnen mit dem Diagramm

0 // W //

i��

H //

��

F //

��

0

0 // W // B // G // 0

(1.69)

Wir entnehmen die Sequenz

Hom(H,W)→ Hom(H,B)→ Hom(H,G)→ Ext1(H,W) (1.70)

Lemma 1.1.8. Es ist Ext1(H,W) = 0.

Beweis. Es ist

Ext1(H,W) = Ext1(H(−2), ωX)⊗H1(F(−2)) (1.71)

und
Ext1(H(−2), ωX) = H1(H(−2))∨ = 0 (1.72)

Lemma 1.1.9. Es ist Hom(H,W) = 0.

Beweis. Es gilt

Hom(H,W) = Hom(H(−2), ωX)⊗H1(F(−2)) (1.73)

und
Hom(H(−2), ωX) = H2(H(−2))∨ (1.74)

Nun ist aber
0→W(−2)→ H(−2)→ F(−2)→ 0

exakt und H2(F(−2)) = 0. Weiterhin ist

H2(W(−2)) = H2(ωX)⊗H1(F(−2)) = H1(F(−2))

und
H1(H(−2)) = 0

Damit ist H1(F(−2))
∼→ H2(W(−2)) und wegen H2(F(−2)) = 0 auch H2(H(−2)) =

0.

Es ist also Hom(H,W) = 0 und die Abbildung H → G aus obigem Dia-
gramm erweitert sich eindeutig zu einer Abbildung H → B, die das Quadrat
ganz rechts im Diagramm kommutieren läßt.

Gleichzeitig wird eine Abbildung i : W→W induziert, von der wir zeigen
müssen, daß es sich um die Identität handelt.

Lemma 1.1.10. Es ist H1(B(j)) = H1(B(−j − 2)) = 0 für j > 0 und es ist
H1(B(−1)) = H1(F(−1)).



22 1 Algebra und Geometrie

Beweis. Die erste Gleichheit folgt aus der Serre–Dualität. Aus 0→W→ B→ G→
0 entnehmen wir

H1(W(j))→ H1(B(j))→ H1(G(j))→ H2(W(j))

Der Term ganz links verschwindet für alle j, da H1(U2(j)) = 0 für alle j. Weiterhin
ist H1(G(j)) = 0 für alle j > 0. Damit ist die erste Gleichheit im Lemma gezeigt.

Es bleibt j = −1. Hier verschwindet H2(W(−1)), da H2(U2(−1)) = 0 ist. Aus
der Sequenz 0 → F → G → H1(F) ⊗ OX → 0 entnehmen wir nach Tensorieren mit
OX(−1):

H1(F)⊗H0(OX(−1))→ H1(F(−1))→ H1(G(−1))→ H1(OX(−1))⊗H1(F)

Da die Endterme verschwinden, haben wir H1(G(−1)) = H1(F(−1)), und mit der

vorigen Sequenz für j = −1 auch H1(B(−1)) = H1(F(−1)).

Lemma 1.1.11. Es ist rangB = 2c2.

Korollar 1.1.1. Es ist B = H1(F(−1))⊗ U .

Lemma 1.1.12. Es ist Hom(B,W) = 0.

Beweis. Es ist Hom(B,W) = Hom(B(−2), ωX) ⊗H1(F(−2)). Weiter ist aufgrund

der eben berechneten Form von B auch Hom(B(−2), ωX) = Hom(U(−2), ωX) ⊗
H1(F(1)). Nun ist aber Hom(U(−2), ωX) = H2(U(−2))∨ = 0.

1.1.14 Ein etaler Morphismus Montag 27.06.2016

Betrachte A = Q[x] und C = A[y] sowie

f = xy2 − (x2 + 1)y − (x3 + 1) (1.75)

und

f ′ =
∂f

∂y
= 2xy − (x2 + 1) (1.76)

Es sei B = C/(f) und B′ = Bf ′ .

Man berechnet ΩB|A durch 0→ J → B ⊗A B
∆−→ B → 0 mit ∆(b1, b2) =

b1b2 und der Beziehung
ΩB|A = J/J2 (1.77)

Es ergibt sich

ΩB|A =

= (B ⊗A B)/(y − y′, 2y′x− x2 − 1, y′2 + 2y′ + x2 − x) =

= (B ⊗A B)/K (1.78)

wobei y resp. y′ für die Variable y im ersten resp. zweiten Faktor von B⊗AB
steht.
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Das Ideal K ⊆ B⊗AB wird mit ∆ auf B nach vorne geschoben und liefert
das Ideal K ′ = (5x4 + 2x2 + 4x+ 1, 2y + 5x3 + x+ 4). Es ist dann auch

ΩB|A = B/(5x4 + 2x2 + 4x+ 1, 2y + 5x3 + x+ 4) = B/K ′ (1.79)

Es ist also suppΩB|A = AnnB(B/K ′) = V (K ′). Wegen (K ′ : f ′) = (1) ist
(ΩB|A)f ′ = 0 also ΩB′|A = 0 und A→ B′ etale.

Das interessante an diesem Beispiel ist, daß B′ = (A[y]/f(y))f ′(y) etale
über A ist, mit einem nicht–monischen Polynom f(y). Geometrisch bedeutet
das Verschwinden des führenden Terms in f(y) für x = 0, daß für x = 0 einer
von den generisch zwei Punkten in Spec (B) über einem Punkt von Spec (A)
ins Unendliche abwandert.

1.1.15 Normale und zusammenhängende projektive algebraische
Schemata Montag, 01.08.2016

Es sei X ⊆ Pnk ein normales und zusammenhängendes Unterschema des pro-
jektiven Raums über dem Körper k.

Dann gilt

Proposition 1.1.1. 1. X ist ein Integritätsschema, also eine Varietät.
2. X = proj (S) = proj (k[X0, . . . , Xn]/I(X)) mit dem Primideal I(X).
3. Es ist S′ =

⊕
d>0 Γ (X,OX(d)) der ganze Abschluß S′′ von S in K(S),

wobei K(S) = { fg | f ∈ Se, g ∈ Se′} der homogene Quotientenkörper von
S ist.

Beweis. 1.X normal bedeutet: OX,x ist normaler Integritätsring für alle x ∈ X. Also
ist X reduziert. Wäre X = X1∪· · ·∪Xr eine Zerlegung in irreduzible Komponenten,
so wäre Xi ∩Xj 6= ∅ für geeignete i, j. Für jedes x ∈ Xi ∩Xj wäre dann OX,x kein
Integritätsring, da Xi und Xj verschiedene minimale Primideale induzieren.

2. Es sei fg ∈ I(X) und g /∈ I(X). Dann ist g /∈ I(X)(xi) für alle i = 0, . . . , n,
denn wäre g|Ui = 0, so wäre, da X Integritätsschema, auch g = 0 auf ganz X, also
g ∈ I(X). Also ist f |Ui = 0, also xNi f ∈ I(X) für alle i. Da I(X) nach Definition
saturiert ist, folgt f ∈ I(X). Also ist I(X) ein Primideal von k[X0, . . . , Xn].

3. Für Γ (X,OX(d)) 3 α = fi/x
e
i mit einem universellen e für alle i und fi ∈ Sd+e

folgt αS>N ⊆ S>N für N � 0. Da S>N ein endlich erzeugter S-Modul ist, folgt α
ganz über S.

Sei umgekehrt s = f/g ∈ K(S), ganz über S, mit deg(s) = d. Es gibt die
Gleichung

sm + c1s
m−1 + · · ·+ cm = 0 (1.80)

Teilt man durch xmdi , so entsteht(
s

xdi

)m
+
c1
xdi

(
s

xdi

)m−1

+ · · ·+ cm
xmdi

= 0 (1.81)

Behält man nur die Komponente vom Grad 0, so ist s

xdi
als ganz über S(xi) nachge-

wiesen. Da X normal, ist S(xi) ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkörper,
also ai = s/xdi ∈ S(xi). Damit ist s = aix

d
i , und s definiert so über (aix

d
i ∈
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Γ (D+(xi),OX(d)))i, die miteinander verkleben, ein Element s ∈ Γ (X,OX(d)). Also
ist S′′ ⊆ S′ und da nach der Eingangsüberlegung sowieso S′ ⊆ S′′ ist, folgt S′ = S′′

wie behauptet.

1.1.16 Resultanten als Kombination ihrer Polynome Donnerstag,
22.09.2016

Es sei A ein kommutativer Integritätsing und R = A[x] der Polynomring über
A. Weiter seien

f(x) = amx
m + am−1x

m−1 + · · ·+ a0 (1.82)

g(x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b0 (1.83)

zwei Polynome in R. Dann ist ResA(f, g) = D mit D ∈ A die folgende Deter-
minante

D = det



am am−1 . . . a0 0 . . . . .
0 am am−1 . . . a0 0 . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . 0 am am−1 . . . a0

bn bn−1 . . . b0 0 . . . . .
0 bn bn−1 . . . b0 0 . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . 0 bn bn−1 . . . b0


= detM(f, g) (1.84)

Der Ausdruck ResA(f, g) heißt die Resultante von f und g in x.
Die Matrix M = M(f, g) ist also eine quadratische (n+m)×(n+m) Matrix

in der oben n Verschiebungen von (am, am−1, · · · , a0) stehen und unten m
Verschiebungen von (bn, bn−1, · · · , b0). Die Matrix heißt auch Sylvestermatrix
von f und g.

Die Lösungen v = (rn−1, . . . , r0, sm−1, . . . , s0) der Gleichung

v ·M(f, g) = w

mit w = (wn+m−1, . . . , w0) entsprechen den Polynomen

r(x) = rn−1x
n−1 + · · ·+ r0 (1.85)

s(x) = sm−1x
m−1 + · · ·+ s0 (1.86)

mit
r(x)f(x) + s(x)g(x) = wm+n−1x

m+n−1 + · · ·+ w0

Da für w = 0 ein v 6= 0 wie oben mit vM = 0 genau dann existiert, wenn
detM = Res(f, g) = 0 ist, entscheidet das Verschwinden der Resultante über
die Existenz zweier Polynome r, s mit rf + sg = 0 und deg r < deg g und
deg s < deg f . Dies ist wiederum, wie man sich überlegen kann, äquivalent
zur Existenz eines gemeinsamen Faktors von f und g.
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Aus der Matrizengleichung

MadM = (detM)E = DE

genauer aus ihrer untersten Zeile entnehmen wir die Existenz eines Vektors
v ∈ Am+n mit vM = (0, . . . , 0, D). Dieser Vektor v ist die unterste Zeile von
Mad und definiert nach obiger Überlegung zwei Polynome r, s ∈ A[x] mit
deg r < deg g und deg s < deg f , so daß

rf + sg = D = ResA(f, g)

ist.

1.1.17 Die Grassmannvarietät Gr(k, n) Samstag, 24.09.2016

Es sei für einen Körper κ und ganze Zahlen k 6 n sowie einen n–dimensionalen
κ–Vektorraum V sei

Gr(k, V ) = {W |W ⊆ V, Untervektorraum mit dimκW = k} (1.87)

die Grassmannvarietät der k–Untervektorräume in V . Man schreibt auch
Gr(k, n) für Gr(k, κn).

Fahnen und Zellen

Es sei
(0) = V0 ⊆ V1 ⊆ V2 ⊆ · · · ⊆ Vn−1 ⊆ Vn = V (1.88)

eine ausgezeichnete Fahne in V mit dimVi = i.
Für eine bestimmte Folge ganzer Zahlen [a1, . . . , ak] mit i 6 ai 6 n−k+ i

definieren wir eine Teilmenge Σ[a1,...,ak] ⊆ Gr(k, V ) durch

Σ[a1,...,ak] = {W ∈ Gr(k, V ) | dimW ∩ Vai = i, für alle i} (1.89)

Es gibt mit

n− k + i− ai = λi (1.90)

ai = n− k + i− λi (1.91)

eine eineindeutige Beziehung zwischen [a1, . . . , ak] und (λ1, . . . , λk) wobei 0 6
λi 6 n− k und λi+1 6 λi ist. Es ist ja

1 6 a1 < a2 < · · · < ak 6 n

also ak−ν 6 n−ν. Weiterhin ist dann ak−ν−(k−ν) 6 n−k, also aµ−µ 6 n−k
und wegen aµ < aµ+1 auch aµ − µ < aµ+1 − µ und deshalb

aµ − µ 6 aµ+1 − (µ+ 1)
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Es ist also a′µ = aµ − µ eine monoton (aber nicht notwendig streng monoton)
wachsende Folge von ganzen Zahlen 0 6 a′1 6 · · · 6 a′k 6 n− k.

Die λµ sind dann

λµ = n− k − a′µ = n− k + µ− aµ

Stellen wir das nochmal um, so ergibt sich

aµ = n− k + µ− λµ

Es ist ja nun aµ so definiert, daß dimW ∩Vaµ = µ wird. Dies wird spätestens
für aµ = n− k+ µ der Fall sein, denn es ist ja dimW = k. Der Index λµ gibt
somit an,

”
um wieviel früher“ der Schnitt W ∩Vaµ die Dimension µ annimmt.

Struktur als Varietät

Es sei M = Mat(k, n) der Raum der k × n Matrizen mit Koeffizienten aus
κ. Weiter seien I, J,K ⊆ {1, . . . , n} Teilmengen der Mächtigkeit k. Für ein
A ∈M bezeichnen wir mit AI die k × k–Untermatrix von A aus den Spalten
i1, . . . , ik.

Es sei MI die Menge der Matrizen A ∈M, so daß AI invertierbar ist.
Die Untervektorräume W ⊆ V der Dimension k entsprechen den Matrizen

A ∈ M unter der Äquivalenz A ' A′ genau dann, wenn eine invertierbare
k × k–Matrix B existiert mit BA = A′.

Es sei W ∈ Gr(k, n) und A(W ) ∈M eine darstellende Matrix für W . Dann
ist A ∈ MI für ein geeignetes I. Die Matrix A−1

I A = A′ hat die Eigenschaft

A′I = Ek×k. Wir nennen UI die affine Varietät Ak(n−k)
κ , die der Menge

UI :=
{
A ∈MI | AI = Ek×k

}
(1.92)

entspricht. Für jedes W ∈ Gr(k, n) existiert also mindestens ein I mit A(W ) ∈
UI und dieses A(W ) ist eindeutig bestimmt.

Es sei UIJ = UI ∩MJ und UIJK = UIJ ∩ UIK , offene Mengen in UI , da
sie Komplemente von abgeschlossenen Mengen sind, die als Verschwindungs-
mengen von Determinantengleichungen entstehen.

Die Varietät Gr(k, n) entsteht durch Verkleben der UIJ ⊆ UI mit UJI ⊆
UJ durch die Abbildungen

ψIJ : A 7→ A−1
J A (1.93)

Die Abbildungen sind kompatibel als Abbildungen

UIJK
g //

h

$$

UJIK

fzz
UKIJ

(1.94)
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mit g = ψIJ , f = ψJK und h = ψIK .
Es ist nämlich für A ∈ UIJK das Bild

g(A) = A−1
J A

und
f(A′) = (A′K)−1A′

sowie
h(A) = A−1

K A.

Nun ist aber

f(g(A)) = (A−1
J A)−1

K A−1
J A = (A−1

J AK)−1A−1
J A =

= A−1
K (A−1

J )−1A−1
J A = h(A). (1.95)

Proposition 1.1.2. Die Menge Gr(k, V ) trägt die Struktur einer κ–Varietät
der Dimension N = k(n − k) und die Σ(λ1,...,λk) sind eine Zellenzerlegung
dieser Varietät.

Proposition 1.1.3. Es ist mit N = k(n− k) die Dimension

dimΣ(λ1,...,λk) = N − (λ1 + · · ·+ λk) (1.96)

Die Matrix M = M[a1,...,ak] mit

M =


∗ ∗ · · · ∗ 1 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
∗ ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗ 1 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
∗ ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗ 1 0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

∗ ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗ 1 0 · · · 0

 (1.97)

hat k Zeilen und n Spalten. Die 1 in Zeile i steht in Spalte ai. Die Dimension
des Raumes dieser Matrizen ist

kn−
∑
i

(n− ai + 1) + (k − i) = kn− F (1.98)

Der Ausdruck n − ai + 1 zählt die 1 und die Nullen in Zeile i, der Ausdruck
k − i die Nullen unter der 1 in Spalte ai.

Mit ai = n− k + i− λi ist

F =
∑
i

(2(k − i) + 1 + λi) = k2 +
∑
i

λi (1.99)

Die Kodimension C des Raumes der Matrizen M[a1,...,ak] = M(λ1,...,λk) bezo-
gen auf k(n− k), die Dimension von Gr(k, n), ist

C = k(n− k)− (kn− F ) = k(n− k)−

(
kn−

(
k2 +

∑
i

λi

))
=

= kn− k2 − kn+ k2 +
∑
i

λi =
∑
i

λi (1.100)
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1.1.18 Änderung von H1(X,ΩX) unter Aufblasung eines Punktes
P in einer Fläche X. Freitag, 06.01.2017

Alle Varietäten seien über dem Körper k definiert.
Zunächst eine allgemeine Vorüberlegung für eine beliebige Aufblasung π :

X̃ → X einer regulären Varietät X in einer regulären Untervarietät Y ⊆ X
mit exzeptionellem Divisor E.

Wir haben das Diagramm

E

π′��

i // X̃

π
��

Y
j // X

(1.101)

Es seien N∨Y/X = IY |X/I
2
Y |X und N∨

E|X̃
= IE|X̃/I

2
E|X̃

. Es ist dann E =

P(NY |X) und OE(1) = N∨
E|X̃

. Daraus folgt

π′∗N∨Y |X → N∨
E|X̃ → 0 (1.102)

ist exakt.
Weiterhin ist exakt

0→ π∗ΩX → ΩX̃ → ΩX̃|X → 0 (1.103)

Die Exaktheit links folgt aus π∗ΩX |U = ΩX̃ |U für die in der Varietät X̃ dichte

offene Menge U = X̃−E und der Tatsache, daß π∗ΩX und ΩX̃ Vektorbündel

auf X̃ sind, also lokal von der Form OmV für V ⊆ X̃, offen, und m geeignet.
Anwenden von i∗ liefert

0→ i∗π∗ΩX → i∗ΩX̃ → i∗ΩX̃|X → 0 (1.104)

Man beachte i∗ΩX̃|X = ΩX̃|X , da ΩX̃|X ihren Support in E hat. Ferner ist

exakt
0→ π′∗ΩY → ΩE → ΩE|Y → 0 (1.105)

denn π′ : E → Y ist glatt, sowie

0→ N∨
E|X̃ → i∗ΩX̃ → ΩE → 0 (1.106)

und
0→ N∨Y |X → j∗ΩX → ΩY → 0 (1.107)

Durch Anwenden von π′∗ folgt (beachte Nichtexaktheit links):

π′∗N∨Y |X → π′∗j∗ΩX → π′∗ΩY → 0 (1.108)

Insgesamt ergibt sich das Diagramm (beachte u.a. π′∗j∗ΩX = i∗π∗ΩX):
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0

��

0

��
π′∗N∨Y |X

//

��

π′∗j∗ΩX

��

// π′∗ΩY

��

// 0

0 // N∨
E|X̃

��

// i∗ΩX̃

��

// ΩE

��

// 0

0 // i∗ΩX̃|X

��

// ΩE|Y

��

// 0

0 0

(1.109)

Es sei nun X eine nichtsinguläre 2–dimensionale projektive Varietät, also eine
Fläche und Y = P ein abgeschlossener Punkt. Es ist damit auch E ∼= P1 und
ΩX̃|X = ΩE|Y = ΩE . Die Sequenz (1.103) ist also von der Form

0→ π∗ΩX → ΩX̃ → ΩE → 0 (1.110)

Wir betrachten die lange exakte Kohomologiesequenz der Hi(X̃,−) hiervon:

Zunächst ist Hi(X̃, π∗ΩX) = Hi(X,ΩX), denn: Es ist

Riπ∗π
∗ΩX = Riπ∗(OX̃ ⊗ π

∗ΩX) = Riπ∗OX̃ ⊗ΩX (1.111)

Nach einem allgemeinen Satz ist

Riπ∗OX̃ = 0 für i > 0 (1.112)

π∗OX̃ = OX (1.113)

Also ist Riπ∗π
∗ΩX = 0 für i > 0 und deshalb nach der Leray–Spektralsequenz

(erste Gleichheit) und nach obigen Überlegungen für i = 0 (zweite Gleichheit):

Hi(X̃, π∗ΩX) = Hi(X,π∗π
∗ΩX) = Hi(X,ΩX) (1.114)

Es bleiben die Hi(X̃,ΩE) zu untersuchen: Es ist Hi(X̃,ΩE) = Hi(E,ΩE) =
Hi(P1,OP1(−2)). Also

H2(E,ΩE) = 0 (1.115)

H1(E,ΩE) = k (1.116)

H0(E,ΩE) = 0 (1.117)

Nach der langen exakten Kohomologiesequenz zu (1.110) ist also

H0(X̃, π∗ΩX) = H0(X,ΩX) = H0(X̃,ΩX̃)

und wegen Serre–Dualität von ΩX auf X und ΩX̃ auf X̃ auch
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H2(X̃, π∗ΩX) = H2(X,ΩX) = H2(X̃,ΩX̃).

Es bleibt die mittlere Sequenz, die jetzt exakt ist:

0→ H1(X,ΩX)→ H1(X̃,ΩX̃)→ k → 0 (1.118)

Wir haben also

Theorem 1.1.2. Es sei π : X̃ → X die Aufblasung einer nichtsingulären
Fläche X in einem abgeschlossenen Punkt P : Dann ist

h1,0(X̃) = h1,0(X) (1.119)

h1,2(X̃) = h1,2(X) (1.120)

h1,1(X̃) = h1,1(X) + 1 (1.121)

mit hp,q(F ) = Hq(F,ΩpF ), den Hodge–Zahlen.

1.1.19 Integralkurven eines holomorphen Vektorfeldes z 7→ f(z)
von C→ TC. Montag, 13.02.2017

Es sei z 7→ f(z) ein holomorphes Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge U ⊆
C. Gesucht ist eine holomorphe Funktion Q(z), so daß =Q(z) = c für c ∈ R
ein System von Integralkurven für f(z) bildet.

Wir schreiben die Differentialgleichung für eine einzige Integralkurve:

dz

dt
= f(z(t)) = f(z) (1.122)

Es folgt
dz

f(z)
= dt⇒

∫
dz

f(z)
= t+ c⇒ Q(z) = t+ c (1.123)

indem wir Q(z) =
∫
dz/f(z) setzen. Nun ist t reell und c ∈ C beliebig. Die

Integralkurve ist also durch

=Q(z) = =c = const.

gekennzeichnet.

Beispiel 1.1.1. Es sei f(z) = z, das Vektorfeld mit radial vom Ursprung nach
außen strebenden Vektoren. Dann ist Q(z) =

∫
dz/z = log(z) = log(r) + iφ.

Es ist also
=Q(z) = = log(z) = φ = const.

und das sind in der Tat die Integralkurven von z 7→ z.
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1.1.20 Kohomologiegruppen von OP(d) auf Pn
A. Montag 11.09.2017

Es sei S = A[x0, . . . , xn] ein Polynomring über dem kommutativen Ring A.

Dann ist X = PnA = proj (S) und OP(d) = S̃(d).
Um die KohomologienHi(X,OP(d)) zu berechnen, bilden wir M =

⊕
d∈Z OP(d)

und berechnen Hi(X,M). Dazu wählen wir die affine Überdeckung

U = (Ui = D+(xi))i=0,...,n

und berechnen Ȟi(X,M).
Es ist

Γ (Ui0,...,ip ,M) = Sxi0 ·····xip

Die Abbildungen dp : Čp(U,M)→ Čp+1(U,M) werden durch

pi0,··· ,ip+1
(dp) =

p+1∑
ν=0

(−1)ν liνi0,...,ip+1

gegeben, wobei

liνi0,...,ip+1
: Γ (Ui0,...,îν ,...,ip+1

,M) = Sxi0 ·····x̂iν ····xip+1
→

Γ (Ui0,...,ip+1
,M) = Sxi0 ·····xip+1

(1.124)

durch die kanonische Inklusion

liνi0,...,ip+1
: Sxi0 ···x̂iν ···xip+1

→ Sxi0 ·····xip+1

gegeben ist.
Wir fassen nun für ein homogenes f ∈ S die Lokalisierung Sf als

Sf = lim−→
m>0

(
S(0) ·f−→ S(1) ·f−→ S(2) ·f−→ · · ·

)
auf, wobei S(i) = S ist und die Abbildung lim−→m>0

S(m) → Sf durch

am 7→ am/f
m gegeben ist. Die Abbildung liνi0,...,ip+1

wird dann durch die Mul-
tiplikationen

S(m)
·xmiν−−→ S(m)

in den Darstellungen

Sxi0 ···xip+1
= lim−→
m>0

(
S(0)

·xi0 ···xip+1−−−−−−−→ S(1)
·xi0 ···xip+1−−−−−−−→ · · ·

)
und
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Sxi0 ···x̂iν ···xip+1
= lim−→
m>0

(
S(0)

·xi0 ···x̂iν ···xip+1−−−−−−−−−−−→ S(1)
·xi0 ···x̂iν ···xip+1−−−−−−−−−−−→ · · ·

)
gegeben.

Betrachtet man nun nur die Ebene der S(m), so wird der Komplex
Čp(U,M) durch den Koszul-Komplex Kn−p(x

m
0 , . . . , (−1)jxmj , . . . , (−1)nxmn )

dargestellt, also im ganzen

lim−→
m>0

Kn−p(x
m
0 , . . . , (−1)nxmn ) = Čp(U,M)

Um dies einzusehen ordne man dem Term Γ (Ui0,...,ip ,M) auf der Ebene m
den Ausdruck S i0∧· · ·∧ ip zu, so daß die Abbildung dp durch die Summe der

S i0 ∧ · · · ∧ îν ∧ · · · ∧ ip+1

(−1)νxmiν−−−−−−→ S i0 ∧ · · · ∧ ip+1

dargestellt wird.
Nun entspreche i0 ∧ · · · ∧ ip im zu konstruierenden Koszul–Komplex dem

Term S î0 ∧ · · · ∧ îp also dem Produkt der 0, . . . , n, die nicht unter den
i0, . . . , ip auftauchen. Man hat dann im Koszul–Komplex K•(x

m
0 , . . . , x

m
n ) den

Übergang

S î0 ∧ · · · îν−1 ∧ iν ∧ îν+1 · · · ∧ îp+1

·(−1)iν−νxmiν−−−−−−−−→ S î0 ∧ · · · ∧ îp+1

von Kn+1−(p+1) = Kn−p nach Kn+1−(p+2) = Kn−p−1. Es stehen ja im Kom-

plementärausdruck zu i0 ∧ · · · ∧ îν ∧ · · · ∧ ip+1 vor dem darin auftretenden iν
genau iν − ν Elemente aus 0, . . . , iν − 1, so daß nach den Regeln des Koszul–
Komplexes der Faktor (−1)iν−νxmiν aufgenommen wird. Bringt nun xmiν selbst
den Faktor (−1)iν mit, so entspricht der entstehende Koszul–Komplex unter

der Komplementarität von i0 ∧ · · · ∧ ip 7→ î0 ∧ · · · ∧ îp genau dem (m-Teil des)
Cech–Komplex Č•(U,M) in umgekehrter Indizierung.

Da xm0 , . . . , x
m
n eine reguläre Folge in S ist, ist hν(K•(x

m
0 , . . . , x

m
n )) = 0

für ν = 1, . . . , n+ 1. Also ist hp(Č•(U,M)) = 0 für p = n−1, . . . , 1 und damit

Hi(X,OP(d)) = 0

für alle d und i = 1, . . . , n− 1.
Genaue Untersuchung der Ränder des Koszul-Komplexes ergibt dann auch

noch die Beziehungen
H0(X,M) = S

und
Hn(X,M) = 1/(x0 · · ·xn)A[1/x0, . . . , 1/xn]
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1.1.21 Berechnung der algebraischen de Rham–Kohomologie
Hi

DR(X). Dienstag 17.10.2017

Es sei X/k eine algebraische Varietät über k = C. Betrachte die Sequenz
(Ω•X|k)

OX = Ω0
X|k

d0−→ Ω1
X|k

d1−→ Ω2
X|k

d2−→ · · ·

wobei ΩpX|k =
∧p

ΩX|k und dp : ΩpX|k → Ωp+1
X|k die äußere Ableitung ist. Diese

ist k–linear aber nicht OX–linear.
Man definiert die i–te de Rham Kohomologie von X als

Hi
DR(X) = Hi(Ω•X|k)

wobei Hi(L•) für die i–te Hyperkohomologie des Komplexes L• steht.
Ist X eine affine Varietät, so ist

Hi(Ω•X|k) = hi(Ω•X|k(X))

wobei hi(L•) für die gewöhnliche i–te Kohomologie von L• steht. Dies gilt,
weil Hj(X,ΩpX|k) = 0 für j > 0, denn ΩpX|k ist eine quasikohärente Garbe auf

einem affinen Schema.

Theorem 1.1.3. Es sei U = X − Y mit X = Ank und Y = V (f1, . . . , fr)
einem abgeschlossenen Unterschema von X. Es ist dann konstruktiv möglich
Hi

DR(U) zu berechnen.

Dies geschieht mittels D–Moduln und ist beschrieben in

Algorithmic Computation of de Rham Cohomology of Complements of
Complex Affine Varieties, U. Walther, J. Symb. Comput. 29, No. 4–5, 795–
839

Aus

On the De Rham cohomology of algebraic varieties, R. Hartshorne, Publ.
Math., Inst. Hautes Étud. Sci. 45, 5–99

entnehmen wir in der Situation des Theorems und mit der Zusatzannahme,
daß Y glatt ist, die Sequenz (Theorem 3.3):

· · ·Hq(Y )→ Hq(X)→ Hq(X − Y )→ Hq−1(Y )→ Hq−1(X)→ · · ·

wo Hq(W ) für die dort definierte de Rham Homologie steht, und die Bezie-
hungen (Proposition 3.4)

Hq(X) = H2n−q
DR (X)

Hq(Y ) = H2r−q
DR (Y )
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mit dimX = n und dimY = r gelten.
Zusammen ergibt dies

· · · → H2r−q
DR (Y )→ H2n−q

DR (X)→ H2n−q
DR (U)→ H2r−q+1

DR (Y )→ H2n−q+1
DR (X)→ · · ·

oder auch mit s = codim(Y,X) = n− r:

· · · → Hq−2s
DR (Y )→ Hq

DR(X)→ Hq
DR(U)→ Hq+1−2s

DR (Y )→ Hq+1
DR (X)→ · · ·

Nun ist aber Hq
DR(X) = Hq

DR(Ank ) = 0 für q > 0, also

Hi
DR(Y ) = Hi+2s−1

DR (U)

Da Hq
DR(U) nach obigem Theorem für alle q berechnet werden kann, gilt dies

auch für Hi
DR(Y ).

Es ist nun der Fall eines allgemeinen quasiprojektiven X ⊆ Pnk zu disku-
tieren. Wir nehmen zunächst an, daß X glatt ist.

Es sei
X = X̄ ∩ (Pnk − Z) = X̄ ∩ U

mit abgeschlossenen Schemata X̄, Z ⊆ Pnk und Z = V (g1, . . . , gs) wo gi ho-
mogene Polynome im Koordinatenring von Pnk sind.

Nimmt man die offenen Mengen

Ui = D+(gi) ⊆ Pnk

so ist Vi = Ui ∩X eine offene Überdeckung von X mit affinen, in X offenen,
Mengen.

Es ist sogar Vi0···iq = Ui0···iq ∩ X ⊆ Ui0···iq ein abgeschlossenes glattes,
affines Unterschema des affinen Schemas

Ui0···iq = Ui0 ∩ · · · ∩ Uiq = D+(gi0 · · · · · giq ).

Mit einer Veronese–Einbettung vd : Pnk → PNk wobei d =
∏q
ν=0 deg giν ist,

ist
vd : v−1

d (D+(w)) = Ui0···iq → D+(w) = ANk
eine abgeschlossene Immersion. Dabei ist w eine aus

∏q
ν=1 giν abgeleitete Li-

nearform im Koordinatenring von PNk .
Da i : Vi0···iq → Ui0···iq eine abgeschlossene Immersion ist, ist auch

v′d = vd ◦ i : Vi0···iq → Ui0···iq
vd−→ D+(w) = ANk

eine abgeschlossene Immersion.
Es ist also Vi0···iq

∼= v′d(Vi0···iq ) sogar ein glattes abgeschlossenes Unter-
schema von ANk .

Nach obigem ist damit Hp
DR(Vi0···iq ) explizit berechenbar.
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Betrachte nun die Cech-de Rham Spektralsequenz für die Überdeckung
V = (Vi)i∈I von X:

Epq0 = Čq(V, ΩpX|k) =
∏

i0<···<iq

Γ (Vi0,...,iq , Ω
p
X|k)

Nach allgemeinen Sätzen konvergiert Epqr gegen die H•DR(X):

Epqr ⇒ H•DR(X)

Siehe dafür

On the de Rham cohomology of algebraic varieties, M. Stevenson,

http://www-personal.umich.edu/~stevmatt/algebraic_de_rham.pdf

Abschnitt 4.1, p. 7.

Bildet man Epq1 mit Bildung der Kohomologie entlang der p–Achse, so
ergibt sich

Epq1 =
∏

i0<···<iq

Hp
DR(Vi0,...,iq )

Man beachte dafür, daß, weil Vi0,...,iq affin, die Gleichheit

Hp
DR(Vi0,...,iq ) = Hp(Ω•Vi0,...,iq |k) = hp(Γ (Vi0,...,iq , Ω

•
Vi0,...,iq |k

))

gilt.
Wie oben bemerkt ist Hp

DR(Vi0,...,iq ) explizit berechenbar und zumindest
theoretisch ist damit auch der Grenzwert H•DR(X) der Spektralsequenz einer
expliziten Berechnung zugänglich.

Anmerkung 1.1.4. Der Vorteil mit den Epq1 =
∏
i0<···<iq H

p
DR(Vi0,...,iq ) zu

rechnen, anstelle mit der Seite Epq0 direkt anzufangen, liegt darin, daß die
Elemente Epq0 unendliche, aber die Epq1 endliche k–Moduln sind.

Das folgende Theorem ist aus obiger Arbeit von Hartshorne (Theorem
4.4):

Theorem 1.1.4. Es sei f : X ′ → X eine eigentliche Abbildung von Schemata
und Y ⊆ X ein Unterschema von X, sowie Y ′ = f−1(Y ) das Urbildschema
von Y .

Es gelte

i) Die Abbildung f bilde X ′ − Y ′ isomorph auf X − Y ab.
ii) Weiter gebe es abgeschlossene Immersionen X ′ → Z ′ und X → Z in

glatte Schemata Z ′, Z, sowie einen eigentlichen Morphismus g : Z ′ → Z
mit

X ′ −−−−→ Z ′

f

y g

y
X −−−−→ Z

der Z ′ − g−1(Y ) isomorph auf Z − Y abbildet.
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Dann gibt es eine lange exakte Sequenz in der de Rham–Kohomologie

· · · → Hq
DR(X)→ Hq

DR(X ′)⊕Hq
DR(Y )→ Hq

DR(Y ′)→ Hq+1
DR (X)→ · · ·

(1.125)

Wir können es verwenden, um für ein beliebiges quasiprojektives Schema
X ⊆ Pnk = Z die Kohomologien Hq

DR(X) zu berechnen.
Wir schreiben X = X0∩U mit einem abgeschlossenen X0 ⊆ Pnk und einem

offenen U ⊆ Pnk .
Wir können für X0 eine Desingularisierung f : X ′0 → X0 finden, sowie

einen eigentlichen Morphismus g : Z ′ → Z mit

X ′0 −−−−→ Z ′

f

y g

y
X0 −−−−→ Z

wo die waagrechten Abbildungen abgeschlossene Immersionen und X ′0 und Z ′

glatte Schemata sind. (Vergleiche die Bemerkung nach dem obigen Theorem in
dem Artikel von Hartshorne). Die Abbildung g ist die wiederholte Aufblasung
an regulären Unterschemata.

Der Morphismus f : X ′0 → X0 erfüllt nun die Bedingungen des vorigen
Theorems mit X = X0, X ′ = X ′0 sowie Y = Y0 ⊆ X0, geeignetes echtes Un-
terschema mit dimY0 < dimX0, und Y ′ = Y ′0 = f−1(Y0). Man kann Y0 als
das Unterschema der singulären Punkte von X0 wählen, (

”
strong desingula-

rization“).
Bildet man die Basiserweiterung von g mit U → Z und die von f mit

U ∩X0 → X0, so ergibt sich ein kompatibles System

X ′ = f−1(U ∩X0) −−−−→ g−1(U)

f ′
y g

y
X −−−−→ U

so daß der Morphismus f ′ : f−1(U ∩X0) → X die Bedingungen des vorigen
Theorems mit X = X, X ′ = f−1(U ∩ X0), Y = Y0 ∩ U , Y ′ = f ′−1(Y0 ∩ U)
erfüllt.

Es ist aber X ′ als offener Teil von X ′0 ein glattes, quasiprojektives Schema,
so daß Hq

DR(X ′) berechenbar ist. Ebenso sind Hq
DR(Y ) und Hq

DR(Y ′) kraft
Induktion über die Dimension der Varietät, deren Kohomologie gesucht wird,
berechenbar.

Die lange exakte Sequenz aus dem vorigen Theorem ergibt deshalb Bedin-
gungen, aus denen sich auch Hq

DR(X) berechnen läßt:

Hq
DR(X ′)⊕Hq

DR(Y )→ Hq
DR(Y ′)→ Hq+1

DR (X)→
→ Hq+1

DR (X ′)⊕Hq+1
DR (Y )→ Hq+1

DR (Y ′) (1.126)

Damit können nun Hq
DR(X) für alle quasiprojektiven X ⊆ Pnk berechnet wer-

den.
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1.1.22 Gröbner bases of resultants and their monomial ideals.
Donnerstag, 16.11.2017

Consider the ring R = Q[x, a1, . . . , am] for a certain integer m and the homo-
geneous polynomial

f = xm+1 +

m∑
i=1

aiix
m+1−i (1.127)

Now let

gj = resultantx(f,
dm+1−j

dxm+1−j f) (1.128)

for j = 1, . . . ,m and let
Is = (g1, . . . , gs) (1.129)

be an ideal of R (and of S = Q[a1, . . . , am]).
Now if one computes a gröbner base of Is in R or S with respect to the

natural graded reverse lexicographic monomial order (the default order in
Macaulay2) one finds experimentally, that the radical of the monomial ideal
generated by the leading monomials of the gröbner base (which is identical to
the radical of the leading monomials of Is itself, by gröbner base theory) is of
the form √

lmon(Is) = (a1, . . . , as) (1.130)

I checked this for m + 1 = 2, 3, 4, 5, 6 with the following little piece of
Macaulay2 code

compresulseq = (nn) ->

(

m := nn - 1;

R := QQ[x,a_1..a_m];

f := x^nn + sum toList apply(1..m, jj->a_jj^jj * x^(nn - jj));

resulseq := toList apply(1..m, jj->resultant(f, diff(x^(nn - jj), f), x));

resulseq

);

getinitterms2 = (reslissecond) ->

(

m := length reslissecond;

result := toList apply(1..m, jj->ideal (take ( reslissecond, {0, jj-1})));
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result = apply(result,

ww-> radical ideal apply(flatten entries gens gb ww, uu->leadTerm uu));

result

);

1.1.23 Algebraic independence of polynomials. Freitag, 01.12.2017

Let A = k[x1, . . . , xm] be a polynomial ring. Let

f1, . . . , fm ∈ A

be a sequence of elements of A of the form

fi = cix
d
i + rixi, ci ∈ k

with ri ∈ A, such that deg(rixi) 6 d and rixi does not contain the monomial
xdi .

Then every sequence f1, . . . , fs with s = 1, . . . ,m consists of algebraically
independent elements.

We prove the stronger

Proposition 1.1.4. If fφ stands for f |xs+1=···=xm=0 then

fφ1 , . . . , f
φ
s

is a sequence of algebraically independent elements (over k).

Proof. This is clear for s = 1. Let an algebraic relation

F (fφ1 , . . . , f
φ
s ) =

= F0(fφ1 , . . . , f
φ
s−1) + fφs F1(fφ1 , . . . , f

φ
s−1) + · · ·+ (fφs )mFm(fφ1 , . . . , f

φ
s−1) = 0

(1.131)

exist. Under xs → 0 the polynomial fφs goes to zero. By induction we conclude, that
F0(X1, . . . , Xs−1) ∈ k[X1, . . . , Xs−1] vanishes identically. So we have

fφs F1(fφ1 , . . . , f
φ
s−1) + · · ·+ (fφs )mFm(fφ1 , . . . , f

φ
s−1) = 0

Dividing by fφs and repeating the argument, we get, that F1, F2, . . . , Fm are zero

too. So F vanishes and fφ1 , . . . , f
φ
s are algebraically independent.

Corollary 1.1.2. With the notations above, the f1, . . . , fs are algebraically
independent over k.
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1.1.24 Hauptsatz über etale Morphismen. Sonntag, 04.03.2018

Proposition 1.1.5. Es sei A → B ein etaler Ringhomomorphismus sowie
q ⊆ B ein Primideal von B.

Dann existiert ein b ∈ B und ein g ∈ B, so daß

Bg = A[b]g = (A[T ]/(F (T )))H(T )

mit einem monischen Polynom F (T ) ∈ A[T ] und einem Polynom H(T ) ∈
A[T ]. Weiterhin ist auch F ′(T ) eine Einheit in (A[T ]/(F (T )))H(T ) und es ist
q ∈ D(g) sowie Bg etale über A.

Beweis. Es ist B ⊗A k(y) für jedes y ∈ Spec (A) das Produkt K1 × · · · × Kr von
endlich vielen separablen k(y)–Algebren.

Also ist B/A eine quasiendliche Schemaabbildung. Nach Zariskis Hauptsatz gibt
es eine endliche A–Algebra C mit einer Abbildung C → B, so daß Spec (B) →
Spec (C) eine offene Immersion darstellt.

Ist p = y das Bild von q = x in Spec (A), so ist die Faser B ⊗A k(y) ein
Produkt K1 × · · · × Ks von endlich vielen separablen k(y)–Algebren, eine davon
gleich k(q) = K1.

Des weiteren ist C ⊗A k(y) ein Produkt von endlich vielen artinschen k(y)–
Algebren, L1 × · · · × Lt, wobei die Ki under den Lj sämtlich einzeln vorkommen.

Nach dem chinesischen Restsatz ist die Abbildung C → C ⊗A k(y) surjektiv. Ist
nun k(q) = K1 = L1 = k(y)(α) mit einem α ∈ K1, so kann also ein c ∈ C gewählt
werden, für das c⊗A 1 in K1 dem Element α und in den anderen Lj dem Element
0 entspricht.

Indem man α nach Bedarf mit einem Element aus A/p multipliziert, kann man
annehmen, daß sein Minimalpolynom f(T ) ∈ k(y)[T ] sogar schon aus (A/p)[T ]
stammt und monisch ist. Es sei F (T ) ∈ A[T ] dann ein (ebenfalls monisches) Urbild
von f(T ) ∈ (A/p)[T ].

Das affine Schema A[c], endlich über A, ist dann mit einer Abbildung A[c]→ C
ausgestattet, also einem Schemamorphismus Spec (C) → Spec (A[c]). Dieser indu-
ziert bei x = q einen lokalen Isomorphismus zwischen Spec (A[c]), Spec (B) und
Spec (C). (Dabei sei x kraft der offenen Immersion Spec (B) → Spec (C) auch als
Element von Spec (C) angesehen.)

Man erkennt dies durch Betrachtung von C ⊗A k(y) und A[c] ⊗A k(y), die sich
beide bei dem Bild von x in der Faser über k(y) zu K1 = k(x) = k(q) reduzieren.

Hier wurde von der Tatsache Gebrauch gemacht, daß für Ringe S/R und q ∈
Spec (S) sowie p = q∩R die Beziehung k(q) = k(q(S ⊗R k(p))) gilt, es also egal ist,
ob man den Funktionskörper bei q in S oder in der Faser S ⊗R k(p) bildet.

Man erhält so die lokale Isomorphie von A[c]x′ mit Cx und Bx. Die Existenz
eines passenden g ∈ B aus dem Satz folgt aus dieser lokalen Isomorphie.

Das Polynom F (T ) aus dem Satz ist das oben konstruierte Polynom F (T ) ∈
A[T ].

1.1.25 Computation of the algebraic de Rham–cohomology
Hi

DR(X). Mittwoch 14.03.2018

Let X/k be an algebraic variety over k = C. Consider the sequence (Ω•X|k)
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OX = Ω0
X|k

d0−→ Ω1
X|k

d1−→ Ω2
X|k

d2−→ · · ·

where ΩpX|k =
∧p

ΩX|k and dp : ΩpX|k → Ωp+1
X|k stands for the exterior deriva-

tive. It is k–linear but not OX–linear.
One defines the i–th de Rham cohomology of X as

Hi
DR(X) = Hi(Ω•X|k)

where Hi(L•) is the i–th hypercohomology of the complex L•.
If X is an affine variety, it is

Hi(Ω•X|k) = hi(Ω•X|k(X))

where hi(L•) is the usual i–th cohomology of L•. This holds, becauseHj(X,ΩpX|k) =

0 for j > 0 as ΩpX|k is a quasicoherent sheaf on an affine scheme.

Theorem 1.1.5. Let U = X − Y with X = Ank and Y = V (f1, . . . , fr), a
closed subscheme of X. It is then possible to compute Hi

DR(U) constructively.

This is done with D–modules, as described in

Algorithmic Computation of de Rham Cohomology of Complements of
Complex Affine Varieties, U. Walther, J. Symb. Comput. 29, No. 4–5, 795–
839

From

On the De Rham cohomology of algebraic varieties, R. Hartshorne, Publ.
Math., Inst. Hautes Étud. Sci. 45, 5–99

we take, in the situation of the Theorem and with the additional assump-
tion of Y being smooth, the sequence

· · ·Hq(Y )→ Hq(X)→ Hq(X − Y )→ Hq−1(Y )→ Hq−1(X)→ · · ·

where Hq(W ) stands for the de Rham homology introduced there, and the
relations (Proposition 3.4)

Hq(X) = H2n−q
DR (X)

Hq(Y ) = H2r−q
DR (Y )

with dimX = n and dimY = r hold.
Together this gives

· · · → H2r−q
DR (Y )→ H2n−q

DR (X)→ H2n−q
DR (U)→ H2r−q+1

DR (Y )→ H2n−q+1
DR (X)→ · · ·

or with s = codim(Y,X) = n− r:

· · · → Hq−2s
DR (Y )→ Hq

DR(X)→ Hq
DR(U)→ Hq+1−2s

DR (Y )→ Hq+1
DR (X)→ · · ·
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But now it is Hq
DR(X) = Hq

DR(Ank ) = 0 for q > 0, therefore

Hi
DR(Y ) = Hi+2s−1

DR (U)

Because Hq
DR(U) by the Theorem above can be computed for all q, this also

holds true for all Hi
DR(Y ).

It is now time to discuss the case of a general quasiprojective X ⊆ Pnk . We
first assume, that X is smooth.

We can write
X = X̄ ∩ (Pnk − Z) = X̄ ∩ U

with closed schemes X̄, Z ⊆ Pnk and Z = V (g1, . . . , gs) where gi are homoge-
neous polynomials in the coordinate ring of Pnk .

Taking the open sets
Ui = D+(gi) ⊆ Pnk

the schemes Vi = Ui ∩ X are an open cover of X with affine schemes, in X
open.

It is even Vi0···iq = Ui0···iq ∩X ⊆ Ui0···iq a closed, smooth, affine subscheme
of the affine scheme

Ui0···iq = Ui0 ∩ · · · ∩ Uiq = D+(gi0 · · · · · giq ).

With a Veronese–embedding vd : Pnk → PNk where d =
∏q
ν=0 deg giν , the

map
vd : v−1

d (D+(w)) = Ui0···iq → D+(w) = ANk
is a closed immersion. In the above w is a linear form in the coordinate ring
of PNk derived from

∏q
ν=1 giν .

As i : Vi0···iq → Ui0···iq is a closed immersion, the map

v′d = vd ◦ i : Vi0···iq → Ui0···iq
vd−→ D+(w) = ANk

is a closed immersion too.
So Vi0···iq

∼= v′d(Vi0···iq ) is even a closed, smooth subscheme of ANk .
By the considerations further above Hp

DR(Vi0···iq ) is explicitly computable.

Consider now the Cech-de Rham spectral sequence of the cover V =
(Vi)i∈I of X:

Epq0 = Čq(V, ΩpX|k) =
∏

i0<···<iq

Γ (Vi0,...,iq , Ω
p
X|k)

By general theorem Epqr abuts against the H•DR(X):

Epqr ⇒ H•DR(X)

See for this

On the de Rham cohomology of algebraic varieties, M. Stevenson,
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http://www-personal.umich.edu/~stevmatt/algebraic_de_rham.pdf

section 4.1, p. 7.

If one forms Epq1 taking cohomology along the p–axis, the result is

Epq1 =
∏

i0<···<iq

Hp
DR(Vi0,...,iq )

Keep for this in mind, that, because Vi0,...,iq is affine, the equality

Hp
DR(Vi0,...,iq ) = Hp(Ω•Vi0,...,iq |k) = hp(Γ (Vi0,...,iq , Ω

•
Vi0,...,iq |k

))

holds.
As remarked above Hp

DR(Vi0,...,iq ) is explicitly computable and, at least
theoretically, the abutment H•DR(X) of the spectral sequences allows to be
effectively computed.

Remark 1.1.5. The advantage of computing with Epq1 =
∏
i0<···<iq H

p
DR(Vi0,...,iq )

instead of starting with Epq0 directly, is, that the elements of Epq0 are infinite,
but the Epq1 are finite k–modules.

The following Theorem is from Hartshorne’s articles cited above (Theorem
4.4):

Theorem 1.1.6. Let f : X ′ → X be a proper map of schemes, Y ⊆ X a
subscheme of X, and Y ′ = f−1(Y ) the preimage-scheme of Y .

It shall hold

i) The morphism f maps X ′ − Y ′ isomorphically to X − Y .
ii) Furthermore there are closed immersions X ′ → Z ′ and X → Z into

smooth schemes Z ′, Z, together with a proper morphism g : Z ′ → Z with

X ′ −−−−→ Z ′

f

y g

y
X −−−−→ Z

so that Z ′ − g−1(Y ) is mapped isomorphically to Z − Y .

Then there is a long exact sequence in de Rham–cohomology

· · · → Hq
DR(X)→ Hq

DR(X ′)⊕Hq
DR(Y )→ Hq

DR(Y ′)→ Hq+1
DR (X)→ · · ·

(1.132)

We can use this theorem, to compute for an arbitrary quasi-projective
scheme X ⊆ Pnk = Z the cohomologies Hq

DR(X).
We write X = X0 ∩ U with a closed X0 ⊆ Pnk and an open U ⊆ Pnk .
We find for X0 a desingularization f : X ′0 → X0 together with a proper

morphism g : Z ′ → Z with
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X ′0 −−−−→ Z ′

f

y g

y
X0 −−−−→ Z

where the horizontal maps are closed immersions and X ′0 and Z ′ are smooth
schemes. (See the remark after the theorem cited above in Hartshorne’s arti-
cle). The map g is the iterative blow-up in nonsingular subschemes.

The morphism f : X ′0 → X0 fulfills the conditions of the above theorem
with X = X0, X ′ = X ′0 and Y = Y0 ⊆ X0, suitable subscheme with dimY0 <
dimX0, and Y ′ = Y ′0 = f−1(Y0). One can choose Y0 to be the subscheme of
singular points of X0, (”strong desingularization”).

Forming the base-extension of g with U → Z and those of f with U∩X0 →
X0, we have a compatible system

X ′ = f−1(U ∩X0) −−−−→ g−1(U)

f ′
y g

y
X −−−−→ U

so that the morphism f ′ : f−1(U ∩ X0) → X fulfills the conditions of the
theorem above with

X = X, X ′ = f−1(U ∩X0), Y = Y0 ∩ U, Y ′ = f ′−1(Y0 ∩ U). (1.133)

But X ′ as an open part of X ′0 is a smooth quasi–projective scheme, so
that Hq

DR(X ′) is computable. Also Hq
DR(Y ) and Hq

DR(Y ′) are computable by
induction over the dimension of the variety, for which cohomomology is to be
computed.

The long exact sequence from the theorem above gives therefore conditions,
from which Hq

DR(X) can be computed:

Hq
DR(X ′)⊕Hq

DR(Y )→ Hq
DR(Y ′)→ Hq+1

DR (X)→
→ Hq+1

DR (X ′)⊕Hq+1
DR (Y )→ Hq+1

DR (Y ′) (1.134)

So we can compute Hq
DR(X) for all quasiprojective X ⊆ Pnk .

1.1.26 Quasi–isomorphe Injektion eines Komplexes in einen
Komplex injektiver Objekte Mittwoch 13.06.2018

Es sei A eine abelsche Kategorie und C+ = C+(A) die Kategorie der Kom-
plexe (A•, di : Ai → Ai+1) mit Ai = 0 für i� 0.

Theorem 1.1.7. Es existiere für jedes A ∈ Obj(A) eine Injektion 0→ A→ I
in ein injektives Objekt I von A.

Dann existiert eine Injektion von Komplexen aus C+
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0→ A• → I• (1.135)

wobei alle Ip injektive Objekte in A sind, die einen Isomorphismus

hp(A•)
∼→ hp(I•)

für alle p induziert.

Beweis. Wir nehmen ohne Beschränkung der Allgemeinheit an, daß alle Kom-
plexe die Bedingung Ai = 0 für i < 0 erfüllen. Der Satz sei für Komplexe der Form

0→ A0 → A1 → · · · → Ar−1 → Ar → Br+1 → 0 (1.136)

schon gezeigt. Wir nennen dabei Br+1 = im dr und W r+1 = Ar+1/Br+1.
Betrachte die drei Komplexe:

0 0 0 0 0

0 // 0 //

OO

0 //

OO

· · · // 0 //

OO

W r+1 //

OO

Br+2 //

OO

0

0 // A0 //

OO

A1 //

OO

· · · // Ar //

OO

Ar+1 //

OO

Br+2 //

OO

0

0 // A0 //

OO

A1 //

OO

· · · // Ar //

OO

Br+1 //

OO

0 //

OO

0

0

OO

0

OO

0

OO

0

OO

0

OO

(1.137)

Bezeichne diese Situation kurz mit

0→ X• → Y • → Z• → 0 (1.138)

Es ist dann hi(X•) = hi(Y •) = hi(A•) für i 6 r.
Weiter ist

hr+1(X•) = 0 hr+1(Y •) = hr+1(A•) hr+1(Z•) = hr+1(A•) (1.139)

sowie hi(X•) = hi(Y •) = hi(Z•) = 0 für i > r + 2.
Es gibt nach Induktion Auflösungen der gesuchten Art

0→ X• → I• (1.140)

0→ Z• → J• (1.141)

mit Jp = 0 für p < r + 1.
Diese lassen sich zu einer Auflösung

0→ Y • → I• ⊕ J• (1.142)

zusammensetzen, für die das gesamte Diagramm
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0 0

0 // Z•

OO

// J•

OO

0 // Y •

OO

// I• ⊕ J•

OO

0 // X•

OO

// I•

OO

0

OO

0

OO

(1.143)

kommutiert (Hier sind einige Diagrammjagden in den Spalten r, r+ 1, r+ 2 nötig).
Aus den Bedingungen hi(X•) = hi(I•) und hi(Z•) = hi(J•) für alle i, kann

man auf hi(I• ⊕ J•) = hi(Y •) für alle i schließen.

Da Ip = Ip⊕Jp, ungeändert für p < r+1, ergibt sich so insgesamt eine Auflösung

0 → A• → K•, die ein Quasi–Isomorphismus in einen Komplex injektiver Objekte

ist.

1.1.27 Natürliche Abbildungen zwischen HpFJ• und FHpJ•

Donnerstag 14.06.2018

Es sei J• ein Komplex in einer abelschen Kategorie A. Dann gilt

Proposition 1.1.6. Ist F : A→ B ein rechtsexakter Funktor, so gibt es eine
natürliche Abbildung

FHpJ• → HpFJ• (1.144)

Beweis. Es ist
0→ BpJ• → ZpJ• → HpJ• → 0

und deshalb
FBpJ• //

=γ
��

FZpJ• //

α
��

FHpJ• //

β
��

0

0 // BpFJ• // ZpFJ• // HpFJ• // 0

(1.145)

Die Isomorphie γ folgt aus der Anwendung von F auf Jp−2 → Jp−1 → BpJ• → 0,
was FJp−2 → FJp−1 → FBpJ• → 0 ergibt, also mit

FJp−2 //

=
��

FJp−1 //

=
��

FBpJ• //

=γ
��

0

FJp−2 // FJp−1 // BpFJ• // 0

(1.146)

den gesuchten Isomorphismus γ.
Aus 0→ ZpJ• → Jp → Jp+1 und der Anwendung von F folgt dann

FZpJ• //

α
��

FJp //

=
��

FJp+1

=
��

0 // ZpFJ• // FJp // FJp+1

(1.147)
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Proposition 1.1.7. Ist F : A → B ein linksexakter Funktor, so gibt es eine
natürliche Abbildung

HpFJ• → FHpJ• (1.148)

Beweis. Es ist 0→ HpJ• →W pJ• → Jp+1 → 0 und deshalb

0 // HpFJ• //

β
��

W pFJ• //

α
��

FJp+1

=
��

0 // FHpJ• // FW pJ• // FJp+1

(1.149)

Die Abbildung β ist die gesuchte Abbildung. Die Abbildung α entsteht wie folgt:
Aus der Definition 0→ Jp−1 → Jp →W pJ• → 0 und Anwendung von F folgt

0 // FJp−1 //

=
��

FJp //

=
��

W pFJ• //

α
��

0

0 // FJp−1 // FJp // FW pJ•

(1.150)

und damit die Definition von α.

1.1.28 Das Poincaré–Lemma Donnerstag 15.06.2018

Es sei X ⊆ Rn ein sternförmiges Gebiet und (Ωp(X), dp : Ωp(X)→ Ωp+1(X))
der Komplex der p–Formen auf X. Dann existieren Abbildungen

kp : Ωp(X)→ Ωp−1(X)

so daß
dk + kd = idΩp(X) (1.151)

für jedes p > 0 ist. Wir definieren kp als R–lineare Abbildung durch

kp(f(x̄)dxi1,...,ip) =

p∑
ν=1

(−1)ν−1

(∫ 1

t=0

f(tx̄)tp−1dt

)
xiνdxi1,...,îν ,...,ip

(1.152)
Da k und d beide R–linear sind, brauchen wir nur (dk + kd)α = α für

α = f(x̄) dxi1,...,ip

nachrechnen.
Es ist dann der erste Term
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dk α = d

(
p∑
ν=1

(−1)ν−1

(∫ 1

0

f(tx̄)tp−1dt

)
xiνdxi1,...îν ...,ip

)
=

=

n∑
j=1

p∑
ν=1

(−1)ν−1

(∫ 1

0

∂f

∂xj
(tx̄)tpdt

)
xiνdxj ∧ dxi1,...îν ...,ip +

+

p∑
ν=1

(−1)ν−1

(∫ 1

0

f(tx̄)tp−1dt

)
dxiν ∧ dxi1,...îν ...,ip =

=

n∑
j=1

p∑
ν=1

(−1)ν−1

(∫ 1

0

∂f

∂xj
(tx̄)tpdt

)
xiνdxj ∧ dxi1,...îν ...,ip +

+ p

(∫ 1

0

f(tx̄)tp−1dt

)
dxi1...ip (1.153)

Der zweite Term ist

kdα = k(

n∑
j=1

∂f

∂xj
(x̄)dxj ∧ dxi1...ip) =

=

n∑
j=1

(∫ 1

0

∂f

∂xj
(tx̄)tpxjdt

)
dxi1...ip+

p∑
ν=1

(−1)ν
n∑
j=1

(∫ 1

0

∂f

∂xj
(tx̄)tpdt

)
xiνdxj ∧ dxi1...îν ...ip (1.154)

Das unterste Glied im zweiten Term und das zweitunterste Glied im ersten
Term heben sich bei Addition weg. Es bleibt

(dk + kd)α =

= p

(∫ 1

0

f(tx̄)tp−1dt

)
dxi1...ip +

n∑
j=1

(∫ 1

0

∂f

∂xj
(tx̄)tpxjdt

)
dxi1...ip =

=

∫ 1

0

f(tx̄) ptp−1 +

n∑
j=1

∂f

∂xj
(tx̄)tpxj

 dt

 dxi1...ip =

=

(∫ 1

0

(
f(tx̄) ptp−1 +

d

dt
(f(tx̄)) tp

)
dt

)
dxi1...ip =

=

(∫ 1

0

d

dt
(f(tx̄)tp) dt

)
dxi1...ip = f(x̄)dxi1...ip = α (1.155)

1.1.29 Affine Torsoren über quasiprojektiven Schemata
Donnerstag 12.07.2018

Theorem 1.1.8. Es sei X ⊆ Pnk eine quasiprojektive Varietät über einem
Körper k.
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Dann existiert ein affines Schema Y/k und eine Abbildung Y → X mit
zueinander isomorphen, affinen Fasern F , so daß Y → X zugleich ein Torsor
über X ist.

Sei zunächst X = Pnk . Wähle dann Y = GL(n + 1, k), ein affines Schema
gemäß

GL(n+ 1, k) = Spec
(
k[(xij)i,j=0,...,n]det(xij)

)
= Spec (R).

Die Abbildung GL(n+ 1, k)→ Pnk ist dann

(xij) 7→ (x0j)

Die Fasern sind alle untereinander isomorph, denn sie gehen unter Abbildun-
gen A01 ∈ GL(n, k) mit A01((x0

0j)) = (x1
0j) ineinander über. Eine einzelne

Faser über (x0 : . . . : xn) ∈ Pnk wird beschrieben durch die Gleichungen

F(x0:...:xn) =

∣∣∣∣x00 x01 · · · x0n

x0 x1 · · · xn

∣∣∣∣
in R und ist daher affin.

Ist nun X ⊆ Pnk ein projektives Schema mit X = V (I), so ist YX =
YPnk ×Pnk X ein geeignetes affines Schema, das die Bedingungen für YX → X
erfüllt.

Es bleibt der Fall X ⊆ Pnk quasiprojektiv. Wir können X =
⋃r
i=0 X̄fi als

Vereinigung von Hyperflächenkomplementen schreiben. OBdA ist fi ∈ OPnk (d)
mit einem einheitlichen d.

Es sei dann Z = X̄ ×k proj (k[q0, . . . , qr]) und

Z ′ = Z − V (q0f0 + · · ·+ qrfr) = Z − V (G) = ZG ⊆ Z

ein offenes Unterschema. Es ist dann Z ′ → X eine Abbildung mit isomorphen,
affinen Fasern

F ′x = k[q0, . . . , qr](q0f0(x)+···+qrfr(x))

über X.
Wählt man nun π : YZ → Z als affines Schema über dem projektiven

Schema Z nach dem oben schon bewiesenen Teil des Satzes, so ist

(YZ)π∗(G) = YZ ×Z Z ′ → Z ′ = ZG → X

ein affines Schema Y → X nach den Bedingungen des Satzes.

1.1.30 Computing approximations to the algebraic de Rham
cohomology Hp

DR(X) Friday 27.07.2018

Let Ω = k[x1, . . . , xn, e1, . . . , en] be a commutative algebra in the x1, . . . , xn
and skew-commutative in e1, . . . , en. Additionally the xi commute with the
ej .
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For the monomial m = xa11 · · · · · xann eb11 · · · · · ebnn we define degxm =
∑
ai

and degem =
∑
bj . Let f ∈ Ω be a sum of monomials f = c1m1 + · · ·+ crmr

with monomials mi ∈ Ω and cr ∈ k∗. Then degx f = max16ν6r degxmν and
dege f = max16ν6r degemν .

Let R = k[x1, . . . , xn] and

Ωp = {f ∈ Ω | f homogeneous in the ei and dege f = p}

Then Ωp = ΩpR|k where at the right side stands the p-th exterior power of the

module of kähler-differentials of R. So Ω can be identified with the ring of
differentials for R (or Spec (R)).

There is a k-linear map d : Ω → Ω with df =
∑n
i=1 ei∂xif which is the

exterior differentiation in the complex (Ωp)p=0,...,n. Especially it is ddf = 0
and d(αβ) = (dα)β + (−1)pα(dβ) when dege α = p and dege β = q. We write
also dp : Ωp → Ωp+1 for the restriction of d to Ωp.

We define

Ωpd = FdΩ
p = {f ∈ Ωp | f homogeneous in the xi and degx f = d}

and additionally

Ωp6d = F6dΩ
p = {f ∈ Ωp | degx f 6 d}

so that F6dΩ
p = FdΩ

p ⊕ Fd−1Ω
p ⊕ · · · ⊕ F0Ω

p.
Now let I = (f1, . . . , fs) be an ideal of R. We form the Ω–ideal I ′ =

(f1, . . . , fs, df1, . . . , dfs) with the exterior derivative f 7→ df defined above. It is
homogeneous in the e1, . . . , en. Therefore if we define the quotient Ω′ = (Ω/I ′)
it splits too in p–components by dege f = p. As dI ′ ⊆ I ′, the exterior derivative

d extends to Ω′. We write especially dp : Ω′
p → Ω′

p+1
,

So we can calculate Hp
DR(X) for the variety X = V (I) via

Hp
DR(X) = (ker dp : Ω′

p → Ω′
p+1

)/(im dp−1 : Ω′
p−1 → Ω′

p
)

As Ωp is an infinite dimensional k–vector space, we can try to approximate
this definition up to a certain degree of the involved monomials from Ω. We
select two numbers d > e > 0.

Let ie,d : Ωp6e → Ωp6d be the canonical inclusion.
Next we define

Nd = I ′ ∩Ωp6d + (dΩp−1
6d+1) ⊆ Ωp6d

and
N ′d = I ′ ∩Ωp+1

6d ⊆ Ω
p+1
6d

(note d as an index means the number, in functional position it means the
exterior derivative).

Now compute the kernel Ke of Ωp6e
ie,d−−→ Ωp6d/Nd and consider a minimal

sub-vector spaceMe ⊆ Ωp6e withMe⊕Ke = Ωp6e. LetM ′e,d = ie,d(Me) ⊆ Ωp6d.
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Next consider the map of k–vector spaces δ : Ωp6d → (Ωp+1
6d /N

′
d) which

is induced by the map dp : Ωp → Ωp+1. Let δ′ be the restriction of δ to
M ′e,d ⊆ Ω

p
6d.

Then compute the kernel Hp
e,d

0→ Hp
e,d →M ′e,d

δ′−→ (Ωp+1
6d )/N ′d

Then Hp
e,d ⊆ Ωp6d is a k–vector space that approximates the k–vector space

Hp
DR(V (I)). If one chooses e� 0 big enough and d > e suitable, then Hp

e,d =

Hp
DR(V (I)).

1.1.31 Explizite Darstellung von Ωp
X|k für eine projektive Varietät

X ⊆ Pn
k . Samstag 04.08.2018

Es sei S = k[x0, . . . , xn] und Pnk = proj (S) sowie X = V (I) mit einem
homogenen Ideal I = (f1, . . . , fs) ⊆ S.

Dann existieren die Sequenzen:

0→ ΩPn → OPn(−1)e0 ⊕ · · · ⊕ OPn(−1)en
ψ−→ OPn → 0 (1.156)

mit ψ(
∑n
i=0 piei) =

∑n
i=0 xi pi, (die sogenannte Euler-Sequenz) abgekürzt als

0→ ΩPn → E→ OPn → 0.
Aus ihr folgt durch eine übliche Betrachtung über äußere Potenzen von

lokal direkten Summen lokal freier Garben:

0→ ΩpPn → E∧p → Ωp−1
Pn → 0 (1.157)

Es ist also ΩpPn = ker(δp : E∧p → E∧p−1) der Kern des p-ten Differentials im
Koszul–Komplex (E∧p, δp)p über x0, . . . , xn.

Schließlich die Sequenz für Untervarietäten X = V (I)

I/I2 → ΩPn ⊗OPn OX → ΩX|k → 0 (1.158)

Wie kann man damit eine möglichst explizite Darstellung von ΩpX|k ableiten,

für die auch dp : ΩpX|k → Ωp+1
X|k eine einfache Darstellung besitzt?

Man definiere den Ring

Ω = k[x0, . . . , xn, e0, . . . , en] (1.159)

mit kommutativen Variablen xi und antikommutativen Variablen ej sowie
xiej = ejxi.

Es sei d : Ω → Ω die Abbildung

d(f) =

n∑
i=0

ei
∂f

∂xi
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Weiter sei I ′ = (f1, . . . , fs, df1, . . . , dfs) das von den angegebenen Elementen
erzeugte Ω–Ideal.

Nun sei Ω′ = Ω/I ′. Wir definieren eine Abbildung i : Ω → Ω, nämlich
das

”
innere Produkt mit x0e

∗
0 + · · ·+ xne

∗
n“ als S–lineare Abbildung mit

i(ei1 ∧ · · · ∧ eip) =

p∑
ν=1

(−1)ν−1xiνei1 ∧ · · · ∧ êiν ∧ · · · ∧ eip

Es ist i(I ′) ⊆ I ′ und damit auch i′ : Ω′ → Ω′, induziert von i, wohldefiniert.
Es seien Ωp die Elemente vom Grad p in den ei, also das S–Ideal, das von

ei1 ∧ · · · ∧ eip erzeugt wird. Da I ′ ein in den ei homogenes Ideal ist, ist auch
Ω′p wohldefiniert. Die Abbildung i′ erfüllt i′ : Ω′p → Ω′p−1.

Nun gilt
(∗) ΩpX|k = ker(i′ : Ω′p → Ω′p−1) (1.160)

Was die Darstellung von dp : ΩpX|k → Ωp+1
X|k angeht, so ensteht sie wie

folgt:
Es sei α =

∑
fi1...ipei1...ip mit fi1...ip ∈ S. Dann sei

θα =
∑
i1...ip

n∑
j=0

∂fi1...ip
∂xj

ej ∧ ei1...ip

Man rechnet aus (für fi1...ip homogen in S vom Grad r):

(θi+ iθ)α = (r + p)α

für alle p.
Weiter sei

ϑkα =
∑
i1...ip

fi1...ip
xk

ek ∧ ei1...ip

Man rechnet wieder aus
(ϑki+ iϑk)α = α

Also ist δ = θ − (r + p)ϑk ein Operator mit iδ = δi.
Es gilt

0 // ΩpPn(Uk) //

dp��

E∧p(Uk)
i //

δ′p
��

E∧p−1(Uk)

δ′p−1

��
0 // Ωp+1

Pn (Uk) // E∧p+1(Uk)
i // E∧p(Uk)

Dabei ist

δ′p

∑
i1...ip

fi1...ip

xr+pk

ei1...ip

 =
δp
(∑

i1...ip
fi1...ipei1...ip

)
xr+pk



52 1 Algebra und Geometrie

denn es ist

d

(
fi1...ip

xr+pk

ei1...ip

)
=
dfi1...ip

xr+pk

−
fi1...ip
xk

(r + p)
1

xr+pk

ek

Wenn wir nicht auf Uk sondern auf Uj0...jq = D+(xj0 · · ·xjq ) arbeiten
wollen, so beginnen wir mit (es ist g = xj0 · · ·xjq )

d(
∑
i1...ip

fi1...ip
gw

ei1...ip) =
∑
i1...ip

∑
j

∂fi1...ip
∂xj

1

gw
ej∧ei1...ip+

∑
i1...ip

f

gw
w
dg

g
ei1...ip =

=
∑
i1...ip

∑
j

∂fi1...ip
∂xj

1

gw
ej ∧ ei1...ip +

∑
i1...ip

q∑
α=0

f

gw
w

1

xjα
ejαei1...ip = (1.161)

Also ist jetzt

δ = θ − w
q∑

α=0

ϑxjα

mit δi = iδ und für β =
∑ fi1...ip

gw ei1...ip mit degx fi1...ip = r

d(β) =
δ(β)

gw

Es gilt dabei die Beziehung w(q + 1) = r + p.

1.1.32 Der Gauss–Manin Zusammenhang für eine glatte
projektive Familie X → S. Freitag 10.08.2018

Es sei f : X → S eine glatte projektive Familie, im Dreieck

X
i //

f ��

PnS
p~~

S

mit S/k einer eindimensionalen, affinen, regulären Kurve, z.B. S = Spec (k[s]).
Da X/S glatt, ist die Sequenz

0→ f∗ΩS|k → ΩX|k → ΩX|S → 0 (1.162)

exakt und f∗ΩS|k ist ein Vektorbündel vom Rang 1 auf X.
Wir haben dann die übliche Filtrierung F iΩpX|k, bestehend aus Elemen-

ten, die lokal wenigstens i Faktoren aus dem Unterbündel f∗ΩS|k ⊆ ΩX|k
enthalten. Man hat dann die Quotienten



1.1 Algebraische Geometrie 53

0→ F 1ΩpX|k → F 0ΩpX|k → ΩpX|S → 0 (1.163)

0→ F 2ΩpX|k → F 1ΩpX|k → f∗ΩS|k ⊗OX Ω
p−1
X|S → 0 (1.164)

· · ·

0→ F i+1ΩpX|k → F iΩpX|k →
i∧

(f∗ΩS|k)⊗OX Ω
p−i
X|S → 0 (1.165)

Nun ist aber
∧i

f∗ΩS|k = 0 für i > 2 und damit F 2ΩpX|k = · · · = F p+1ΩpX|k =
0.

Also bleibt aus (1.163) lediglich die exakte Sequenz

0→ f∗ΩS|k ⊗OX Ω
p−1
X|S → ΩpX|k → ΩpX|S → 0 (1.166)

zurück.
Benutzt man Rf∗Ω•X|S = H•DR(X/S), so entsteht eine Abbildung für die

ganze de Rham Kohomologie:

H•DR(X/S) = Rf∗Ω•X|S → Rf∗(f∗ΩS|k ⊗Ω•−1
X|S)[1] =

= ΩS|k ⊗ Rf∗Ω•X|S = ΩS|k ⊗H•DR(X/S) (1.167)

Wir bemerken, daß wegen der Hodge–Zerlegung

Hr
DR(Xs/k(s)) =

⊕
p+q=r

Hq(Xs, Ω
p
Xs|k(s)) =

⊕
p+q=r

Hq(X,ΩpX|S ⊗ k(s))

(1.168)
über s ∈ S und weil Xs

∼= Xs′ als Mannigfaltigkeiten isomorph sind, die
(prinzipiell nur oberhalbstetigen) lokalen Ränge

rang(Hq(Xs, Ω
p
Xs|k(s)) = Hq(X,ΩpX|S ⊗ k(s)))

konstant sind. Damit ist Rqf∗Ω
p
X|S ein Vektorbündel über S (nach den Halb-

stetigkeitssätzen) und es gilt

Ha(Xs, Ω
b
Xs|k(s)) = (Raf∗Ω

b
X|S)⊗OS k(s) (1.169)

für alle a, b.
Es ist nun Hr

DR(X/S) = Rrf∗(Ω•X|S) und man hat daher die erste Spek-
tralsequenz für Hyperkohomologie

Epq1 = (Rqf∗Ω
p
X|S)⇒ Rp+qf∗(Ω•X|S) = Hp+q

DR (X/S) (1.170)

Über jedem s ∈ S gibt es dann die
”
gewöhnliche“ Hodge-de Rham Spektral-

sequenz für Xs/k(s), die wir als

Epq1 (k(s)) = (Hq(Xs, Ω
p
Xs|k(s)) = Hq(X,ΩpX|S ⊗ k(s))⇒ Hp+q

DR (Xs) (1.171)

schreiben.
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Behauptung: Das Differential dpq1 = δ : Epq1 → Ep+1,q
1 entartet. Es ist

nämlich eine Abbildung δ : Rqf∗Ω
p
X|S → Rqf∗Ω

p+1
X|S . Man tensoriert nun mit

k(s) für s ∈ S und erhält unter Beachtung von (1.169) die Abbildung

δ ⊗ k(s) : Hq(Xs, Ω
p
Xs|s)→ Hq(Xs, Ω

p+1
Xs|s).

Man nimmt nun δ⊗k(s) = dpq1 (k(s)) an und beachtet die Degeneration von
Epq1 (k(s)), so daß δ ⊗ k(s) = 0 für alle s ∈ S wird. Indem man δ als Element
von (Rqf∗Ω

p
X|S)∨ ⊗ (Rqf∗Ω

p+1
X|S) auffaßt, ergibt sich δ = 0 (Nakayama mit

δ ⊗ k(s) = 0 für alle s), also Epq2 = Epq1 .
Es fehlt jetzt noch der Beweis, daß alle dpqr : Epqr → Ep+r,q−r+1 gleich

Null sind. Kann man dies entsprechend durch eine Betrachtung über s ∈ S,
tensorieren mit k(s) usw. erreichen? (Die Epqr sind ja kraft Induktion gleich
Epq1 , also Vektorbündel). Man nimmt also dpqr ⊗ k(s) = dpqr (k(s)) an, wo-
bei dpqr (k(s)) : Hq(Xs, Ω

p
Xs|s) → Hq−r+1(Xs, Ω

p+r
Xs|s) die Abbildung aus der

Hodge-de-Rham S-S Epqr (k(s)) für Xs auf Level r sein soll. Dann wäre wieder
dpqr ⊗ k(s) = 0 und mit demselben Argument wie oben auch dpqr = 0.

Die Begründung für dpqr ⊗ k(s) = dpqr (k(s)) kann (vielleicht?) wie folgt
gegeben werden: Man beginnt mit der Seite Epq0 aus der Cech-Kohomologie

Epq0 =
∏

i0<···<iq

Γ (Ui0···iq , Ω
p
X|S)

und schreibt die davon und von dpq0 abhängende Seite Epqr als Er(E0).
Man hat dann das Diagramm

Er(E0(k(s)))
dr(k(s))=0 // Er(E0(k(s)))

Er(E0 ⊗ k(s))

=

OO

dr(E0⊗k(s))// Er(E0 ⊗ k(s))

=

OO

Er(E0)⊗ k(s)

αr

OO

dr⊗k(s) // Er(E0)⊗ k(s)

αr

OO

(1.172)

In diesem Diagramm existieren die αr immer, sie bilden einen
”
Zick-Zack“ in

E0, der für ein Element in Er(E0) steht, tensoriert mit k(s), auf einen
”
Zick-

Zack“ in E0 ⊗ k(s), der zu Er(E0 ⊗ k(s)) gehört, ab.
Ebenso haben wir Diagramme

Er(E0 ⊗ k(s)) Zr(E0 ⊗ k(s))
⊇oo // Er+1(E0 ⊗ k(s))

Er(E0)⊗ k(s)

αr

OO

Zr(E0)⊗ k(s)
⊇oo //

α′r

OO

Er+1(E0)⊗ k(s)

αr+1

OO
(1.173)
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Nun ist α1 ein Isomorphismus, also d1⊗k(s) = d1(k(s)) = 0. Damit ist d1 = 0
und E2 = E1. Also Z1(E0) = E1(E0) und im obigen Diagramm stehen waag-
recht nur Isomorphismen und α1 sowie α′1 = α1 sind auch Isomorphismen.
Also ist α2 ein Isomorphismus. Es folgt dann d2 ⊗ k(s) = d2(k(s)) usw.

Damit gibt es aus der S-S Epq1 eine Filtrierung F pHr
DR(X/S) mit den

kurzen exakten Sequenzen

0→ F p+1Hr
DR(X/S)→ F pHr

DR(X/S)→ Rqf∗Ω
p
X|S → 0 (1.174)

und induktiv eine Darstellung

Hr
DR(X/S) =

⊕
p+q=r

Rqf∗Ω
p
X|S (1.175)

denn es ist für exakte Sequenzen von Vektorbündeln 0→ F ′ → F → F ′′ → 0
auf S immer F = F ′ ⊕ F ′′ (wegen Ext1(F ′′, F ′) = 0).

Gauss–Manin-Zusammenhang

Man hat nun das Diagramm (durch Anwendung von Čq((Ui),−) auf die Se-
quenz (1.166) für p und p+ 1):

0

��

0

��∏
i0<···<iq ΩS(S)⊗S Γ (Ui0···iq , Ω

p−1
X|S)

d //

β′=βq

��

∏
i0<···<iq ΩS(S)⊗S Γ (Ui0···iq , Ω

p
X|S)

β=βq

��∏
i0<···<iq Γ (Ui0···iq , Ω

p
X)

d //

α=αq

��

∏
i0<···<iq Γ (Ui0···iq , Ω

p+1
X )

α′=α′q

��∏
i0<···<iq Γ (Ui0···iq , Ω

p
X|S)

d //

��

∏
i0<···<iq Γ (Ui0···iq , Ω

p+1
X|S)

��
0 0

(1.176)
Man beginnt nun mit einem Repräsentanten z ∈

∏
i0<···<iq Γ (Ui0···iq , Ω

p
X|S)

für Hq(X,ΩpX|S) und wählt ein Urbild w mit α(w) = z. Dann bildet man

w′ = dw und wählt ein Urbild z′ ∈
∏
i0<···<iq ΩS(S) ⊗S Γ (Ui0···iq , Ω

p
X|S)

mit β(z′) = w′′ = w′ − δh′ mit einem noch zu bestimmenden h′. Dies
ist möglich, weil dz = 0 in Hq(X,Ωp+1

X|S). Man kann also dz = δh schrei-

ben mit h ∈
∏
i0<···<iq−1

Γ (Ui0···iq−1
, Ωp+1

X|S). Dann ist h = α′q−1h
′ mit
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h′ ∈
∏
i0<···<iq−1

Γ (Ui0···iq−1
, Ωp+1

X ). Ersetzt man w′ durch w′′ = w′ − δh′,

so ist α′(w′′) = 0, also β(z′) = w′′.
Man muß aber auch noch fordern, daß δ(w′′ − βqt

′) = 0 ist. Nun ist
αq+1δw = 0, also δw = β′q+1t. Nun ist aber δt = 0 und t ein Repräsentant

von Hq+1(X,Ωp−1
X|S) ⊗ ΩS(S). Es ist deshalb wieder dt = 0 als Element

von Hq+1(X,ΩpX|S) ⊗ ΩS(S), also dt = δt′ mit t′ ∈
∏
i0<···iq ΩS(S) ⊗

Γ (Ui0···iq , Ω
p
X|S). Es ist dann, wie man durch eine Diagrammjagd einsieht

δ(−β(t′) + w′′) = 0.

dt = δt′

��

t′, z′

δ

OO

��

t

d

@@

��

δw′ = δw′′

��

•

OO

��

@@

w′, w′′

δ

OO

��

δw

d

@@

��

•

w

δ

OO
d

@@

��

•

OO

•

@@

z

@@

OO

w′′ = w′ − δh′

(1.177)
Also ist auch δ(−t′ + z′) = 0 und somit liegt das Element −t′ + z′ in

ΩS(S)⊗S Hq(X,ΩpX|S). Damit hat man eine Abbildung (für p > 1):

δp,q : Hq(X,ΩpX|S)→

ΩS(S)⊗S Hq(X,ΩpX|S)⊕ΩS(S)⊗S Hq+1(X,Ωp−1
X|S)

δp,q(z) = (−t′ + z′, t) (1.178)

Es bleibt noch der Fall p = 0 zu untersuchen. Man hat hier die Sequenz
(1.162) und wendet wieder Čq((Ui),−) an. Es ergibt sich ein Diagramm
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0

��
0

��

∏
i0<···<iq ΩS(S)⊗S Γ (Ui0···iq ,OX)

β=βq

��∏
i0<···<iq Γ (Ui0···iq ,OX)

d //

α=αq

��

∏
i0<···<iq Γ (Ui0···iq , Ω

1
X)

α′=α′q

��∏
i0<···<iq Γ (Ui0···iq ,OX)

d //

��

∏
i0<···<iq Γ (Ui0···iq , Ω

1
X|S)

��
0 0

(1.179)
Eine Diagrammjagd wie oben führt von einem z ∈ Hq(X,OX) zu einem z′ ∈
ΩS(S)⊗S Hq(X,OX) und legt damit eine Abbildung δ0,q fest:

δ0,q : Hq(X,OX)→ ΩS(S)⊗S Hq(X,OX), δ0,q(z) = z′ (1.180)

Die Gesamtheit der δp,q definiert den Gauss–Manin–Zusammenhang

∇ : Hr
DR(X/S)→ ΩS(S)⊗S Hr

DR(X/S) (1.181)

denn es ist ja nach den Überlegungen im vorigen Abschnitt Hr
DR(X/S) =⊕

p+q=rH
q(X,OpX|S)

1.1.33 Ein Satz über Aufblasungen und Untervarietäten. Dienstag,
04.12.2018

Proposition 1.1.8. Es sei X eine reguläre k–Varietät und Z = V (I) eine
reguläre abgeschlossene Untervarietät. Weiter sei Y ein effektiver, regulärer
Divisor in X, mit Y ⊇ Z. Es sei p : X̃ = BlZ X → X die Aufblasung von X
in Z und es sei Y ′ = BlZ Y .

Dann gilt folgende Beziehung

p∗OX(Y )⊗OX̃
OX̃(−E) = OX̃(Y ′) (1.182)

wobei E der exzeptionelle Divisor p−1(I) · OX̃ ist.

Beweis. Es sei Spec (A) ⊆ X eine offene, affine Teilmenge, auf der Y durch den
Divisor (f) und Z durch das Primideal I = (g1, . . . , gr) repräsentiert wird. Da
AI/fAI = (A/f)I ein regulärer lokaler Ring ist, ist auch f ∈ I − I2 und man kann
ohne weiteres g1 = f annehmen.

Das Schema p−1(U) wird überdeckt von den Vν = Spec (Bν) mit

Spec (Bν) = A[g1/gν , . . . , gr/gν ]
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Auf Vν ist p∗OX(Y ) repräsentiert durch 1/f und OX̃(−E) durch IBν = gνBν . Damit
wird die linke Seite auf Vν repräsentiert durch gν/f , also durch u1 = 1 auf V1 und
durch uν = gν/f auf Vν mit ν > 1.

Weiterhin ist Y ′ = Proj
(
A/f ⊕ IA/f ⊕ I2A/f ⊕ · · ·

)
. Wir haben als homogene

Komponente vom Grad p den Ausdruck

IpA/f = (Ip + (f))/(f) = Ip/((f) ∩ Ip) = Ip/(fIp−1).

Die letzte Gleichheit gilt, wenn g1, . . . , gr eine reguläre Folge in A ist, was wir durch
Verkleinern von Spec (A) immer annehmen können.

Das Ideal von Y ′ in X̃ ist also das Ideal ftS(−1) in S = A[tI]. Lokalisieren wir
mit gνt, so ergibt sich

(ftS(−1))(gνt) = ftS(−1)(gνt) = ft(gνt)
−1S(gνt) = f/gνBν

Also wird IY ′|X̃ auf Vν durch f/gν repräsentiert. Damit ist OX̃(Y ′) gegeben durch

gν/f = uν auf Vν und rechts und links steht der gleiche Divisor.

1.1.34 Es ist (Sd)m = Smd für d geeignet. Montag, 11.03.2019

Proposition 1.1.9. Es sei S = S0[f0, . . . , fr] ein gradierter Ring mit deg(fi) =
di. Weiter sei d = e′idi und d′ = (r + 1)d. Dann ist

(Sd′)
m = Sd′m

für alle m > 0.

Beweis. Es sei fe00 · · · · · ferr ∈ Sm(r+1)d. Schreibe ei = pie
′
i + qi mit qi < e′i. Dann

ist deg fq00 · · · · · fqrr = Q < (r + 1)d
Weiterhin ist

m(r + 1)d =
∑

eidi =
∑

pie
′
idi +

∑
qidi = R+Q

Da Q < (r + 1)d ist R > (m − 1)(r + 1)d und es ist d | R. Man kann also p′i 6 pi
wählen, so daß R′ =

∑
p′ie
′
idi = (m− 1)(r + 1)d ist. Es ist dann

Q′ = m(r + 1)d−R′ = (r + 1)d =
∑

(ei − p′ie′i)di =
∑

q′idi.

Also ist
∏
feii =

∏
(f
e′i
i )p

′
i ·
∏
f
q′i
i mit

deg(
∏

(f
e′i
i )p

′
i) =

∑
p′ie
′
idi = R′ = (m− 1)(r + 1)d

und
deg(

∏
f
q′i
i ) =

∑
diq
′
i = (r + 1)d.

Also ist Sm(r+1)d ⊆ (S(r+1)d)(S0[f
e′0
0 , . . . , f

e′r
r ])(m−1)(r+1)d.

Damit ist induktiv über m gezeigt, daß Sm(r+1)d ⊆ (S(r+1)d)
m ist.
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1.1.35 Berechnung von H0(X, M̃(d)) aus abstrakter Kohomologie.
Montag 22.04.2019

Es sei S = k[x0, . . . , xn] und X = proj (S) = Pnk . Man könne Hi(X, Ñ)
für alle endlich erzeugten S–Moduln N abstrakt berechnen, und auch für
f : N → M sei Hi(f) : Hi(X, Ñ) → Hi(X, M̃) berechenbar und schließlich

sei für 0 → N ′ → N → N ′′ → 0 auch δi : Hi(X, M̃ ′′) → Hi+1(X, M̃ ′)
berechenbar.

Ist 0→ N → L
β−→M → 0 eine exakte Sequenz mit L =

⊕
i S(−di), so ist

0→ H0(X, Ñ(d))→ H0(X, L̃(d))→ H0(X, M̃(d))→ 0

für alle d > d0 exakt. Für d > d0 ist also H0(X, M̃(d)) sogar konkret angebbar
als β(l1), . . . , β(ls) für geeignete li ∈ L(d).

Es sei nun für d der Modul H0(X, M̃(d)) konkret angebbar. Wir zeigen,

daß dies dann auch für H0(X, M̃(d− 1)) der Fall ist:
Betrachte die Sequenz

0→ A→M(d− 1)
·xi−−→M(d)→ B → 0

zerlegt in

0→ A→M(d− 1)→ P → 0

0→ P →M(d)→ B → 0

Es ist dann exakt

0→ H0(X, Ã)→ H0(X, M̃(d− 1))
ψ−→ H0(X, M̃(d))

Da supp Ã ⊆ V (xi) ist H0(X, Ã) kraft Induktion konkret angebbar als Familie

w1, . . . , wq ∈ H0(X, M̃(d − 1)). Es bleiben die v ∈ H0(X, M̃(d − 1)) mit
ψ(v) 6= 0. Betrachte die Sequenzen

H0(X, M̃(d− 1))→ H0(X, P̃ )
α−→ H1(X, Ã)

und
0→ H0(X, P̃ )→ H0(X, M̃(d))

Das Bild von ψ ist der Kern von α. Ist also v1, . . . , vr ∈ H0(X, M̃(d)) ein

System von Erzeugern des konkret angegebene Bilds von ψ in H0(X, M̃(d)),
so gehören dazu die noch fehlenden Elemente v1/xi, . . . , vr/xi aufgefaßt als

Elemente von H0(X, M̃(d− 1)) eingebettet in Γ (X, M̃(d))xi .
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1.1.36 Berechnung von H0(X, M̃) für X = proj (R) und einen
R–Modul M . Freitag 10.05.2019

Es sei X = proj (R) mit einem gradierten Ring R = A[x0, . . . , xn] mit irrele-
vantem Primideal n = R+ ⊆ R. Es sei depthRn > 2.

Für einen endlich erzeugten R–Modul M gibt es eine exakte Sequenz

(∗) 0→ H0
n(M)→M →

⊕
d

Γ (X, M̃(d))→ H1
n(M)→ 0

von gradierten R–Moduln.

Definition 1.1.2. Es sei in der obigen Sequenz (∗) die Abbildung

M →
⊕
d

Γ (X, M̃(d))

ein Isomorphismus. Dann heißt M auch saturierter Modul.

Dies ist offenbar gleichbedeutend mit H0
n(M) = H1

n(M) = 0.
Es sei nun M ein Untermodul eines freien R–Moduls F . Wir haben also

eine Sequenz
0→M → F → F/M → 0

Es ist dann wegen depthRn > 2 auch H0
n(F ) = H1

n(F ) = 0. Da also n /∈ AssF ,
ist, wegen M ⊆ F , auch n /∈ AssM . Also H0

n(M) = 0.
Wir ersetzen nun M durch die Saturierung von M , also durch

M ′ = M sat = {f ∈ F | fnk ⊆M für ein geeignetes k}

Es ist dann n /∈ Ass(F/M ′) und damit H0
n(F/M ′) = 0. Mit der Sequenz

0→M ′ → F → F/M ′ → 0

sieht man H1
n(M ′) = 0 und wegen M ′ ⊆ F auch H0

n(M ′) = 0.

Also ist M ′
∼→
⊕

d Γ (X, M̃ ′(d)) ein Isomorphismus. Weiterhin ist wegen
M(xi) = M ′(xi) auch

Γ (X, M̃(d)) = Γ (X, M̃ ′(d)).

Also berechnet der saturierte Modul M ′ explizit die H0(X, M̃(d)).

Der Fall M = Hom(I, J)

Ein praktisch wichtiger Fall für einen solchen Modul M ⊆ F = Rq ist durch
M = Hom(I, J) für Ideale I, J ⊆ R gegeben: Aus Rq → I → 0 folgt 0 →
Hom(I, J)→ Hom(Rq, J) = Jq ⊆ Rq.

Also ist Hom(I, J) ⊆ F = Rq ein Untermodul eines freien Moduls und
man kann mit der Saturierung auch

H0(X, ˜Hom(I, J)) = H0(X,Hom(Ĩ , J̃))

berechnen.
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1.1.37 Wann ist Hom(I, J) schon saturiert?

Proposition 1.1.10. Es sei R wie oben und I, J ⊆ R Ideale mit J saturiert,
also J = Jsat. Dann ist auch HomR(I, J) saturiert.

Beweis. Es seien a1, . . . , ap Erzeuger von I. Dann ist φ : I → J festgelegt durch
wi = φ(ai) ∈ J . Es können dabei solche wi gewählt werden, für die gilt∑

qiai = 0⇒
∑

qiφ(ai) =
∑

qiwi = 0.

Die Einbettung 0 → Hom(I, J) → Rp geht über φ 7→ (φ(ai))i. Ist bezüglich dieser
Einbettung (wi) in Hom(I, J)sat, so bedeutet dies: Es ist für jedes j und geeignetes
ν auch (xνjwi) im Bild von Hom(I, J) in Rp.

Also φ(ai) = xνjwi ∈ J für ein geeignetes φ. Damit ist für jedes (qi) mit
∑
qiai =

0 auch
∑
xνj qiwi = 0 und, weil nach Annahme n /∈ AssR, auch

∑
qiwi = 0 und

damit φ(ai) = wi ein wohldefiniertes Element von Hom(I, R).

Da aber sogar xνjwi ∈ J für alle j, ist wi ∈ Jsat = J für alle i. Damit ist

die Abbildung φ(ai) = wi sogar schon in Hom(I, J) und damit Hom(I, J)sat =

Hom(I, J).

1.1.38 Berechnung des Gauss–Manin-Zusammenhangs Montag,
03.06.2019

Wir greifen nochmal die Berechnung des Gauss–Manin–Zusammenhangs für
f : X → S mit S = A1

k auf.
Wir hatten ein Diagramm

0

��

0

��∏
i0<···<iq ΩS(S)⊗S Γ (Ui0···iq , Ω

p−1
X|S)

d //

αpq

��

∏
i0<···<iq ΩS(S)⊗S Γ (Ui0···iq , Ω

p
X|S)

αp+1,q

��∏
i0<···<iq Γ (Ui0···iq , Ω

p
X)

d //

βpq

��

∏
i0<···<iq Γ (Ui0···iq , Ω

p+1
X )

βp+1,q

��∏
i0<···<iq Γ (Ui0···iq , Ω

p
X|S)

d //

��

∏
i0<···<iq Γ (Ui0···iq , Ω

p+1
X|S)

��
0 0

(1.183)
zum Ausgangspunkt genommen, und damit Abbildungen

δp,q : Hq(ΩpX|S)→ ΩS(S)⊗S Hq(ΩpX|S)⊕ΩS(S)⊗S Hq+1(Ωp−1
X|S) (1.184)
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konstruiert. (N.B. Im obigen Diagramm haben wir gegenüber früher die senk-
rechten Abbildungen α und β anders benannt).

Wir brauchen aber noch viele weitere Abbildungen, um∇p,q : Hq(ΩpX|S)→
Hp+q

DR (X/S) wirklich angeben zu können. Konkret wollen wir Abbildungen

δp,q,p
′,q′ : Hq(ΩpX|S)→ ΩS(S)⊗S Hq′(Ωp

′

X|S) (1.185)

für p′ + q′ = p+ q = r und q′ = q+ 1, q, q− 1, . . . , 0 konstruieren. Wir kürzen
das obige Diagramm als

0→ E′
pq
0 → Ẽpq0 → Epq0 → 0 (1.186)

ab. Indem wir ΩS(S)⊗S − vernachlässigen, sei E′
pq
0 = Ep−1,q

0 .
Ein Element hpq aus Hq(ΩpX|S) ist aus Epq1 . Da aber die Spektralsequenz

Epqr entartet, ist Epq1 = Epq2 = · · · = Epqr = · · · .
Wir können daher das Element hpq durch ein System von wp

′q′ ∈ Ep
′q′

0

mit p′ + q′ = r und p′ > p darstellen, für die

dpqI (wpq) = dp+1,q−1
II (wp+1,q−1) (1.187)

gilt. An den Enden ist dann dr0I (wr0) = 0 und dII(w
pq) = 0.

c

��
b

��

c //

��

OO

c

��
a b //

��

OO

b

��

c //

��

OO

c

��
a //

OO

a b //

��

OO

b

��
a //

OO

a

(1.188)

1.1.39 Separierte Abbildungen Dienstag, 18.06.2019

Definition 1.1.3. Eine Schemaabbildung f : X → Y heißt separiert, wenn
die kanonische Abbildung

∆ = ∆f : X → X ×Y X

mit p1 ◦ ∆ = p2 ◦ ∆ = idX eine abgeschlossene Immersion oder, äquivalent,
abgeschlossen ist.

Proposition 1.1.11. Es seien f : X → Y und g : Y → Z separierte Abbil-
dungen. Dann ist auch g ◦ f : X → Z separiert.
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Beweis. Betrachte zunächst das Diagramm

X

∆gf

��

∆f

��
X ×Y X

h
��

X ×Z X

(1.189)

also die Faktorisierung ∆gf = h ◦∆f .
Aus dem kartesischen Quadrat

X ×Y X
h

�� ��
X ×Z X

f×Zf ��

Y

∆g��
Y ×Z Y

(1.190)

entnimmt man, daß h als Basiserweiterung von ∆g eine abgeschlossene Immersion

ist. Also ist ∆gf = h ◦∆f ebenfalls eine solche.

1.1.40
∏n

i=1 P
1
S → Pn

S Dienstag, 10.09.2019

Es sei X =
∏n
i=1 P1

A das n-fache Produkt der projektiven Geraden über einem
affinen Schema A. Dann gibt es eine kanonische endliche Abbildung

f : X = P1
A × · · · × P1

A → PnA

vom Grad n!. Die Abbildung erfüllt die Bedingung

f(P1, . . . , Pn) = f(Pπ(1), . . . , Pπ(n))

für alle π ∈ Sn aus der symmetrischen Gruppe Sn.
Es gilt sogar

f : X → XSn ∼→ PnA
das heißt die FaserXQ vonQ = f(P1, . . . , Pn) besteht aus den (Pπ(1), . . . , Pπ(n)).

Wir sehen das am Beispiel n = 4. Es seien u0 : u1, v0 : v1, z0 : z1, w0 : w1

die Koordinaten von n = 4 Schemata P1
Z.

Das Produkt X =
∏n
i=1 P1

Z wird dann durch den gradierten Ring B mit
der Komponente

Bd = ψ1d(u0, u1)⊗ ψ2d(v0, v1)⊗ ψ3d(z0, z1)⊗ ψ4d(w0, w1)
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beschrieben mit φνd(T1, T2) homogen über Z vom Grad d.
Die Komponente B1 besteht also aus den 2n = 16 Elementen∑

06i,j,k,l61

uivjzkwlZ.

Die Koordinaten von PnZ (also kanonische Erzeuger von OPnZ (1)) seien (p0 : p1 :
p2 : p3 : p4). Wir schreiben sie als Koeffizienten eines Polynoms vom Grad
n = 4:

Ψn(X,Y ) = p0X
4 + p1X

3Y + p2X
2Y 2 + p3XY

3 + p4Y
4

Sind die pi ∈ K, einem algebraisch abgeschlossenen Körper, so läßt sich das
Polynom Ψn(X,Y ) eindeutig in Linearfaktoren zerlegen:

Ψn(X,Y ) = (u0X + u1Y )(v0X + v1Y )(z0X + z1Y )(w0X + w1Y ) (1.191)

mit ui, vi, zi, wi ∈ K.
Man definiert nun die Abbildung f auf den Koordinaten als

p0 = u0v0z0w0

p1 = u0v0z0w1 + u0v0z1w0 + u0v1z0w0 + u1v0z0w0

p2 = u0v0z1w1 + · · ·+ u1v1z0w0 (6 Terme)

p3 = u0v1z1w1 + u1v0z1w1 + u1v1z0w1 + u1v1z1w0

p4 = u1v1z1w1

im Fall n = 4, allgemein also durch

pr =
∑

06iν61
i1+···+in=r

u1
i1 · · · · · u

n
in

also durch die abstrakte Multiplikation in (1.191) nur für beliebiges n.
Für später ist folgende Beziehung wichtig:

Lemma 1.1.13. Definiert man, wie üblich, durch

(T − a1) · · · · · (T − an) = s0(ai)T
n + s1(ai)T

n−1 + · · ·+ sn(ai)

die elementarsymmetrischen Funktionen si(a1, . . . , an), so ist

pr(u
1
i1 , . . . , u

n
in) = (u1

0 · · · · · un0 )sr(u
1
1/u

1
0, . . . , u

n
1/u

n
0 ) (1.192)

Die Punkte (u0 : u1), (v0 : v1), (z0 : z1), (w0, w1) von P1
K werden mit f

auf (p0 : · · · : p4) abgebildet. Also ist die Abbildung f surjektiv für A = K,
einen algebraisch abgeschlossenen Körper und demzufolge auch für A = Z
und damit überhaupt für jedes A.
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Die Faser von Q = (p0 : · · · : pn) aus PnK ist also die Bahn von (P1, . . . , Pn)
mit f(P1, . . . , Pn) = Q unter der Operation von Sn.

Es gilt sogar, daß Z[p0, . . . , pn]
∼→ BSn als gradierte Ringe isomorph mit

dem Isomorphismus

pr 7→
∑

06iν61
i1+···+in=r

u1
i1 · · · · · u

n
in

sind, wo (uµ0 : uµ1 ) die Koordinaten des µ-ten Faktors in X sind. Dies folgt
aus obigem Lemma, also aus Gleichung (1.192) und aus dem Hauptsatz über
elementarsymmetrische Funktionen

A[x1, . . . , xn]Sn = A[s1(x1, . . . , xn), . . . , sn(x1, . . . , xn)]

für xµ = uµ1/u
µ
0 .

1.1.41 µ(I) 6 µ(I/I2) + 1 Samstag, 20.09.2019

Es sei R ein Ring und M ein R-Modul. Dann sei µ(M) die kleinste Zahl n,
so daß Erzeugende m1, . . . ,mn ∈M mit M = (m1, . . . ,mn)R existieren.

Es gilt nun folgendes:

Proposition 1.1.12. Es sei I ⊆ R ein Ideal eines noetherschen Rings R.
Dann ist

µ(I) 6 µ(I/I2) + 1.

Beweis. Es seien a1 + I2, . . . , an + I2 ∈ I/I2 Erzeuger von I/I2 als R/I-Modul.
Man nenne I ′ = (a1, . . . , an) das von den ai erzeugte Ideal. Es ist dann

(∗) I = I ′ + I2

Ist ein Primideal p ⊆ R mit I ⊆ p gegeben, so folgt aus (∗) nach dem Lemma von
Nakayama, daß Ip = I ′p, also

(I/I ′)p = 0.

Es ist also mit J = Ann(I/I ′) immer supp I/I ′ = V (Ann(I/I ′)) = V (J) disjunkt
von V (I). Also ist V (I, J) = ∅ und damit I + J = (1). Es gibt also z ∈ I und w ∈ J
mit z + w = 1. Also ist für jedes x ∈ I immer

x = xz + wx

Damit ist wx ∈ I ′ und somit sind a1, . . . , an, z Erzeuger von I über R.

1.1.42 Über die Adjunktionsformel 2g(D)− 2 = D.(D +KX)
Dienstag, 08.10.2019

Es sei X eine glatte algebraische Fläche und D ∈ PicX ein Divisor mit
Linienbündel OX(D).

Aus der Sequenz



66 1 Algebra und Geometrie

0→ OX(−D)→ OX → OD → 0

wo D ein effektiver Divisor auf X ist, entnimmt man zunächst, wie üblich, die
Beziehung

ID ∼= OX(−D)

Tensorieren mit einem OC für einen anderen effektiven Divisor C ⊆ X ergibt

(∗) 0→ OC(−D)→ OC → OC∩D → 0

Da nun für eine Kurve C generell 0→ OC(−W )→ OC → OW → 0 mit einem
effektiven Divisor W ∈ PicC gilt, hat man die Beziehung

#(W ) = degOC(W )

Wendet man dies auf (∗) an, ergibt sich die Beziehung

#(C ∩D) = C.D = −degOC(−D) = degOC(D)

Nun ist aber weiterhin für D ⊆ X und OD = OX/ID

ID/I
2
D = OD ⊗OX ID = OD(−D)

also degND = D.D.
Ist nun D eine Kurve auf X, so hat man die Sequenz

0→ ID/I
2
D → ΩX ⊗ OD → ΩD → 0

Ausrechnen von
∧2

in der Mitte ergibt

(

2∧
ΩX)⊗ OD = N∨D ⊗ΩD

Ausrechnen von deg auf D ergibt

(KX .D) = −(D.D) + (2g(D)− 2)

oder auch
2g(D)− 2 = (KX .D) + (D.D) = (KX +D.D)

Beispiel X = P2
k

Ist nun X = P2
k, so ist KX = OX(−3). Ein effektiver Divisor D ist durch

OX(d) mit d = degD repräsentiert.
Es ist also 2g(D)− 2 = (OX(d− 3).OX(d)) = d2 − 3d, also

g(D) =
1

2
(d2 − 3d+ 2) =

1

2
(d− 1)(d− 2)

eine bekannte, auch elementarer ableitbare Formel.
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1.1.43 Rees-Algebra für (a1, . . . , an) mit a1, . . . , an reguläre Folge
Donnerstag 10.10.2019

Es sei (A,m) ein lokaler Ring und a1, . . . , an eine reguläre Folge in m sowie
J = (a1, . . . , an).

Dann definiert die exakte Sequenz

0→ K → A[t1, . . . , tn] = B
γ−→ A[uJ ] = A⊕ J ⊕ J2 ⊕ · · · → 0

mit γ(ti) = uai ein Ideal K von B.

Proposition 1.1.13. Das Ideal K ist von den Elementen (aitj − ajti) ∈ B
erzeugt.

Anmerkung 1.1.1. Wir nennen das von diesen Formen erzeugte Ideal K ′i...n,
wenn nur die Variablen tj und aj mit j > i beteiligt sind. Es sei K ′ = K ′1...n.

Lemma 1.1.14. Jedes homogene Polynom ψd(t1, . . . , tn) vom Grad d in B
mit der Eigenschaft ψd(a1, . . . , an) = 0 liegt im Ideal K ′.

Beweis. Sei zunächst ψ1(t1, . . . , tn) = b1t1 + · · ·+ bntn linear. Dann folgt, weil der
Koszul-Komplex K(a1, . . . , an) exakt ist, daß man aus b1a1+· · ·+bnan = 0 schließen
kann, daß ψ1 =

∑
i,j gij(aitj − ajti) oder auch bi =

∑
j gijaj mit gij = −gji. Damit

ist der Beweis für ψ = ψ1 erbracht.
Es sei nun ψd(t1, . . . , tn) ein homogenes Polynom vom Grad d in B, das

ψd(a1, . . . , an) = 0 erfüllt. Wir zerlegen

ψd = t1φ
1(t1, . . . , tn) + t2φ

2(t2, . . . , tn) + · · ·+ tnφ
n(tn)

mit deg φj = d − 1. Indem wir zunächst alles modulo a1A betrachten und damit
die Variable t1 aus dem Spiel lassen, ergibt durch Induktion über die Anzahl der
Variablen n die Beziehung

t2φ
2 + · · ·+ tnφ

n =
∑

26i<j

µij(t2, . . . , tn)(aitj − ajti) + θd(t2, . . . , tn)

mit θd = a1θ̃d ∈ a1A[t2, . . . , tn] homogen vom Grad d.
Es ist also

ψd ≡ t1φ1 + a1θ̃d(t2, . . . , tn) mod K′2...n

Aus ψd(a1, . . . , an) = 0 folgt also

a1φ
1(a1, . . . , an) + a1θ̃d(a2, . . . , an) = 0

also, weil a1 kein Nullteiler ist, auch

φ1(a1, . . . , an) + θ̃d(a2, . . . , an) = 0

Wir führen nun die Zerlegung

θ̃d(t2, . . . , tn) =
n∑
i=2

tiθ̃
i
d−1(ti, . . . , tn)
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ein und erhalten, daß das homogene Polynom vom Grad d− 1

φ1(t1, . . . , tn) +

n∑
i=2

aiθ̃
i
d−1(ti, . . . , tn) ≡ 0 mod (tj = aj)

ist. Also ist auch

φ1(t1, . . . , tn) +

n∑
i=2

aiθ̃
i
d−1(ti, . . . , tn) ∈ K′1...n

Rechnen wir jetzt immer modulo K′1...n so folgt

t1φ
1 ≡ −

n∑
i=2

t1aiθ̃
i
d−1(ti, . . . , tn) ≡ −

n∑
i=2

tia1θ̃
i
d−1(ti, . . . , tn) = −a1θ̃d(t2, . . . , tn)

Also ist
ψd ≡ t1φ1 + a1θ̃d ≡ 0 mod K′

also ψd ∈ K′, was zu zeigen war.

1.1.44 Eigentliche birationale Morphismen erhalten die Dimension
Dienstag 29.10.2019

Proposition 1.1.14. Es sei X ein lokal noethersches, integres Schema und
p : X ′ → X ein eigentlicher, birationaler Morphismus vom endlichen Typ.

Dann ist dimX = dimX ′.

Beweis. Es sei P ∈ X ein abgeschlossener Punkt mit dimOX,P = dimX und
Q ∈ X ′ ein maximaler Punkt der Faser X ′P . Dann ist Q auch ein abgeschlossener
Punkt in X ′. Da Q ∈ X ′ maximal in X ′P ist, gilt die Beziehung

dimOX′,Q = dimOX,P + dimX ′K(X) = dimOX,P .

Also ist
dimX ′ > dimOX′,Q = dimOX,P = dimX.

Umgekehrt, sei Q ∈ X ′ ein abgeschlossener Punkt mit dimOX′,Q = dimX ′.
Dann ist p(Q) = P ein abgeschlossener Punkt in X und Q maximal in X ′P . Also ist

dimX ′ = dimOX′,Q = dimOX,P 6 dimX

Also zusammengenommen dimX = dimX ′.

1.1.45 Eine Familie elliptischer Kurven und das eckenlose N-gon
Samstag 28.12.2019

Die Familie Eu

Betrachte die Familie elliptischer Kurven Eu

f = y2 + xy − x3 − 36ux+ (1− 3456u)u
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über Z[u, 1/u, 1/(1− 1728u)].
Für sie gilt j(Eu) = 1/u. Für u = 0 entartet sie zur nodalen Kurve

y2 + xy − x3 = 0

Wir führen eine Koordinatentransformation u = vN ein und erhalten

g = y2 + xy − x3 − 36vNx+
(
1− 3456vN

)
vN ,

eine Familie elliptischer Kurven Ev mit einem singulären Punkt (x, y, v) =
(0, 0, 0).

Die Aufblasungen

Blasen wir diesen Punkt auf, so führen wir (in einer Kartenumgebung) die
neuen Koordinaten

x = x1v, y = y1v, v = v

ein. Es entsteht nach Division durch v2 aus g die Gleichung

g1 = y2
1 + x1y1 − vx3

1 − 36vN−1x1 +
(
1− 3456vN

)
vN−2

Der exzeptionelle Divisor ist (g1 = 0, v = 0), also

y2
1 + x1y1 = 0

Wir benutzen dazu folgende Tatsache: Um die Familie Y = Ev im Punkt
P = (x, y, v) = (0, 0, 0) aufzublasen, blasen wir den Umgebungsraum X =
A3

Z(x, y, v) ⊇ Y in P auf und erhalten p : X̃ → X als Aufblasung.

Die Aufblasung Ỹ von Y in P ist dann der Abschluß p−1(Y − P ) in X̃.
Damit wird auch der exzeptionelle Divisor von p′ : Ỹ → Y als Schnitt dieses
Abschlusses mit p−1(P ) erhalten.

Nun ist Y = V (g) ⊆ Spec (Z[x, y, v]) und eine Karte von X̃ ist U1 =
Spec (Z[x1, y1, v]). Der Abschluß von p−1(Y − P ) ∩ U1 in dieser Karte ist
V (g1) und p−1(P ) ∩ U1 = {(x1, y1, v) | v = 0}. Also ist der exzeptionelle
Divisor von Ỹ → Y gleich g1|v=0 = y1(x1 + y1).

Der einzige singuläre Punkt von g1 ist wieder (x1, y1, v) = (0, 0, 0). Mit
einer erneuten Aufblasung

x1 = x2v, y1 = y2v, v = v

ergibt sich nach erneuter Division durch v2

g2 = y2
2 + x2y2 − v2x3

2 − 36vN−2x2 +
(
1− 3456vN

)
vN−4

Allgemein hat man nach i Aufblasungsschritten
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x = xiv
i, y = yiv

i, v = v

mit
gi = y2

i + xiyi − vix3
i − 36vN−ixi +

(
1− 3456vN

)
vN−2i

Ist N = 2m, so wird nach i = m Aufblasungen Nichtsingularität erreicht. Der
exzeptionelle Divisor ist dann die nichtsinguläre (hyperbelartige) Quadrik

y2
m + xmym + 1 = 0

Ist N = 2m + 1 so ensteht nach i = m + 1 Aufblasungen noch vor der
Division die Kurve

g′m+1 = y2
i v

2m+2 +xiyiv
2m+2 +v3m+3x3

i −36vN+m+1xi+
(
1− 3456vN

)
v2m+1

Dividiert man durch v2m+1, so entsteht

gm+1 = y2
i v + xiyiv + vm+2x3

i − 36vN−mxi +
(
1− 3456vN

)
mit gm+1|v=0 = 1, also leerem exzeptionellen Divisor.

Man hat also im Fall N = 2m ein N -Eck aus projektiven Geraden als
gesamten exzeptionellen Divisor: Die nodale Komponente in der unaufgebla-
senen Kurve, 2(m−1) Geraden yi(yi+xi) = 0 in den Karten i = 1, . . . ,m−1
und eine Quadrik ym(ym + xm) + 1 = 0 in der m-ten Aufblasungskarte.

Im Fall N = 2m+1 hat die m+1-te Aufblasung einen leeren exzeptionellen
Divisor, die Aufblasungen i = 1, . . . ,m liefern 2m Geraden yi(yi+xi) = 0 und
die unaufgeblasene Kurve eine nodale Komponente über v = 0. Zusammen
auch ein 2m+ 1 = N -Eck.

Das Gruppengesetz auf dem totalen exzeptionellen Divisor

Der totale exzeptionelle Divisor ist

E0 = (
∐

i∈Z/NZ

P1
Z)/ ∼,

wobei die Relation ()/ ∼ die Verklebung im Sinne eines N -Ecks andeuten soll.
Wir wollen untersuchen, wie sich das Gruppengesetz auf den Fasern Ev der
ursprünglichen Familie auf den exzeptionellen Divisor E0 überträgt.

Wir betrachten wieder die Transformation

(∗) x = xiv
i, y1 = yiv

i, v = v

und nehmen als Start einen Punkt P = (xi, 0) bzw. Q = (xi,−xi) auf den
exzeptionellen Kurven yi = 0 bzw. yi + xi = 0. Unter der Transformation (∗)
für sehr kleine v wird P bzw. Q in den

”
linearen Bereich“ der nodalen Kubik

y2 + xy − x3 = 0 abgebildet.
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Wir nehmen als Approximation für x = xiv
i und y = 0,−xivi die Werte

x und y(0), y(−1) mit g(x, y(0), v) = 0 und g(x, y(−1), v) = 0 sowie

lim
v→0

y(0)/x = 0, lim
v→0

y(−1)/x = −1

Ziel ist es den
”
nodalen Parameter“

s = y/(x+ y)

für die Paare (x, y(0)) und (x, y(−1)) als Entwicklung in v zu bestimmen.
Zunächst erhalten wir aus der quadratischen Gleichung in y

y2 + xy − x3 − 36vNx+ (1− 3456vN )vN = 0

die Werte

y(0) = −1/2 vixi+1/2

√
(vi)

2
xi2 + 4 v3 ixi3 + 144 vN+ixi + 13824 v2N − 4 vN

und

y(−1) = −1/2 vixi−1/2

√
(vi)

2
xi2 + 4 v3 ixi3 + 144 vN+ixi + 13824 v2N − 4 vN

Setzt man die nodalen Parameter

s1 =
y(0)

y(0) + xivi

und

s2 =
y(−1)

y(−1) + xivi

so ergibt sich zunächst s2 = 1/s1.
Rechnet man weiter, so ergibt sich für w = vi:

s1 =
−wxi + wxi

√
4wxi + q + 1

wxi + wxi
√

4wxi + q + 1

mit limv→0 q(v) = 0 (aber nur, wenn 2i < N gilt!).
Entwickelt man Zähler und Nenner von s1 nach w so entsteht

z(s1) = xi

(√
q + 1− 1

)
w+2

xi
2

√
q + 1

w2−2
xi

3

(q + 1)
3/2

w3 +4
xi

4

(q + 1)
5/2

w4

− 10
xi

5

(q + 1)
7/2

w5 + 28
xi

6

(q + 1)
9/2

w6 +O
(
w7
)
) (1.193)

für den Zähler und



72 1 Algebra und Geometrie

n(s1) = xi

(√
q + 1 + 1

)
w+2

xi
2

√
q + 1

w2−2
xi

3

(q + 1)
3/2

w3 +4
xi

4

(q + 1)
5/2

w4

− 10
xi

5

(q + 1)
7/2

w5 + 28
xi

6

(q + 1)
9/2

w6 +O
(
w7
)
) (1.194)

für den Nenner.
Division und Beachtung von q(v)→ 0 mit v → 0 ergibt eine Entwicklung

s1(v) = xiv
i +O(vi+1)

und damit auch
s2(v) = 1/xiv

−i +O(v−i+1)

Wenn wir also jetzt die Punkte (xi, 0) auf der N -Ecks-Seite yi = 0 und
(xj , 0) auf der N -Ecks-Seite yj = 0 nach dem fortgesetzten Gruppengesetz
von Ev addieren wollen, so müssen wir die nodalen Entwicklungen s1(xi) =
xiv

i + O(vi+1) und s1(xj) = xjv
j + O(vj+1) miteinander multiplizieren und

erhalten
(xiv

i + · · · )(xjvj + · · · ) = (xixjv
i+j + · · · )

Wir erhalten also als Summe das Produkt xixj auf der N–Ecks-Seite yi+j = 0.
Dies gilt zunächst einmal nur für i, j > 0 und 2(i + j) < N oder i, j < 0

und −2(i+ j) < N .
Das angestrebte Gruppengesetz ist nun allgemein:

(P1)i × (P1)j → (P1)i+j

(Pi(xi), Pj(xj)) 7→ (Pi(xi)⊕ Pj(xj)) = Pi+j(xi+j) = Pi+j(xixj) (1.195)

Dabei ist (P1)i die Kante yi = 0 für i = 1, . . . ,m und (P1)N−i = (P1)−i die
Kante yi + xi = 0 für i = 1, . . . ,m. Die nodale Kurve im unaufgeblasenen
Ev=0 ist (P1)0.

Der Punkt Pi(x) ist (x, 0) für die Kanten yi = 0 für i = 1, . . . ,m und der
Punkt P−i(x) ist (1/x,−1/x) für die Kante yi + xi = 0 und i = 1, . . . ,m.

(Dies ist der Fall N = 2m + 1. Im Fall N = 2m läuft i von 1 bis m − 1
und (P1)m ist die hyperbelartige Quadrik in der m-ten Aufblasungskarte. Für
diesen Fall müssten wir unsere obigen Überlegungen zur Übertragung des
Gruppengesetzes von Ev auf E0 noch erweitern.)

Um das Gruppengesetz (1.195) für allgemeine i, j ∈ Z/NZ zu bestätigen
sind verschiedene Fallunterscheidungen nötig, von denen hier eine skizziert
sei:

Wir betrachten den Fall 1 6 i, j < N/2 und N/2 < i+ j < N . Es ist dann
i+ j ≡ −(N − (i+ j)) mod N . Wir müssen also zeigen, daß für zwei Punkte

Pi = (x1, 0), Pj = (x2, 0)

in der i-ten und j-ten Kante yi = 0 und yj = 0 die Summe gleich
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Pk = (1/(x1x2),−1/(x1x2))

in der k-ten Kante yk + xk = 0 mit k = (N − (i+ j)) ist.
Die Bilder von Pi und Pj in der 0-ten Basiskartenumgebung werden an-

genähert durch

P ′i = (x1v
i, yi, v) = (x′i, yi, v), P ′j = (x2v

j , yj , v) = (x′j , yj , v)

wobei yi und yj so gewählt sind, daß g(x′i, yi, v) = 0 und g(x′j , yj , v) = 0 gilt
und limv→0(yi/x

′
i) = 0 sowie limv→0(yj/x

′
j) = 0 erfüllt ist.

Wir bilden dann die Summe

Q′k(v) = P ′i ⊕ P ′j = (x3(v), y3(v), v)

nach dem Gruppengesetz in der elliptischen Kurve Ev und ermitteln den no-
dalen Parameter

s(Q′k) = y3/(y3 + x3)(v)

Als Vergleichspunkt nehmen wir das Bild von Pk in der 0-ten Basiskartenum-
gebung, angenähert durch

P ′k = (1/(x1x2)vk, yk, v) = (x′k, yk, v)

mit g(x′k, yk, v) = 0 und limv→0 yk/x
′
k = −1.

Auch für diesen ermitteln wir den nodalen Parameter

s(P ′k) = yk/(yk + x′k)(v)

Es genügt nun zu zeigen, daß im Grenzfall v → 0 gilt

lim
v→0

s(Q′k)/s(P ′k) = 1

Um dies übersichtlich rechnen zu können, führen wir die Größen w = vi,
w1 = vj und w2 = vN ein, und substituieren diese in den entsprechenden
obigen Ausdrücken. Wir schreiben also

P ′i = (x1w, yi(w,w2)), P ′j = (x2w1, yj(w1, w2)),

P ′k = (
w2

(ww1)(x1x2)
, yk(w,w1, w2))

Bildet man nun den Quotienten γ = s(Q′k)/s(P ′k)(w,w1, w2), so berechnet
man zuerst limw→0 γ und substituiert dann w1 = 0. Es entsteht γ = 1, womit
der Beweis erbracht ist.

1.1.46 Partialbruchzerlegung des Kotangens Sonntag 19.01.2020

Proposition 1.1.15. Es gilt

π cot(πk) =

∞∑
m=−∞

k

k2 −m2
(1.196)
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Beweis. Wir benutzen die Fourierentwicklung von cos(kz) über dem Inter-
vall [−π, π] in eine Reihe mit der allgemeinen Beziehung für eine gerade Funktion
(f(w) = f(−w)):

2πf(z) =

∞∑
m=−∞

cos(mz)

(∫ π

−π
f(w) cos(mw)dw

)
Konkret entsteht

∞∑
m=−∞

(∫ π

−π
(cos(mw) cos(kw)) dw

)
cos(mz) = 2π cos(kz)

Wir rechnen aus, daß für jedes m, auch m = 0, gilt:

am =

∫ π

−π
cos(mw) cos(kw)dw =

2 sin(πk)(−1)mk

k2 −m2

Es ist also

2π cos(kz) =

∞∑
m=−∞

2 sin(πk)(−1)mk cos(mz)

k2 −m2

Wir setzen z = π und benutzen cos(mπ) = (−1)m. Es entsteht die gesuchte Formel

π cot(πk) =

∞∑
m=−∞

k

k2 −m2

1.1.47 Ideen zur Casas-Alvero-Vermutung Samstag 25.01.2020

Man beginne mit dem Polynom

f = xn + a1x
n−1 + a2

2x
n−2 + · · ·+ an−1

n−1x

und setze m = n − 1. Die Potenzen der ai sind so gewählt, daß f in den
x, a1, . . . , am homogen vom Grad n ist.

Wir benutzen die Hasse-Ableitung

δi =
1

i!

di

dxi

und bilden die Resultanten

g1 = resx(f, δmf) (1.197)

g2 = resx(f, δm−1f) (1.198)

· · · (1.199)

gm = resx(f, δ1f) (1.200)

Wir wollen zeigen, daß das Ideal Ir = (g1, . . . , gr) Polynome p1, p2, . . . , pr
in den a1, . . . , am enthält, die als Leitmonom jeweils ak11 , a

k2
2 , . . . , a

kr
r haben,

wenn man die Monomordnung gradlex mit a1 > a2 > · · · > am wählt.
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Nun ist zunächst δmf = nx+a1, so daß die Bildung von g1 = resx(f, δmf)
auf das Einsetzen x = −a1/n in f hinausläuft. Wir können also

p1 = g1

setzen.
Als nächstes eliminieren wir dann in g2 die Variable a1 durch Resultan-

tenbildung mit p1 und erhalten p2

p2 = resa1(p1, g2)

Im dritten Schritt eliminieren wir mit p′3 = resa1(p1, g3) die Variable a1 aus
g3 und dann mit

p3 = resa2(p2, p
′
3) = resa2(p2, resa1(p1, g3))

um p3 zu erhalten.
Im Allgemeinen ist

pj = resaj−1
(pj−1, resaj−2

(pj−2, · · · , resa1(p1, gj) · · · ))

Wir müssen uns überzeugen, daß pj wirklich die Form

pj = a
kj
j + ψ1a

kj−1
j + · · ·+ ψkj

hat, wobei ψν homogene Polynome in den aj+1, . . . , am sind, so daß pj selbst
homogen vom Grad kj ist.

Wir betrachten als Beispiel den Induktionsschritt von 2 nach 3. Es mögen
also p1 und p2 bereits die erwünschte Form haben. Wir nehmen für die weitere
Rechnung immer wieder an, daß

a4 = a5 = · · · = am = 0

ist, und beachten, daß die Bilder der gebildeten Resultanten unter dieser Sub-
stitution gleich den Resultanten der Polynome, die dieser Substitution unter-
worfen wurden, sind. Wir bezeichnen die substituierten Polynome mit einer
darübergestellten Tilde, also g̃j und p̃j usw.

Es ist also p̃3, ein Polynom aus dem a1 und a2 eliminiert wurde, ein Poly-
nom in a3 allein. Würde nun p3 = resa2(p2, resa1(p1, g3)) die Variable a3 nicht
in reiner Potenz enthalten, sondern nur in Verbindungen ap3a

q
4 · · · azm, so wäre

p̃3 = 0.
Daraus folgte aber

0 = p̃3 = resa2(p̃2, resa1(p̃1, g̃3))

Wir haben so nur das substituierte Polynom f̃ = xn + a1x
n−1 + a2

2x
n−2 +

a3
3x
n−3, seine Ableitungen und die g̃j , p̃j zu betrachten. Das weitere Vorgehen

ist aber unklar.
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1.1.48 Berechnung von Spektralsequenzen über Auflösungen und
lange exakte Sequenzen Mittwoch 29.01.2020

Wir führen die Berechnung der Spektralsequenz

Hp(X,Extq(F,W))⇒ Extp+q(F,W)

auf lange exakte Sequenzen für die Funktoren Extq(−,W) und Hp(X,−)
zurück.

Zur Abkürzung schreiben wir

Extq(A) = Extq(A,W)

Hom(A) = Hom(A,W)

Hp(X,A) = Hp(A)

Wir wählen eine Auflösung von F mit lokal freien Lj , die dann für Extq(−)
azyklisch sind.

· · · → L2 → L1 → L0 → F → 0

Eine Zerlegung in kurze exakte Sequenzen ergibt:

0→G1 → L0 → F → 0 G0 = F

0→G2 → L1 → G1 → 0

· · ·
0→Gj+1 → Lj → Gj → 0

· · ·

Wir entnehmen dieser Zerlegung zunächst die Reduktionsgleichung für q > 2

Extq−1(Gj+1)
∼→ Extq(Gj) (1.201)

Anschließend betrachten wir den Anfang der langen exakten Sequenzen für
Hom(−)

0→ Hom(Gj)→ Hom(Lj)→ Hom(Gj+1)→
→ Ext1(Gj)→ 0 = Ext1(Lj) (1.202)

Wieder zerlegen wir in kurze exakte Sequenzen

0 // Hom(Gj) // Hom(Lj) // Aj //

β

kk
0 (1.203)

und

0 // Aj // Hom(Gj+1) //
γ 55

Ext1(Gj) //

α

dd 0 (1.204)
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Die gestrichelten Pfeile α, β, γ sind Abkürzungen für die Abbildungen aus
den langen exakten Sequenzen für Hp(−) angewandt auf die obigen kurzen
exakten Sequenzen. Sie stehen genauer für

α : Ap,j = Hp(Ext1(Gj))→ Hp+1(Aj) = Bp+1,j (1.205)

β : Bp,j = Hp(Aj)→ Hp+1(Hom(Gj)) = Cp+1,j (1.206)

γ : Cp,j+1 = Hp(Hom(Gj+1))→ Hp(Ext1(Gj)) = Ap,j (1.207)

Die Berechnung von dpq2

Damit konstruieren wir jetzt dpq2 : Epq2 → Ep+2,q−1
2 . Es ist nämlich

Epq2 = Hp(Extq(F)) = Hp(Extq(G0)) = Hp(Extq−1(G1)) = · · ·

= Hp(Ext1(Gq−1))
α−→ Hp+1(Aq−1)

β−→ Hp+2(Hom(Gq−1))
γ−→

γ−→ Hp+2(Ext1(Gq−2)) = · · · = Hp+2(Extq−1(G0)) =

Hp+2(Extq−1(F)) = Ep+2,q−1
2 (1.208)

Dies gilt für q > 2. Ist q = 1, so haben wir

Ep,12 = Hp(Ext1(G0))
α−→ Hp+1(A0)

β−→
β−→ Hp+2(Hom(G0)) = Hp+2(Hom(F)) = Ep+2,0

2 (1.209)

Die Berechnung von dpq3

Die Berechnung von dpq3 geht dann wie folgt: Die Abbildung dpq3 ist auf ker dpq2
definiert. Wir zerlegen die oben konstruierte Abbildung dpq2 wie folgt

Epq2 = Hp(Extq(F))
ψ−→ Hp+2(Hom(Gq−1))

γ−→
γ−→ Hp+2(Ext1(Gq−2)) = Hp+2(Extq−1(F)) = Ep+2,q−1

2 (1.210)

Daß dpq2 (x) = 0 ist, bedeutet γ(ψ(x)) = 0, also, daß das Bild der Abbildung

ψ : ker dpq2 → Hp+2(Hom(Gq−1))

im Bild von Hp+2(Aq−2) → Hp+2(Hom(Gq−1)) aus der langen exakten Se-
quenz zur kurzen exakten Sequenz (1.204) liegt. Es ist also in Hp+2(Aq−2) bis
auf ein Element ausHp+1(Ext1(Gq−2)) definiert. Wir können also auf ψ(x) = y
noch γ ◦ β anwenden

Hp+2(Aq−2)
β−→ Hp+3(Hom(Gq−2))

γ−→
γ−→ Hp+3(Ext1(Gq−3)) = Hp+3(Extq−2(F)) = Ep+3,q−2

2 (1.211)
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Wenn jetzt y ∈ Hp+1(Ext1(Gq−2)) liegt, so ist es wegen

Hp+1(Ext1(Gq−2)) = Hp+1(Extq−1(F)) = Ep+1,q−1
2

auch in Ep+1,q−1
2 . Wendet man dann γ◦β auf α(y) an, so entsteht ein Element

von
dp+1,q−1

2 (Ep+1,q−1
2 ) ⊆ Ep+3,q−2

2 .

Damit ist die Verlängerung von ψ mit γ ◦ β wohldefiniert, denn das Bild soll
ja in

Ep+3,q−2
3 ⊆ Ep+3,q−2

2 /dp+1,q−1
2 (Ep+1,q−1

2 )

landen.
Bezeichnet man also das Suchen eines Urbilds von ψ(x) unter

Hp+2(Aq−2)→ Hp+2(Hom(Gq−1))

mit dem Symbol θ2, so kann man

dpq3 = γ3 ◦ β3 ◦ θ2 ◦ ψ2 = γ3 ◦ β3 ◦ θ2 ◦ β1 ◦ α1

abkürzen, wobei wir ψ2 für das obige ψ geschrieben haben und auch für die
anderen Abbildungen zur Kennzeichnung Indizes vergeben haben.

Die Berechnung von dpqr

Wir haben also:

dpq3 : Epq3 = ker dpq2 / im dp−2,q+1
2 → A

α−→ B
θβ−→ B

β−→ Cp+3,q−2 γ−→ Ep+3,q−2
3

und wollen nun versuchen, induktiv aus dr die Abbildung dr+1 zu konstruie-
ren.

Es ist
dr+1 : ker dr/ im dr → ker dr/ im dr

Wir betrachten die Abbildung

(∗) dpqr : Epqr → A
α−→ B

θβ−→ · · · θβ−→ B
β−→ Cp+r,q−r+1 γr−→ Ep+r,q−r+1

r

mit r − 1 auftretenden Moduln B. Daß ein Element x ∈ ker dpqr im Kern von
dpqr liegt, heißt, daß dpqr (x) im Bild von

dp+1,q−1
r−1 : Ep+1,q−1

r−1 → Ep+r,q−r+1
r−1

liegt, also im Bild der Abbildungsfolge

Ep+1,q−1
r−1 → A

α−→ B
θβ−→ · · · θβ−→ B

β−→ Cp+r,q−r+1 γr−1−−−→ Ep+r,q−r+1
r−1

mit r − 2 auftretenden Moduln B und γr−1 = γr = γp+r,q−r+1
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Es ist also
dpqr (x) = γr(z) = γr−1(z′).

Also ist γ(z − z′) = 0 und man findet ein b ∈ Bp+r,q−r mit

βp+r,q−r(b) = z − z′.

Wir gehen dann mit γp+r+1,q−r
r+1 (β(b)) weiter in Ap+r+1,q−r−1 → Ep+r+1,q−r

r+1 .
Anders gesagt: Wir können also die Folge (∗) am Ende um γrβ kürzen und

mit
θβ−→ B

β−→ C
γr+1−−−→ Ep+r+1,q−r

r+1

verlängern. Dies ergibt die gesuchte Folge

dpqr+1 : Epqr+1 → A
α−→ B

θβ−→ · · · θβ−→ B
β−→ C

γr+1−−−→ Ep+r+1,q−r
r+1

mit r auftretenden Moduln B.

Implementationsfragen

Anmerkung 1.1.6. Wir bemerken, daß es Untermoduln Y pqr ⊆ Zpqr ⊆ E
pq
2 gibt,

so daß Epqr = Zpqr /Y
pq
r ist. Anders gesagt: Epqr ist ein Subquotient von Epq2 .

Es sei Epqr durch eine Abbildung eines freien Moduls Xpq
r

Xpq
r

φpqr−−→ Epq2

gegeben, so daß

imφpqr = Zpqr → Epqr = ker dpqr−1/ im dp−r+1,q+r−2
r−1 → 0

ist. Ist das korrekt?
Weiterhin seien dpqr bis zu einem gewissen r schon als Abbildungen

dpqr : Xpq
r

ζpqr−−→ Cp+r,q−r+1 χp+r,q−r+1
r−−−−−−−→ Ep+r,q−r+1

2

gegeben, so daß χp+r,q−r+1
r durch imφp+r,q−r+1

r faktorisiert.

Anmerkung 1.1.7. Wir starten also mit dpqr : Epqr → Ep+r,q−r+1
r und verlängern

als

Xpq
r → Zpqr /Y

pq
r

dpqr−−→ Zp+r,q−r+1
r /Y p+r,q−r+1

r = Ep+r,q−r+1
r .

Über die Abbildung Zp+r,q+r−1
r → Ep+r,q−r+1

r → 0 liften wir das zu

Xpq
r → Zp+r,q+r−1

r ⊆ Ep+r,q−r+1
2 .
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Anmerkung 1.1.8. Die Abbildung χp,q : Cp,q → Ep,q2 ist die Komposition

Cp,q
γp,q−−→ Ap,q−1 ∼= Ep,q2

mit der offensichtlichen Isomorphie

Ap,q−1 = Hp(Ext1(Gq−1)) = Hp(Extq(G0)) = Ep,q2

Es ist ja nun
Epqr+1 = ker dpqr / im dp−r,q+r−1

r

und x ∈ ker dpqr wenn

Ep+r,q−r+1
2 3 dpqr (x) = dp+1,q−1

r−1 (x′) ∈ im dp+1,q−1
r−1

ist. (Man beachte, daß wir links Ep+r,q−r+1
2 geschrieben haben, indem unsere

Abbildung dpqr immer in Epq2 enden soll.)
Wir wählen daher jetzt Xpq

r+1 als Erzeuger des Urbilds des Bildes von

dp+1,q−1
r−1 : Xp+1,q−1

r−1 → Ep+r,q−r+1
2

unter
dpqr : Xpq

r → Ep+r,q−r+1
2 .

Es ist also πpqr+1(Xpq
r+1) ⊆ Xpq

r . mit einer geeigneten Abbildung πpqr+1 : Xpq
r+1 →

Xpq
r .

Es sei nun x ∈ Xpq
r+1, einer der freien Erzeuger, also

dpqr (πpqr+1(x)) = dpqr (x′′) = dp+1,q−1
r−1 (x′)

mit x′ ∈ Xp+1,q−1
r−1 . Also

χp+r,q−r+1
r ζpqr (x′′) = χp+r,q−r+1

r−1 ζp+1,q−1
r−1 (x′)

Mit z = ζpqr (x′′) und z′ = ζp+1,q−1
r−1 (x′) ist

γp+r,q−r+1(z − z′) = 0

also gibt es ein b mit
z − z′ = b ∈ Bp+r,q−r

Wir bilden c = βp+r,q−r(b) ∈ Cp+r+1,q−r und konstruieren so

ζpqr+1 : Xpq
r+1 → Cp+r+1,q−r.

Die Abbildung χp+r+1,q−r
r+1 : Cp+r+1,q−r → Ep+r+1,q−r

2 folgt direkt aus

γp+r+1,q−r : Cp+r+1,q−r → Ap+r+1,q−r−1 ∼= Ep+r+1,q−r
2 .

Es ist dpqr+1(x) = c′ ∈ Ep+r+1,q−r
2 , wobei c′ im Bild von Xp+r+1,q−r

r+1 →
Ep+r+1,q−r

2 liegt.
Es ist nämlich sogar dp+r+1,q−r

r (c′) = 0. Wir haben ja

(∗∗) dp+r+1,q−r
r : Xp+r+1,q−r

r → Ap+r+1,q−r−1 αp+r+1,q−r−1

−−−−−−−−−→ Bp+r+2,q−r−1 → · · ·
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Anmerkung 1.1.9. Man erschließt induktiv über r aus der obigen Konstruktion
von dpqr+1 aus dpqr , daß dpqr immer mit einer Sequenz

dpqr : Xpq
r → Epq2 → Ap,q−1 αp,q−1

−−−−→ Bp+1,q−1 → · · ·

wie oben anfängt. Für r = 2 steht das bei der Konstruktion von dpq2 .

Es ist also mit b ∈ Bp+r,q−r von oben

dp+r+1,q−r
r (γp+r+1,q−r(βp+r,q−r(b))) =

= · · · (αp+r+1,q−r−1(γp+r+1,q−r(βp+r,q−r(b)))

Es ist aber
αp+r+1,q−r−1γp+r+1,q−r = 0

aus der langen exakten Sequenz zu (1.204).
Wir haben so

Xpq
r+1

d̃pqr+1−−−→ Xp+r+1,q−r
r+1 → Ep+r+1,q−r

2

konstruiert, mit
φp+r+1,q−r
r+1 d̃pqr+1 = χp+r+1,q−r

r+1 ζpqr+1

1.1.49 Computing the cohomology of coherent sheaves on Pn
A

Montag, 03.02.2020

Let X = PnA be projective space over a noetherian ring A. Then

F → Hn(X,F)

is a covariant right exact functor on the category of coherent sheaves on X
because all Hi(X,F) for i > n vanish as X can be covered by n + 1 open
affines.

Now call Gp(F) = Hn−p(X,F). I claim that (Gp) is a universal δ-functor
associated to G0(−) = Hn(X,−).

For this, first read the long exact sequence in cohomology associated to
0→ F′ → F → F′′ → 0 backwards, that is

0→ H0(X,F′)→ H0(X,F)→ H0(X,F′′)→
→ H1(X,F′)→ · · · →

→ Hn(X,F′)→ Hn(X,F)→ Hn(X,F′′)→ 0 (1.212)

from right to left.
Furthermore Gp is effaceable, because for F coherent, a surjection
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i

OX(−di)→ F → 0

exists with di > 0. But it is

Gp(OX(−di)) = Hn−p(X,OX(−di)) = 0

for p > 0 because di > 0.
So

M =
⊕
i

OX(−di)→ F → 0

is an effacement of F.
Now call S = A[X0, . . . , Xn] so that X = proj (S)

Remark 1.1.10. If F = M̃ for a finitely generated S-module M there is always
a surjection

⊕
i S(−di) → M ′ → 0 with di > 0 where M ′ = M>r = Mr ⊕

Mr+1 ⊕ · · · is the truncation of M at a certain positive degree r.

It is then too F = M̃ = M̃ ′.

Now find for F a sequence of sheaves Ni =
⊕

j OX(−dij) with exact se-
quences

0→ Zi → Ni → Bi−1 → 0 (1.213)

where F = B−1 and Bi = Zi.
This sequence can be constructed iteratively: If Zi = Bi is already known,

one chooses a surjection with di+1,j > 0

Ni+1 =
⊕
j

OX(−di+1,j)→ Bi → 0 (1.214)

with kernel Zi+1 = Bi+1.

Remark 1.1.11. If we have a sequence

0→ Zi+1 → Ni+1 =
⊕
j

S(−di+1,j)→ Ni =
⊕
j

S(−di,j)

with di+1,j > 0 and a surjection⊕
j

S(−di+2,j) = Ni+2 → Zi+1 → 0

then automatically di+2,j > 0. This follows from HomS(S(−d), S(−e)) = 0
for d < e.

So it is only necessary to truncate the module M in the beginning, after-
wards the −di,j will be automatically less than zero.
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Together one has

· · · → Ni → Ni−1 → · · · → N2 → N1 → N0 → F → 0 (1.215)

with Ni =
⊕

j OX(−dij) and dij > 0.
This is a complex over F with sheaves Ni that are acyclic for Gp. So we

can compute Gp by applying G0 to this complex and taking homology:

Hn−p(X,F) = Gp(F) = hp(G0(N•)) (1.216)

But G0(Ni) = Hn(X,Ni) =
⊕

j H
n(X,OX(−dij)) is a free, finitely-generated

A-module which can be explicitly computed (if one can compute in A and S).
So hp(G0(N•)) can be computed concretely as a finitely presented A-

module:
Because of Serre-duality on X and beacuse Ni is a sum of OX(−dij) we

have
Hn(X,Ni) = HomOX (Ni,OX(−n− 1))∨

and so

Hn(X,Ni) = HomA(HomOX (Ni,OX(−n− 1)), A) =

= HomA(HomS(Ni, S(−n− 1))0, A) = Fi (1.217)

so that

Hn−p(X,F) = hp(HomA(HomS(N•, S(−n− 1))0, A)) (1.218)

The maps di : Fi → Fi−1 are functorially associated to Ni → Ni−1 by the
functor

W 7→ HomA(HomS(W,S(−n− 1))0, A)

So Hn−p(X,F) for F = M̃ with M a finitely generated S-module is con-
cretely computable.

The following is a short Macaulay2 script to do this computation:

--

--

-- computation of a complex

-- which computes the sheaf cohomology H^i(X,M~) for

-- a given module M over X = proj k[x_1,\ldots,x_n] = P^{n-1}_k

--

compCoh = {truncdeg => 1} >> opts -> (moM) ->

--

-- moM is a finite module over the ring S=A[x_1,...,x_n]

--

(
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S:= ring moM;

A:= coefficientRing S;

n := numgens S;

n1 := n - 1;

moMt := truncate(opts.truncdeg, moM);

C := presX(moMt, n + 3);

--C := res moMt;

C1 := Hom(C, S^{-n});

Dlis := dualzeroComplex(-n-1, 0, C1);

D := chainComplex(Dlis);

D

);

--

-- compute a free resolution of moM with S(-d_{i,1}) + .. + S(-d_{i,j_i}) terms

--

presX = (moM, k) ->

(

moN := moM;

philis := {};

moN = prune moN;

i := 0;

phi := presentation moN;

degs := degrees target phi;

philis = append(philis, phi);

moN = ker phi;

while (((prune moN) != 0) and (i <= k)) do

(

phi = presentation moN;

psi := gens moN;

philis = append(philis, psi);

philis = append(philis, phi);

moN = ker phi;

i = i + 1;

);

D := chainComplex(philis);
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return D;

);

dualzeroComplex = (a, b, C) ->

(

S := ring C;

A := coefficientRing S;

Dlis := reverse for i from a to b list

transpose lift(matrix basis(0, C.dd_(i)), A);

Dlis

)

1.1.50 Quasi-endliche Abbildungen. Sonntag 19.04.2020

Wir zeigen, daß jede quasi-endliche, eigentliche Abbildung schon affin und
ganz, also endlich ist:

Proposition 1.1.16. Es sei f : X → Y ein eigentlicher Morphismus mit
endlichen Fasern. Dann ist f endlich.

Beweis. Da f eigentlich ist, ist für jedes y ∈ Y und jede kohärente Garbe F auf X:

(Rpf∗F)ŷ ∼→ lim←−
n

Hp(X(n)
y ,F)

Also Rpf∗F = 0 für p > 0, denn X
(n)
y = X ×Y OY,y/m

n
y ist nulldimensional, weil

f−1(y) = Xy ein nulldimensionales Schema über k(y) für alle y ∈ Y ist.
Wir betrachten jetzt die eigentliche Abbildung f ′ : U → V mit V ⊆ Y offen,

affin und U = f−1(V ), die durch Einschränkung von f auf U entsteht. Weiter sei F
eine kohärente Garbe auf U .

Wir haben die Leray-Spektralsequenz

Hp(V,Rqf ′∗F)⇒ Hp+q(U,F)

Nach der Eingangsbemerkung ist nun immer Rqf ′∗F = 0 für q > 0. Weiterhin ist
Hp(V, f ′∗F) = 0 für p > 0, denn f ′∗F ist kohärent und V affin. Also ist H1(U,F) = 0
als Grenzwert der Spektralsequenz und damit U nach dem üblichen kohomologischen
Kriterium affin.

Somit ist f eine affine Abbildung und mit dem f ′ : U → V von oben ist

U = Spec (B), V = Spec (A) und f ′ eigentlich. Also ist f ′∗OU ein kohärenter OV –

Modul (Kohärenz der höheren direkten Bildgarben unter eigentlichen Morphismen)

oder, anders gesagt, B ein endlich erzeugter A–Modul. Also ist f ein endlicher Mor-

phismus, wie behauptet.
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1.1.51 Eine Integralformel für Modulformen und
Modulfunktionen. Dienstag, 12.05.2020

Eine Modulform kann als Differentialausdruck f(z)dzk aufgefaßt werden, der
unter der Transformation

w =
az + b

cz + d

mit (
a b
c d

)
∈ SL2(Z) = Γ

in f(w)dwk übergeht. Wir rechnen aus

dw =
a(cz + d)− c(az + b)

(cz + d)2
=

1

(cz + d)2
dz

Also ergibt sich aus der Gleichheit f(z)dzk = f(w)dwk die Beziehung

f(z)(cz + d)2k = f(
az + b

cz + d
) (1.219)

Eine Funktion auf der oberen Halbebene

H = {z ∈ C | =(z) > 0},

die die Beziehung (1.219) für alle
(
a b
c d

)
∈ Γ erfüllt, heißt modulare Funktion

vom Gewicht 2k.
Für die Transformationen z → az+b

cz+d = γ(z), γ ∈ Γ bildet die Menge

E = {z ∈ H | −1

2
6 <(z) <

1

2
, |z|> 1, |z|> 1 für <(z) > 0}

einen Fundamentalbereich.
Da eine modulare Funktion immer f(z) = f(z + 1) erfüllt, kann man sie

in eine Potenzreihe f(q) =
∑
i∈Z aiq

i mit q = exp(2πiz) entwickeln. Ist f
meromorph für q = 0, so heißt f meromorph in der Spitze ∞.

Es sei nun vz0(f) = m für eine meromorphe Funktion, die sich um z0 in
der Form

f(z) = am(z − z0)m + am+1(z − z0)m+1 + · · ·

entwickeln läßt. Dies ist äquivalent zu

m =
1

2πi

∫
z−z0=ε

f ′(z)

f(z)
dz

Es ergibt sich dann für eine meromorphe modulare Funktion f(z) die Bezie-
hung

2k

12
=

1

2
vi(f) +

1

3
vρ(f) +

∑
z 6=i,ρ,∞

vz(f) + v∞(f) (1.220)
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wobei z eine Teilmenge von Punkten von E durchläuft, so daß jeder Punkt
von H äquivalent unter Γ entweder zu i, ρ oder zu einem z ist.

Dabei ist ρ der Schnitt von <(z) = − 1
2 und dem Einheitskreis, also ρ3 = 1

die primitive dritte Einheitswurzel mit ρ ∈ H.

Um die Formel (1.220) zu beweisen, integrieren wir f ′(z)
f(z) dz über eine be-

stimmte Kontur α:
Diese läuft von Punkt P mit <(P ) = − 1

2
und sehr großem =(P ) nach ρ auf der

Geraden mit konstantem Realteil − 1
2
. Lediglich für Pole oder Nullstellen z′i von f

mit <(z′i) = −1/2 wird ein kleiner Halbkreis durchlaufen, der von z′i+ εi nach z′i− εi
gegen den Uhrzeigersinn läuft.

Als nächstes wird der Einheitskreis von ρ bis ρ+ 1 = −1/ρ = exp(2πi/6) durch-
laufen.

Dabei wird wieder um jedes z′j , für das f eine Null- oder Polstelle hat, ein
kleiner nach außen vorspringender Halbkreis gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen,
falls <(z′j) < 0 ist. Ist z′′j = −1/z′j das zugehörige Bild von z′j mit <(z′′j ) > 0, so
wird z′′j mit einem nach innen einspringenden kleinen Halbkreis umgangen.

Weiter wird ρ durch einen kleinen Kreisbogen vom Öffnungswinkel 60◦, der auf
dem Geradensegment Pρ beginnt und auf dem Einheitskreis endet, ausgespart. Ein
ebensolcher Kreisbogen, der auf dem Einheitskreis beginnt und auf <(z) = 1

2
endet,

spart −1/ρ aus. Schließlich wird i noch von einem kleinen Kreis mit Öffnungswinkel
180◦ umgangen, der auf dem Einheitskreis beginnt und endet und durch E führt.

Das dritte Stück von α läuft von −1/ρ nach Q = P + 1 wobei jedes z′i + 1, mit
den z′i von oben, durch einen nach links einspringenden Halbkreis von z′i − εi nach
z′i + εi, der im Uhrzeigersinn durchlaufen wird, umgangen wird.

Das letzte Stück von α ist der Geradenabschnitt von Q nach P durch den Fun-

damentalbereich E.

Es ist offensichtlich, daß die Beziehung

1

2πi

∫
α

f ′(z)

f(z)
dz =

∑
z 6=i,ρ

vz(f) (1.221)

gilt.
Nennt man βρ, βρ+1, βi die kleinen Ausweichkreisbögen in der obigen Kon-

tur, aber mit gegenläufigem Durchlaufungssinn, so ist

1

2πi

∫
βρ

f ′(z)

f(z)
dz =

1

6
vρ(f) (1.222)

1

2πi

∫
βρ+1

f ′(z)

f(z)
dz =

1

6
vρ+1(f) =

1

6
vρ(f) (1.223)

1

2πi

∫
βi

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2
vi(f) (1.224)

Die gebrochenen Vorfaktoren vor vi(f) und vρ(f) ergeben sich aus den
Winkelanteilen der Umgehungskreise für i und ρ ∼ −1/ρ = ρ+1 am Vollkreis.
Bei i also 180◦

360◦ = 1
2 und bei ρ, ρ+ 1 dann 60◦

360◦ = 1
6 .
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Zieht man jetzt noch den Weg β∞ von ∞ nach P nach Q nach ∞ hinzu,
der die Beziehung

1

2πi

∫
β∞

f ′(z)

f(z)
dz = v∞(f)

erfüllt, so hat man die Beziehung

I =
1

2
vi(f) +

1

3
vρ(f) +

∑
z 6=i,ρ

vz(f) + v∞(f)

wobei I das Integral von f ′(z)
f(z) dz nur noch über den Einheitskreis von ρ nach

−1/ρ zu nehmen ist, wobei die durch Kreisbögen von verschwindendem Radius
ε umgangenen Stücke des Einheitskreises auszulassen sind.

Alle anderen Stücke heben sich nämlich wegen f(z) = f(z + 1) weg oder
werden (nämlich PQ, βρ, βρ+1, βi) zweimal in verschiedener Richtung durch-
laufen.

Bei den oben z′j genannten Null- oder Polstellen auf dem Einheitskreis heben
sich die Integrale über die beiden Halbkreise der paarweise auftretenden z′j , z

′′
j im

Grenzfall immer kleinerer Kreisradien zu Null weg. Man erkennt dies durch die im
Vorgriff zu unten genannte Transformation

f ′(z)

f(z)
dz =

2k

w
dw +

f ′(w)

f(w)
dw

unter z = −1/w.

Wir schreiben also für dieses Integral jetzt (unter stillschweigender Aus-
lassung der oben erwähnten, symmetrisch zu i liegenden ε-Kreisbögen):

I =
1

2πi

∫ φ=90◦

φ=120◦

f ′(z)

f(z)
dz +

1

2πi

∫ φ=60◦

φ=90◦

f ′(z)

f(z)
dz = A+B

Unterwerfen wir das Integral A der Substitution z = − 1
w , so entsteht

A =

∫ φ=90◦

φ=60◦

f ′(− 1
w )

f(− 1
w )

(
−d(

1

w
)

)
Wir nutzen die Beziehung

f(− 1

w
) = w2kf(w) (1.225)

aus der durch Differentiation auch

f ′(− 1

w
)

1

w2
= 2kw2k−1f(w) + w2kf ′(w) (1.226)

also

f ′(− 1

w
) = 2kw2k+1f(w) + w2k+2f ′(w) (1.227)



1.1 Algebraische Geometrie 89

entsteht.
Es ist also

f ′(z)

f(z)
dz =

f ′(− 1
w )

f(− 1
w )

(
−d(

1

w
)

)
=

=
2kw2k+1f(w) + w2k+2f ′(w)

w2kf(w)

1

w2
dw =

2k

w
dw +

f ′(w)

f(w)
dw (1.228)

Damit ergibt sich

A =
2k

2πi

∫ φ=90◦

φ=60◦

1

w
dw +

1

2πi

∫ φ=90◦

φ=60◦

f ′(w)

f(w)
dw =

2k

12
−B

Also

I = A+B =
2k

12
−B +B =

2k

12

wie behauptet.

1.1.52 Eine Casas-Alvero-Idee. Freitag, 22.05.2020

Es sei
f(x) = xn + a1x

n−1 + · · ·+ amx

mit m = n− 1 ein Polynom vom Grad n.
Es seien Fi = f(xi) und Gi = dif(xi) die Casas-Alvero-Polynome mit

di =
1

i!

di

dxi
,

der Hasse-Ableitung.
Wir modifizieren die Gi durch Einführung eines u ∈ Z im führenden Term

u

(
n

i

)
xn−ii + · · ·+ an−i = Gi(u) (1.229)

Es sei der Ring
R = Z[x1, . . . , xm, a1, . . . , am]

und sein Ideal
Iu = (F1, . . . , Fm, G1(u), . . . , Gm(u))

ist quasihomogen. Weiter sei Au = R/Iu, eine Z-Algebra.
Sie definiert ein eigentliches Schema

Vu = proj (Au)
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über Spec (Z).
Wir wollen zeigen, daß das nichtdeformierte Schema V1 keine Punkte be-

sitzt.
Angenommen, es gibt ein nichttrivales Casas-Alvero-Polynom f(x). Dann

hat man eine nichttriviale Lösung von I1, also einen Punkt von V1/Z über
Spec (Q).

Da V1/Z eigentlich ist, ist das Bild seiner Punkte in Spec (Z) abgeschlossen,
enthält also dann den Abschluß des generischen Punktes und ist mit Spec (Z)
identisch.

Es ist also die Faser V1 ×Z Fq für jede Primzahl q nicht leer, man hat also
Lösungen von I1 in Charakteristik q.

Wir können nun annehmen, daß A1⊗ZZ[1/N ] eine flache Z[1/N ]–Algebra
für ein geeignetes N > 0 ist (Generic-Freeness-Lemma). Damit ist dann auch
V1×Z Z[1/N ] ein flaches Z[1/N ] Schema. Denn die homogenen Komponenten
(A1)d von (A1) sind direkte Summanden eines flachen Z[1/N ]–Moduls, also
selbst flach. Also ist OV1 eine flache Modulgarbe über Z[1/N ].

Es gibt also ein q ∈ Z, prim, so daß V1 × Z(q) ein flaches Z(q)-Schema ist
(wobei Z(q) die Lokalisierung am Primideal q ist).

Dies ist äquivalent zu A1⊗Z Zq ist flach über Zq (wobei Zq die q-adischen
ganzen Zahlen sind.

Nun kommt die kritische Behauptung: Wählt man u von der Form u =
wqe + 1, so ist Au ⊗ Fq = A1 ⊗ Fq und ich behaupte, daß nicht nur A1 ⊗ Zq
flach über Zq ist, sondern auch bei genügender Nähe von u und 1, also e� 0
auch Au ⊗ Zq flach über Zq.

Damit wäre dann auch Au ⊗Z Z(q) flach über Z(q).
Wir notieren erstmal für jeden DVR

Lemma 1.1.15. Es sei (B, (π)) ein diskreter Bewertungsring und M ein B-
Modul.

Dann ist äquivalent

a) M ist flacher B-Modul.

b) Die Sequenz 0→M
·π−→M ist injektiv.

c) TorB1 (M,kB) = 0.

d) B ist flacher B̂-Modul, wo B̂ die π-adische Komplettierung von B ist.

Um die Flachheit von Au zu zeigen, würde es genügen

I1 ⊗Z Fq = Iu ⊗Z Fq

zu beweisen, denn es ist exakt:

0→ TorB1 (Au ⊗Z B,Fq)→ Iu ⊗Z Fq → R⊗Z Fq → Au ⊗Z Fq → 0

(für B = Zq oder B = Z(q)).
Man betrachte eine Auflösung
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Rm
·Pu−−→ R2m Qu=(F1,...,Fm,G1(u),...,Gm(u))−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ Iu → 0

Es ist Q1 ≡ Qu mod q. Zu zeigen wäre P1 ≡ Pu mod q. Man braucht also
Kontrolle über die Syzygien

A1F1 + · · ·+AmFm +B1G1(u) + · · ·+BmGm(u) = 0

Bei genügend kleiner q-adischer Deformation von Q sollte Pu eine genügend
kleine q-adische Deformation erleiden.

Motivation: Nicht nur die q-adische Differenz von Gi(u) und Gi(1) ist klein
sondern auch alle vorkommenden Monome sind identisch und der Quotient der
jeweiligen Koeffizienten ist beliebig nahe bei 1.

Nachtrag: Die Annahme, daß Au auch flach ist, ist wahrscheinlich falsch.
Ein Beispiel, das in vieler Hinsicht ähnlich ist:

Au = Z[x, y]/(x2 − y2, ux− y)

Für u = 1 ist die generische Faser (über Q) eindimensional FQ = V (x − y).
Für u 6= 1,−1 ist sie nulldimensional. Ist u = 1 +wqe sind die Fasern über Fq
aber gleich.

Weiter im Beweis:
Da Au⊗Fq = A1⊗Fq hat auch Vu×Z Fq einen Punkt (die Faser Vu×Z Fq

ist nicht leer).
Nun nutzen wir die angenommene Flachheit von Vu ×Z Z(q) über Z(q) aus

und schließen, daß, wegen der Offenheit von Vu ×Z Z(q)/Z(q) auch ein Punkt
von Vu über Q existiert (die Faser Vu ×Z Q nicht leer ist).

Da aber Vu auch eigentlich, also mit abgeschlossenem Bild, ist, hat Vu auch
Punkte für jedes Fl mit einer Primzahl l, von der wir zusätzlich annehmen,
daß sie ein Teiler von u sein soll.

Es ist dann u ≡ 0 mod l: Für ein solches l können aber keine Lösungen
mit Charakteristik l existieren, da die führenden Terme in den Gi(u) modulo
l verschwinden (siehe (1.229)).

Man entnimmt also aus den Gi(u) = 0, weil die führenden Terme ver-
schwinden, daß

a1 = · · · = am = 0

und damit, nach den Fi = 0, auch

x1 = · · · = xm = 0

Es kann also, im Widerspruch zur Annahme keine Punkte von Vu über Fl
geben und damit letztlich auch keine Punkte von V1 über Q, also keine Poly-
nome, die im Widerspruch zur Casas-Alvero-Vermutung stehen.

1.1.53 Eine Kurve auf zwei Kartoffeln. Samstag, 27.06.2020

Die folgende Aufgabe wurde auf mathoverflow.net präsentiert: Es seienX,Y ⊆
R3 zwei beliebige Kartoffeln (also Ränder zweier kompakter, 3-dimensionaler
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glatter Mannigfaltigkeiten, mit glattem kompakten Rand). Dann kann man
auf X bzw. Y zwei glatte Kurven C1 bzw. C2 finden, so daß C1 mit einer
eigentlichen euklidischen Bewegung in C2 überführt werden kann.

Beweis: Man bewege die Kartoffel Y so, daß sie X in einer glatten Kurve
C schneidet. Diese Kurve C markiere man als C1 auf X und als C2 auf Y .

Es ist lediglich zu begründen, daß es immer eine solche Bewegung von Y
gibt. Wir geben eine Begründung, die sich an den Beweis des Bertini-Theorems
anlehnt. Es sei G der 6-dimensionale Lagenraum der Kartoffel Y . Betrachte
die Inzidenzvarietät

Γ = {(x, σ) | TxX = TxY
σ} ⊆ X ×G

Damit der Tangentialraum T = TxX bei x ∈ X mit dem Tangentialraum von
Y σ bei x übereinstimmt, kann σ einen beliebigen Punkt y ∈ Y auf x abbilden.
Es bleibt dann noch ein Freiheitsgrad für die Drehung von Y um eine Achse
durch x, senkrecht zu T .

Also ist mit p1 : Γ → X immer dim p−1
1 (x) = 3, also dimΓ = 3+dimX =

3 + 2 = 5. Da die Abbildung p2 : Γ → G glatt ist, enthält G − p2(Γ ) eine
dichte offene Teilmenge. Weiterhin enthält der Raum der Lagen G′ ⊆ G, in
denen Y überhaupt X schneidet, eine offene, 6-dimensionale Teilmenge von
G. Diese schneidet G−p2(Γ ) in einer dichten Menge von Punkten, von denen
jeder eine Lage von Y repräsentiert, in der C = X ∩ Y eine glatte Kurve ist.

1.1.54 Mayer-Vietoris-Sequenz für die de Rham-Kohomologie.
Mittwoch, 15.07.2020

Es sei X = U ∪ V eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und Vereinigung
zweier offener Teilmengen U, V ⊆ X.

Dann existiert eine exakte Sequenz für die de Rham-Kohomologie

· · · → Hk−1(U ∩ V )
δk−1

−−−→

→ Hk(X)
αk−−→ Hk(U)⊕Hk(V )

βk−−→ Hk(U ∩ V )
δk−→

→ Hk+1(X)→ · · · (1.230)

Es ist die sogenannte Mayer-Vietoris-Sequenz.
Es ist dabei

α(ω) = (ω|U , ω|V )

und
β(ω1, ω2) = ω1|U∩V − ω2|U∩V

Ist ρU + ρV = 1 eine differenzierbare Teilung der 1 mit supp ρU ⊆ U und
supp ρV ⊆ V , so ist

δ(ω12) = dρU ∧ ω12 − dρV ∧ ω12



1.1 Algebraische Geometrie 93

Wir wollen uns überzeugen, daß die Sequenz bei δk exakt ist.
Sei zunächst ω12 = ωU |UV − ωV |UV und damit

δ(ω12) =

= dρU ωU |UV − dρU ωV |UV − dρV ωU |UV + dρV ωV |UV =

= d(ρUωU |UV + ρV ωV |UV )− d(ρUωV |UV + ρV ωU |UV ) = dη (1.231)

denn es ist ja auch dωU = 0 und dωV = 0.
Es bleibt zu zeigen, daß ein ω12 mit

(∗) dρU ω12 − dρV ω12 = dη (1.232)

im Bild von β liegt.
Wir erhalten aus (∗) wegen ρV = 1−ρU und ρU = 1−ρV die Beziehungen

2dρU ω12 = dη (1.233)

−2dρV ω12 = dη (1.234)

Setzt man also

ω1 = ρUω12 −
1

2
η

und

ω2 = −ρV ω12 −
1

2
η

so ist dω1 = dω2 = 0 und ω12 = β(ω1, ω2).

1.1.55 Eine diophantische Gleichung. Sonntag, 15.11.2020

Auf youtube gefunden, Aufgabe aus dem Bundeswettbewerb Mathematik, 2.
Runde, 2020.

Proposition 1.1.17. Es gibt keine rationalen Zahlen x, y, z ∈ Q mit

x+ y + z = 0

x2 + y2 + z2 = 100

Beweis.
Setze x = −(y + z) in die zweite Gleichung ein und erhalte

(y + z)2 + y2 + z2 = 2(y2 + z2 + yz) = 100,

also
y2 + z2 + yz = 50

Quadratische Ergänzung liefert

(y +
1

2
z)2 +

3

4
z2 = 50
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mit p = z/2 und w = y + 1
2
z also

w2 + 3p2 = 50

für rationale w, p. Also
(∗) w2 + 3p2 = 50u2

für ganze w, p, u.

Betrachtet man dies modulo 3, so entsteht w2 ≡ 2u2 mod 3. Nun ist m2 = 0, 1, 1

für m = 0, 1, 2 und 2m2 = 0, 2, 2 für m = 0, 1, 2. Also muß w, u ≡ 0 mod 3 gelten.

Damit aber auch 3|p und w, p, u haben den Primteiler 3 gemeinsam. Da man aber

(w, p, u) = 1 annehmen konnte, kann es in Wirklichkeit keine ganzzahlige Lösung

w, p, u für (∗) geben.

1.1.56 Gruppenaxiome. Dienstag, 17.11.2020

Die verwendeten Gruppenaxiome seien:

i) Für alle a, b, c ∈ G ist immer a · (b · c) = (a · b) · c.
ii) Es existiert ein Element 1 ∈ G mit 1 · a = a für alle a ∈ G.

iii) Für jedes a ∈ G existiert ein a−1 ∈ G mit a−1 · a = 1.

Dann gilt

Lemma 1.1.16. Es sei 1′ ∈ G ein neutrales Element, also 1′ · a = a für alle
a ∈ G.

Dann ist auch (1′)−1 ein neutrales Element.

Beweis.
(1′)−1 · a = (1′)−1 · (1′ · a) = ((1′)−1 · 1′) · a = 1 · a = a

Lemma 1.1.17. Es seien 1, 1′ zwei neutrale Elemente, also 1 · a = 1′ · a = a
für alle a ∈ G.

Dann ist 1 = 1′.

Beweis.
1 = (1′)−1 · 1′ = 1′

Die zweite Gleichheit von links folgt nach vorigem Lemma.

Lemma 1.1.18. Für jedes a ∈ G ist a · a−1 = 1, also ein Linksinverses auch
ein Rechtsinverses.

Beweis. Wir beginnen mit 1·a−1 = a−1. Es folgt (a−1 ·a)·a−1 = a−1. Multiplikation

von links mit (a−1)−1 liefert a · a−1 = 1.

Lemma 1.1.19. Es ist a · 1 = a, also das linksneutrale Element ist auch
rechtsneutral.

Beweis.
a · 1 = a · a−1 · a = (a · a−1) · a = 1 · a = a

Die dritte Gleichheit von links folgt aus vorigem Lemma.
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Lemma 1.1.20. Es sei a ∈ G und a1, a2 ∈ G mit a1 · a = 1 und a2 · a = 1
zwei linksinverse Elemente.

Dann ist a1 = a2. Linksinverse Elemente sind also eindeutig.

Beweis. Aus a1 ·a = 1 = a2 ·a folgt a1 ·a·a−1 = a2 ·a·a−1. Also nach vorvorigem

Lemma auch a1 · 1 = a2 · 1, also nach vorigem Lemma a1 = a2.

Lemma 1.1.21. Es ist (a−1)−1 = a und (a · b)−1 = b−1 · a−1.

Beweis. Es ist a · a−1 = 1 denn ein Linksinverses ist ein Rechtsinverses. Weiter ist
(a−1)−1 · a−1 = 1 nach Definition. Wegen der Eindeutigkeit der Linksinversen ist
a = (a−1)−1.

Die zweite behauptete Gleicheit folgt, weil beide Elemente Linksinverse von a · b
sind.

1.1.57
”
Quasi-endlich“ ist nicht stabil unter Basiserweiterung.

Samstag, 5.12.2020

Es gibt Schemamorphismen f : X → T , die quasi-endlich sind (alle Xt endlich
viele Punkte) und die eine Basiserweiterung T ′ → T zulassen, so daß XT ′ →
T ′ nicht mehr quasi-endlich ist.

Wähle zum Beispiel

R = Q[x1, x2, . . . , xi, . . .]/(x
2
1 − 2, x2

2 − 3, . . . , x2
i − pi, . . .) = A/p

wobei pi die i-te Primzahl ist.
Das Ideal p ist ein maximales Ideal in A. Um dies einzusehen betrachte

man einen Morphismus

φ : A→ Q̄, xi 7→
√
pi

Er verschwindet auf allen x2
i − pi und sein Bild ist der Körper Q((

√
pi)i).

Weiterhin, ist f = f(x1, . . . , xm) ∈ A ein Element mit φ(f) = 0, so ist f im
Ideal pm = (x2

1− p1, . . . , x
2
m− pm) von Am = Q[x1, . . . , xm], denn dieses Ideal

ist ein maximales Ideal von Am wegen Am/pm = Q(
√

2,
√

3, . . . ,
√
pm).

Die Faser R⊗Q Q̄ hat aber unendlich viele maximale Ideale, entsprechend
den Morphismen φ(ε1,ε2,...) : A → Q̄ mit xi 7→ εi

√
pi mit allen möglichen

Vorzeichenwahlen εi = ±1 für jedes i.

1.1.58 Ein Algorithmus zur Bestimmung einer noetherschen
Normalisierung. Freitag, 11.12.2020

The function noethnorml receives

1. A polynomial ring R = A[x1, . . . , xm] over a coefficient field A.
2. An ideal I ⊆ R given by its generators.
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It returns:
A map of polynomial rings

θ : T2 = A[w1, . . . , wm]→ R

such that

1. θ−1(I) = J = (wp, . . . , wm) ⊆ T2 is an ideal of T2. It can be zero (then
p > m).

2. R/I is an integral ring extension of T2/J .

noethnorml does

A. If I = 0 then return θ = idR : R→ R.

Otherwise do:

Select f ∈ I. We want to put f in Noether-Position, that is make a coordinate
change, such that f in the new coordinates yi is of the form

(∗) yNm + a1y
N−1
m + · · ·+ am

where the ai are polynomials in y1, . . . , ym−1.

So define S = A[y1, . . . , ym] and maps

φ : S → R, yi 7→ xi + αixm for i < m and ym 7→ xm

ψ : R→ S xi 7→ yi − αiym for i < m and xm 7→ ym

which are obviously inverse to each other.

The α1, . . . , αm−1 ∈ Z are random integers.

Now for generic αi the polynomial

f1 = ψ(f)

is of the above form (∗).

B. Now compute I1 = φ−1(I) ⊆ S.

C. Define a ring T = A[u1, . . . , um−1] and a map

γ : T → S, ui 7→ yi

C1. Set I2 = γ−1(I1) ⊆ T .

D. This is the recursion:

Call noethnorml with arguments (T, I2). The result is
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θ : T1 = A[v1, . . . , vm−1]→ T

E. Call ρ = φ ◦ γ ◦ θ : T1 → R

F. Introduce a ring T2 = A[w1, . . . , wm] and a ring map

θ′ : T2 → R with wi 7→ ρ(vi) for i < m and wm 7→ f

G. Return θ′ as the result.

1.1.59 Der Amitsur-Komplex. Sonntag, 17.01.2021

Es sei A→ B eine Darstellung von B als A-Algebra. Wir bilden einen Kom-
plex

A→ B → B ⊗A B → B ⊗A B ⊗A B → · · · → B ⊗A · · · ⊗A B → · · · (1.235)

also einen Komplex (Kn) mit

K0 = A (1.236)

Kn = B ⊗A · · · ⊗A B mit n Faktoren B (1.237)

Die Abbildung dn : Kn → Kn+1 werde gegeben durch

dn(b1 ⊗ b2 ⊗ · · · ⊗ bn) = 1⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bn+

+

n∑
i=1

(−1)ib1 ⊗ · · · ⊗ bi ⊗ 1⊗ bi+1 ⊗ · · · ⊗ bn (1.238)

Ist nun A → B ein treuflacher Morphismus, so ist der Komplex (Kn) exakt.
Man erkennt dies, indem man den ganzen Komplex mit B ⊗A − tensoriert,
also den Komplex

Ln = B ⊗A Kn

bildet, mit dnL = idB ⊗ dnK .
Wir haben dann eine Kettenhomotopie kn : Ln → Ln−1, für die

(∗) kn+1dnL + dn−1
L kn = idLn

ist. Diese Homotopie ist einfach

kn(b0 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bn) = b0b1 ⊗ b2 · · · ⊗ bn

Der erste Summand in (∗), also kn+1dnL(b0 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bn) ist nämlich
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kn+1

(
b0 ⊗ 1⊗ b1 · · · ⊗ bn +

n∑
i=1

(−1)ib0 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bi ⊗ 1⊗ bi+1 ⊗ · · · ⊗ bn

)
=

= b0⊗b1⊗· · ·⊗bn−b0b1⊗1⊗b2 · · ·⊗bn+

n∑
i=2

(−1)ib0b1⊗· · ·⊗bi⊗1⊗bi+1⊗· · ·⊗bn)

(1.239)

Der zweite Summand in (∗) ist

dn−1
L (b0b1 ⊗ b2 ⊗ · · · ⊗ bn) = b0b1 ⊗ 1⊗ b2 ⊗ · · · ⊗ bn+

+

n∑
i=2

(−1)(i−1)b0b1 ⊗ b2 ⊗ · · · ⊗ bi ⊗ 1⊗ bi+1 ⊗ · · · ⊗ bn (1.240)

Addiert man (1.239) und (1.240), bleibt

b0 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bn

und (∗) ist gezeigt.

1.1.60 Duale Basis von 1, α, . . . , αn−1. Sonntag, 28.03.2021

Es sei L = K(α)/K eine Körpererweiterung mit

f(X) = Xn + b1X
n−1 + · · ·+ bn = (X − α1) · · · · · (X − αn)

als Minimalpolynom von α = α1.
Es sei für x, y ∈ L

〈x, y〉 = TrL|K(xy)

eine nichtausgeartete K-Bilinearform und es sei

g(X) =
f(X)

X − α
= an−1X

n−1 + an−2X
n−2 + · · ·+ a0

Dann ist
a0

f ′(α)
,
a1

f ′(α)
, · · · , an−1

f ′(α)

für 〈−,−〉 die duale Basis zu

1, α, α2, . . . , αn−1

Es ist also
TrL|K(αp

aq
f ′(α)

) = δpq

Wir können dies auch als

(∗) TrL|K

(
αp

f(X)

(X − α)f ′(α)

)
= Xp
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ausdrücken.
Um dies einzusehen, bemerken wir, daß das Polynom

hi(X) =
f(X)

X − αi

für die Werte αj 6= αi verschwindet, und bei αi den Wert f ′(αi) annimmt. Wir
können es also als eine Art

”
Lagrange-Interpolationspolynom“ für die Stellen

α1, . . . , αn ansehen. Der Gesamtausdruck

up(X) =

n∑
i=1

αpi
f(X)

(X − αi)f ′(αi)
=

n∑
i=1

αpi
1

f ′(αi)
hi(X)

nimmt also an αi den Wert αpi an. Da die α1, . . . , αn aus n verschiedenen
Werten bestehen und deg up(X) 6 n− 1 ist, muß

up(X) = Xp

sein. Da aber

TrL|K

(
αp

f(X)

(X − α)f ′(α)

)
= up(X)

ist die behauptete Aussage über die Dualität gezeigt.

1.1.61 Schnitte im Pn. Freitag, 23.04.2021

Es seien Xr und Xs zwei projektive Untervarietäten von Pn mit Dimensionen
r und s. Für diese gelte r + s > n. Dann ist der Schnitt Xr ∩Xs nichtleer.

Mit der Diagonalabbilung ∆ : Pn → Pn × Pn gilt

Xr ∩Xs
∼= ∆(Pn) ∩ (Xr ×Xs = Xrs)

Wir müssen also zeigen, daß der Schnitt von Xr ×Xs ∩∆(Pn) nicht leer ist.
Wir gehen dazu von Xr ⊆ Pn und Xs ⊆ Pn zu den affinen Kegeln C(Xr) ⊆

An+1 und C(Xs) ⊆ An+1, sowie C(∆) ⊆ An+1 × An+1 über.
Es ist dann dimC(Xr) = r + 1 und dimC(Xs) = s+ 1 also

dimCrs = dimC(Xr)× C(Xs) = r + s+ 2 > n+ 2

Weiter ist C(∆) die Verschwindungsmenge der n+ 1 Gleichungen

x0 − y0 = 0, . . . , xn − yn = 0

mit den Koordinaten xi bzw. yi des ersten bzw. zweiten An+1.
Da

Y = C(∆) ∩ C(Xr)× C(Xs)

den Koordinatenursprung O enthält, ist es eine nichtleere algebraische
Menge die von n + 1 Gleichungen auf einer Varietät Crs mit Dimension
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dimCrs > n + 2 bestimmt ist. Sie hat also dimY > 1 und ist homogen
unter den Operationen (λx0 : · · · : λxn) und (µy0 : · · · : µyn). Ihr Bild Y ′

unter
An+1 × An+1 → Pn × Pn

ist also der nichtleere Schnitt Xrs ∩∆(Pn).

1.1.62 Projektive Systeme von Schemata. Sonntag, 02.05.2021

Es sei (Aλ, uλµ : Aλ → Aµ)µ>λ ein induktives System von kommutativen
Ringen mit 1 und A = lim−→λ

Aλ.

Weiter sei Sλ = Spec (Aλ). Dann ist (Sλ)λ ein inverses System von Sche-
mata und es ist

S = lim←−
λ

Sλ = Spec

(
lim−→
λ

Aλ

)
= Spec (A).

Es sei nun α 6 λ für alle λ ein kleinstes Element und Xα ein Aα-Schema.
Damit ist

Xλ = Xα ×Spec(Aα) Spec (Aλ) = Xα ×Sα Sλ
ein projektives System von Schemata mit vµλ : Xµ → Xλ als Basiserweiterung
mit Xα ×Sα − von wµλ : Sµ → Sλ. Weiter sei

X = Xα ×Sα S

Dann ist
lim←−
λ

Xλ = X

der inverse Limes der (Xλ)λ.
Analog sei Yα ein zweites Aα-Schema und Yλ = Yα ×Sα Sλ sowie Y =

Yα ×Sα S.
Es ist dann für µ > λ immer

Xµ = Xλ ×Sλ Sµ
Yµ = Yλ ×Sλ Sµ

Damit kann eine Abbildung fλ : Xλ → Yλ durch fλ 7→ fλ ×Sλ idSµ auf
eine Abbildung fµ : Xµ → Yµ abgebildet werden.

Man hat also Morphismen

eλµ : HomSλ(Xλ, Yλ)→ HomSµ(Xµ, Yµ)

für µ > λ. Diese bilden ein induktives System

lim−→
λ

HomSλ(Xλ, Yλ)
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Weiterhin ergibt die Basiserweiterung fλ : Xλ → Yλ 7→ f ′ = fλ ×Sλ S eine
Abbildung

hλ : HomSλ(Xλ, Yλ)→ HomS(X,Y )

und diese Abbildungen sind mit eλµ verträglich, es ist also

hµ ◦ eλµ = hλ

Man hat also insgesamt einen Morphismus

h : lim−→
λ

HomSλ(Xλ, Yλ)→ HomS(X,Y )

Nimmt man an, daß Yα endlich präsentiert ist und Xα quasikompakt und
quasisepariert ist, also insbesondere, wenn Xα und Yα vom endlichen Typ
über einem noetherschen Ring sind, so ist die Abbildung h bijektiv.

Um dies plausibel zu machen, untersuchen wir insbesondere affine Aα-
Algebren Bα, Cα, für die Xα = Spec (Bα) und Yα = Spec (Cα) ist.

Wir haben dann

HomSλ(Xλ, Yλ) = HomAλ(Cλ, Bλ)

und wir wollen die Bijektivität von

lim−→
λ

HomAλ(Cλ, Bλ)→ HomA(Cα ⊗Aα A,Bα ⊗Aα A)

einsehen.
Hier greift zunächst eine wichtige Vereinfachung. Es ist nämlich

HomAλ(Cα⊗AαAλ, Bα⊗AαAλ) = HomAα(Cα, Bα⊗AαAλ) = HomAα(Cα, Bλ)

und

HomA(Cα ⊗Aα A,Bα ⊗Aα A) = HomAα(Cα, Bα ⊗Aα A) = HomAα(Cα, B).

Wir müssen also zeigen, daß

lim−→
λ

HomAα(Cα, Bα ⊗Aα Aλ)→ HomAα(Cα, Bα ⊗Aα A)

bijektiv ist.

1.1.63 n-te Wurzeln aus Schnitten von Linienbündeln. Dienstag,
06.07.2021

Es sei X eine glatte Varität über einem Körper k und L ein Linienbündel auf
X. Weiter sei 0 6= s ∈ H0(X,Ln) ein nichtverschwindender Schnitt.

Nennt man
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π̃ : V(L∗) = Spec

⊕
i60

Li

→ X

das dem Bündel L∗ zugeordnete Vektorbündel, so ist

H0(V, π̃∗L) = H0(X,L⊗
⊕
i60

Li)

wie man aus der Projektionsformel

π̃∗(π̃
∗F) = π̃∗(π̃

∗F ⊗ OV) = F ⊗ π̃∗OV = F ⊗
⊕
i60

Li

für jede quasikohärente OX -Garbe F ableitet.
Der kanonische Schnitt idL ∈ Hom(L,L) induziert also einen Schnitt t̃ ∈

L⊗ L∗ und damit einen Schnitt t̃n ∈ Ln ⊗ L−n also in

t̃n ∈ H0(V, π̃∗Ln).

Ebenso induziert s einen Schnitt

π̃∗(s) ∈ H0(V, π̃∗Ln))

Man kann also iY : Y = V (π̃∗(s)− t̃n) ↪→ V als abgeschlossenes Unterschema
des Linienbündels V definieren, das durch einen Schnitt von π̃∗Ln definiert
ist. Es sei π : Y → X die Abbildung π = π̃ ◦ iY .

Wir halten für später die wichtige Tatsache fest, daß damit auch

π̃∗Ln = OV(Y ) (1.241)

und wegen
IY = OV(−Y ) (1.242)

auch die Idealgarbe von Y in V durch π∗L ausgedrückt werden kann.
Nennt man t = t̃|Y = i∗Y (t̃), so ist tn = π∗(s) ∈ H0(Y, π∗Ln).
Wir betrachten nun einen wichtigen Spezialfall, zugleich der lokale Fall in

der obigen globalen Betrachtung:
Es sei X = Spec (A) und L = OX mit s ∈ A. Dann ist

Y ∼= Spec (A[t]/(tn − s))

und π : Y → X wird durch die Inklusion A→ A[t]/(tn − s) gegeben.

Proposition 1.1.18. Die Abbildung π ist endlich, surjektiv und separabel
vom Grad n.

Weiter gilt:

Proposition 1.1.19. Die Abbildung π ist für n > 1 genau über V (s) ⊆ X
verzweigt.

Sowie für die Glattheit:

Proposition 1.1.20. Die Varietät Y ist genau dann glatt, wenn V (s) glatt
(oder leer) ist.
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Kanonisches Bündel ωY |k

Es sei Y/k glatt, wir wollen das kanonische Bündel ωY |k durch X und L

ausdrücken.
Zunächst haben wir die exakte Sequenz

0→ IY /I
2
Y → ΩV|k ⊗ OY → ΩY |k → 0

lokal freier OY -Moduln.
Aus ihr folgt

i∗Y (ωV|k) = ωV|k ⊗OV OY = IY /I
2
Y ⊗ ωY |k (1.243)

also wegen
IY /I

2
Y = i∗Y (IY ) = i∗Y (OV(−Y )) = π∗L−n

wobei die letzte Gleichheit aus (1.241) und (1.242) folgt.

Weiterhin folgt aus V π̃−→ X → k wegen Glattheit von V → X die Bezie-
hung

0→ π̃∗ΩX|k → ΩV|k → ΩV|X → 0

von lokal freien OV-Moduln.
Also mit Bildung der maximalen äußeren Potenzen

ωV|k = π̃∗ωX|k ⊗OV ωV|X (1.244)

wobei ωV|X = ΩV|X ist.
Es ist also

i∗Y
(
ωV|k

)
= π∗ωX|k ⊗OY i

∗
Y

(
ωV|X

)
(1.245)

Zieht man (1.243) und (1.245) zusammen, so folgt

ωY |k = i∗Y (ωV|k)⊗ π∗Ln = π∗Ln ⊗ π∗ωX|k ⊗ i∗Y
(
ωV|X

)
TODO Berechne ΩV(E)|X für ein glattes X und eine lokal freie OX -Garbe

E vom Rang n.

1.1.64 Die Abbildung RpF ◦G→ Rp(F ◦G). Samstag, 24.07.2021

Es sei G : A → B ein linksexakter Funktor, und F : B → C ein weiterer
linksexakter Funktor. Es sei RpF (G(I)) = 0 für p > 0 und für I ∈ Obj A
injektiv. Der Funktor G bilde also injektive Objekte in F -azylische ab.

Es gibt dann die Grothendieck-Spektralsequenz

Epq2 = RpF (RqG(A))⇒ Rp+q(F ◦G)(A)

Aus ihr entnehmen wir den Kantenhomomorphismus

Ep02 � Ep0∞ ↪→ Ep∞
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Er hat konkret die Gestalt

(∗) RpF ◦G→ Rp(F ◦G)

Wir wollen ihn konkreter beschreiben und in Korrelation mit einer Konstruk-
tion der Abbildung (∗) bringen, die sich nur injektiver Auflösungen bedient.

Wir beginnen mit einer injektiven Auflösung 0 → A → I• und einer
Cartan-Eilenberg-Auflösung J•,• von G(I•), also

0→ G(I•)→ J•,•

Es ist dann Epq0 = F (Jp,q).
Dann bilden wir den Komplex

(Wn =
⊕
p+q=n

Jp,q, δ•)

Er besteht aus injektiven Objekten W i und hat

hp(F (W •)) = Rp(FG)(A)

denn dies ist eine Grundeigenschaft der Spektralsequenz eines Doppelkomple-
xes E•,•. Diese konvergiert immer gegen hp(totE•,•).

Es ist
0→ G(A)→W •

Wir haben weiterhin eine Injektion von Komplexen

0→ G(I•)→W •

mit
(∗) 0 // G(I•) // W • // Z• // 0

0 // G(A)

OO

// G(A)

OO

// 0

OO

// 0

0

OO

0

OO

0

OO

Wendet man F an und berechnet die lange exakte Kohomologiesequenz, so
ist

hp−1(F (Z•)) = 0→ Rp(FG)(A) = hpF (G(I•))→ hpF (W •)→ hp(F (Z•)) = F p(0)

denn 0→ Z• ist eine F -azyklische Auflösung der Null.
Der Komplex J ′• = ker(J•,0 → J•,1) besteht aus injektiven Objekten und

es ist 0→ G(A)→ J ′• eine injektive Auflösung. Also

hp(F (J ′•)) = F p(G(A))
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Nach Konstruktion haben wir auch eine Injektion

(∗) 0 // J ′• // W •

0 // G(A)

OO

// G(A)

OO

0

OO

0

OO

Wenden wir F an, so ergibt sich eine Abbildung

hp(F (J ′•)) = F p(G(A))→ hp(F (W •)) = Rp(FG)(A)

Damit haben wir den Kantenhomomorphismus

F p(G(A))→ Rp(FG)(A)

explizit beschrieben.
Die Konstruktion entspricht dem Vorgehen bei der Konstruktion ohne

Spektralsequenzen. Dort wird zuerst ein injektiver Komplex W • wie oben
konstruiert, der dieselbe Kohomologie wie G(I•) hat, und anschließend eine
Abbildung einer injektiven Auflösung J ′• von G(A) in W ′•.

1.1.65 Der Ring A[X] ist regulär, wenn A regulär ist. Freitag,
30.07.2021

Es sei A ein regulärer noetherscher Ring. Er erfüllt daher die Bedingung

ExtiA(M,N) = 0

für alle A-Moduln M , N und i > i0. Es sei n das kleinste solche i0, also
n = gldhA.

Proposition 1.1.21. Unter obiger Annahme ist auch der Polynomring A[X]
regulär, mit gldhA[X] 6 n+ 1

Man betrachte zum Beweis die exakte Sequenz von A-Algebren

0→ A[X]
·X−−→ A[X]→ A→ 0

und A-tensoriere mit einem A[X]-Modul M , bilde also −⊗A AM , wobei AM
für die Restriktion des Skalarbereichs entlang A→ A[X] stehe. Es entsteht

0→ A[X]⊗AM → A[X]⊗AM →M → 0

Dies ist eine exakte Sequenz vonA[X]-Moduln. Wir wenden nun HomA[X](−, N)
mit einem A[X]-Modul N auf diese Sequenz an und erhalten die lange exakte
Sequenz
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(∗) · · · → Extp−1
A[X](M ⊗A A[X], N)→

→ ExtpA[X](M,N)→ ExtpA[X](M ⊗AA[X], N)→ ExtpA[X](M ⊗AA[X], N)→

→ Extp+1
A[X](M,N) · · ·

Nun besteht aber eine Isomorphie von Funktoren

HomA[X](M ⊗A A[X], N) = HomA(AM,AN)

für beliebige A[X]-Moduln M , N . Denn es steht ja in schematheoretischer
Auffassung

HomA[X](f
∗f∗M,N) = HomA(f∗M,f∗N)

wenn man Ringe A, A[X] mit ihrem Spektrum, Moduln M , N mit quasi-
kohärenten Modulgarben identifiziert und f = ϕ∗ mit der kanonischen Abbil-
dung ϕ : A→ A[X] setzt.

Also ist auch immer

ExtpA[X](M ⊗A A[X], N) = ExtpA(AM,AN) = 0 für p > n

Berücksichtigt man dies in der langen exakten Sequenz (∗) von oben, so er-
kennt man

ExtpA[X](M,N) = 0

für p > n+ 1. Also gldhA[X] 6 n+ 1.

1.1.66 Maximale essentielle Erweiterungen. Freitag, 17.09.2021

Es sei M ⊆ F ein Untermodul eines R-Moduls F . Weiter sei E mit M ⊆ E ⊆
F eine Erweiterung von M .

Definition 1.1.4. Mit den obigen Bezeichnungen heißt M ⊆ E essentielle
Erweiterung von M , wenn für jeden Untermodul (0) 6= E′ ⊆ E auch E′∩M 6=
(0) gilt.

Lemma 1.1.22. Es ist äquivalent

a) E ⊇M ist essentielle Erweiterung.
b) Für jedes e ∈ E − (0) existiert ein a ∈ R mit ae ∈M − (0).

Weiterhin gilt in obiger Situation

Proposition 1.1.22. Es gilt folgendes:

1. Für jede essentielle Erweiterung E ⊇M existiert eine maximale essentielle
Erweiterung E′ ⊇ E ⊇M von M . Es ist also E′′ = E′ falls E′′ ⊇ E′ ⊇M
zwei essentielle Erweiterungen von M sind.

2. Ist F ein injektiver R-Modul und E eine maximale essentielle Erweiterung
von M , so ist auch E injektiver R-Modul.
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Beweis. Wir beweisen 2. Es sei also 0→ b→ R ein Ideal von R und φ : b→ E
eine R-lineare Abbildung. Da E ⊆ F und F injektiv, gibt es ein z ∈ F mit φ(b) = bz
für alle b ∈ b. Um E als injektiv nachzuweisen, genügt es ein solches z mit z ∈ E zu
finden.

Sei also zunächst einmal z 6∈ E. Da E maximal essentiell gibt es dann a ∈ R
und e ∈ E, so daß b̃(az + e) = 0 für das Ideal b̃ = (E : az + e). Ist a eine Einheit
in R, also oBdA a = 1, so ist wegen b ⊆ b̃ auch b(z + e) = 0, also bz = b(−e) und
man hat nachgewiesen, daß E injektiv ist.

Wir nehmen also jetzt an, daß a ∈ R−R∗ keine Einheit in R ist und wir zeigen
zunächst zwei Lemmata

Lemma 1.1.23 (Lemma 1). Es gibt ein z′ ∈ F mit az′ = e.

Betrachte die Abbildung γ : aR → F mit γ(a′a) = a′e, also γ(a) = e. Diese

ist wohldefiniert. Sei nämlich a′a = 0, so ist a′(az + e) ∈ E, also a′ ∈ b̃ und damit

a′(az+ e) = 0, also 0 = a′az = −a′e. Nun ist aber F eben injektiv und aR ein Ideal

von R. Also gibt es ein z′ ∈ F mit a′az′ = γ(a′a) = a′e, also az′ = e.

Lemma 1.1.24 (Lemma 2). Es gibt ein w ∈ F mit aw = 0 und b1(z+z′) =
b1w, wo b1 = (E : z).

Zunächst einmal wird z + z′ von b1 ∩ aR annulliert. Sei nämlich a′a ∈ b1 ∩ aR.
Dann ist a′a(z+z′) = (a′a)z+a′az′ = (a′a)z+a′e ∈ E, weil a′a ∈ b1 und daher

a′az ∈ E. Also ist a′a(z+z′) = a′(az+e) ∈ E und damit a′ ∈ b̃. Also a′(az+e) = 0
und damit a′a(z + z′) = 0 und damit annulliert wirklich jedes a′a aus b1 ∩ aR das
Element z + z′.

Wir können daher eine wohldefinierte Abbildung γ : b1/(b1∩ (a))→ F anschrei-
ben, für die γ(b̄) = b(z + z′) für jedes b ∈ b1 ist. Betrachtet man die zugehörige
Sequenz

0→ (b1 + (a))/(a)→ R/(a)

so ist, weil F injektiv, γ(b̄) = b̄w mit einem w ∈ F , für das, weil es Bild von

1+aR ∈ R/(a) ist, auch aw = 0 gilt. Ebenso gilt nach Konstruktion b1(z+z′) = b1w.
Fortsetzung Hauptbeweis.
Es ist also wegen b ⊆ b1 = (E : z) auch bz = b(w − z′). Ersetzen wir also z

durch z′′ = w − z′, so ist az′′ = a(w − z′) = −e ∈ E.
Wenn wir nun am Anfang über z annehmen, daß z = z0 unter allen möglichen

z mit az = φ(a) für alle a ∈ b so gewählt sei, daß (E : z0) ⊇ b maximal wird (hier
bräuchten wir R noethersch, unschön), so kann für ein solches z0 kein a und az0 + e
wie oben angenommen existieren.

Existierten sie nämlich, so wäre az0 6∈ E also a 6∈ (E : z0) aber man könnte z0

durch ein z′′0 ersetzen mit az′′0 ∈ E, also a ∈ (E : z′′0 ) und (E : z0)z0 = (E : z0)z′′0 ,
also (E : z0) ⊆ (E : z′′0 ).

Es wäre also (a) + (E : z0) ⊆ (E : z′′0 ) und damit wäre (E : z′′0 ) echt größer als

(E : z0) im Widerspruch zur Grundannahme.

1.1.67 Anwendungen von Riemann-Roch für Kurven. Sonntag,
21.11.2021

Es sei X eine algebraische Kurve über einem Körper k, mit kanonischem
Divisor K und Geschlecht g.
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Ist D ein beliebiger Divisor, so schreiben wir zur Abkürzung H0(D) für
H0(X,OX(D)) und h0(D) = dimkH

0(D).
Es gilt dann:

Lemma 1.1.25. Ist g = 0, so ist h0(P ) = 2 für einen Punkt P von X. Ist
g > 0, so ist h0(P ) = 1.

Beweis. Es ist

h0(P ) = h0(K − P ) + degP + 1− g 6 h0(K) + 1 + 1− g = g + 2− g = 2

Ist nun g > 0, so kann es keine rationale Funktion mit einfachem Pol bei P geben,

und es ist h0(P ) = 1. Umgekehrt ist für g = 0 der Wert h0(K) = 0, also h0(K−P ) =

0, also h0(P ) = 2.

Aus vorigem Lemma ergibt sich somit:

Lemma 1.1.26. Ist P ein Punkt auf X, so ist für g > 0 immer h0(K−P ) =
h0(K)− 1.

Beweis. Es ist

h0(K − P )− h0(P ) = deg(K − P ) + 1− g = 2g − 2− 1 + 1− g = g − 2

denn es ist ja deg(K) = 2g − 2. Weiter ist h0(P ) = 1, also h0(K − P ) = g − 1 =

h0(K)− 1.

Korollar 1.1.3. Ist g > 0, so ist h0(K − D) < h0(K) für einen effektiven
Divisor D 6= 0. Ist aber g = 0, so ist h0(K) = h0(K − D) = 0. Der Fall
h0(K) = h0(K −D) tritt also genau für g = 0 oder D = 0 ein.

Lemma 1.1.27. Es sei D ein effektiver Divisor. Dann ist h0(D) 6 degD+1.

Beweis. Aus der Gleichung

h0(D)− h0(K −D) = degD + 1− g

und der bewiesenen Beziehung h0(K −D) 6 h0(K) = g für einen effektiven Divisor

D folgt also h0(D) 6 degD + 1.

Es sei nun X eine Kurve mit einem effektiven Divisor D und es gelte für
diesen degD 6 g − 1 sowie h0(D) > g. Dann gilt g(X) = 0.

Beweis 1. Es ist

(∗) h0(D)− h0(K −D) = degD + 1− g

also

(h0(D)− degD)− h0(K −D) = (1 + ε)− (g − ε′) = 1− g + ε+ ε′ = 1− g

für ε, ε′ > 0, also wegen obiger Gleichung ε = ε′ = 0.

Insbesondere ist h0(K −D) = h0(K) = g, also g = 0 nach vorigem Korollar.

Beweis 2. Wir hätten auch mit dem letzten Lemma h0(D) 6 degD+1 6 g und

wegen g 6 h0(D) die Gleicheit g = h0(D) = degD + 1 erschließen können. Daraus

folgt dann mit (∗), daß h0(K −D) = g, also nach dem Korollar g = 0.
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1.1.68 Berechnung einer Basis von OK und der
Primidealzerlegung von pOK . Montag, 06.12.2021

Es sei K/Q eine endliche Körpererweiterung mit K = Q(x) und f(x) = 0 für
ein irreduzibles f(X) ∈ Q[X] vom Grad n. Der Ganzheitsring von K sei OK .
Da für jedes α ∈ K immer ein s ∈ Z, s 6= 0 mit sα ∈ OK existiert, können
wir annehmen, daß f(X) ∈ Z[X] ist.

Duale Basen

Es sei x1, . . . , xn eine Q-Basis von K. Wir wollen eine duale Q-Basis y1, . . . , yn
bestimmen, für die also gilt 〈xi, yj〉 = Tr(xi yj) = δij .

Wir machen den Ansatz yi =
∑
aijxj und erhalten

δik = 〈yi, xk〉 =
∑
j

aij〈xj , xk〉

In Matrixform heißt das E = A·D mit D = (Tr(xj xk))jk und damit A = D−1.
Somit ist (aij) und damit y1, . . . , yn bestimmt.

Ist M = Zx1 + · · ·+Zxn, so schreiben wir auch D(M) = Z y1 + · · ·+Z yn
für den durch die duale Basis erzeugten Z-Modul.

Basis von OK

Wir wollen eine Z-Basis von OK bestimmen, also Elemente u1, . . . , un ∈ OK
mit

OK = Zu1 + · · ·+ Zun
die über Z (oder Q) linear unabhängig sind.

Wir beginnen mit dem Elementesystem 1, x, x2, . . . , xn−1 ∈ OK und be-
stimmen aus der Beziehung

f(X)

f ′(x)(X − x)
= a0 + a1X + · · ·+ an−1X

n−1

(oder mit dem allgemeinen Verfahren von oben) eine duale Basis a0, a1, . . . , an−1 ∈
K von 1, x, . . . , xn−1. Damit gilt also

(∗) Z · 1 + Zx+ · · ·+ Zxn−1 ⊆ OK ⊆ Z a0 + · · ·+ Z an−1

Insbesondere gibt es eine lineare Beziehung

xi =
∑
j

αji aj

wo αji ∈ Z nämlich αki = Tr(xixk) ist. Man erkennt dies aus der Dualität
Tr(xiaj) = δij .
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Indem wir die Matrix A = (αji ) mit P,Q ∈ GL(n,Z) auf Elementarteiler-
form

P−1AQ−1 = B =


e1 0 · · · 0
0 e2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · en


bringen, können wir die Beziehung (∗) in einer für die Rechnung praktischeren
Form schreiben:

Es sei X = (1, x, . . . , xn−1) und DX = (a0, . . . , an−1) so ist X = A ·DX,
also X = P ·B ·Q ·DX oder auch P−1 ·X = B · (Q ·DX).

Wählen wir also als neue Basen P−1 · X = v1, . . . , vn und Q · DX =
w1, . . . , wn, so ist vi = eiwi und man hat wieder

M = Zv1 + · · ·+ Zvn ⊆ OK ⊆ Zw1 + · · ·+ Zwn = D(M)

Man betrachte die mininalen einfachen zyklischen Untergruppen vonD(M)/M
und ihre Erzeuger r1,ν ∈ D(M).

Für jedes r1,ν überprüfe man, ob r1,ν ganz über Z ist. Es heißen solche
Elemente dann r′1,ν und M1 = (M, r′1,ν).

Anschließend betrachte man die minimalen einfachen Untergruppen von
D(M1)/M1, ihre Erzeuger r2,ν und diejenigen unter ihnen, die ganz über Z
sind, die wir r′2,ν nennen. Es sei dann M2 = (M1, r

′
2,ν).

Induktiv fortschreitend ergibt sich eine Menge von r′a,ν , so daß

(v1, . . . , vn, r
′
a,ν)

ein Z-Erzeugendensystem von OK ist. Aus ihm berechnen wir dann die ge-
suchte Z-Basis u1, . . . , un.

Minimale Untergruppen

Es bleibt noch das Problem zu lösen: Wie findet man zu einer endlichen abel-
schen Gruppe

G = Z/e1Z× · · · × Z/enZ

die minimalen einfachen Untergruppen?
Diese Untergruppen sind die Bilder von Hom(Z/pZ, G) für alle p|ei, prim.

Man kann also alles auf die Bestimmung von Hom(Z/pZ,Z/mZ) zurückführen,
also auf die Bestimmung der Elemente e ∈ Z/mZ mit pe = 0.

Ist m = pνm′ mit p,m′ teilerfremd, so sind dies genau die p− 1 Elemente
ipν−1m′ für i = 1, . . . , p− 1. Für ν = 0 ist Hom(Z/pZ,Z/mZ) = 0.

Zerlegung von pOK

Da OK = Zu1 + · · ·+ Zun ist, gibt es umsomehr eine exakte Sequenz

0→ J → Z[U1, . . . , Un]
α−→ OK → 0
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mit α(Ui) = ui. Es ist aber mit Macaulay 2 nicht möglich, das Ideal J direkt
aus dieser Beziehung als Kern von α zu bestimmen. Wir betrachten daher das
folgende Diagramm

0 // J ⊗Q // Q[U1, . . . , Un] // Q⊗ OK = K // 0

0 // J //

OO

Z[U1, . . . , Un]

OO

// OK //

OO

0

0

OO

0

OO

0

OO

Da das Ideal J ⊗ Q ein Ideal des Polynomrings Q[U1, . . . , Un] über Q ist,
können wir Erzeuger (f1, . . . , fm) = J ⊗Q mit fi sogar aus Z[U1, . . . , Un] ex-
plizit mit Macaulay 2 bestimmen. Dabei repräsentieren wir K als Q[x]/(f(x)).

Nennt man I das Ideal

(f1, . . . , fm) ⊆ Z[U1, . . . , Un],

so ist J ⊗Q = I ⊗Q und J = (I ⊗Q) ∩ Z[U1, . . . , Un]. Es gilt also

J =
⋃

m∈Z,m 6=0

(I : m)

Um jetzt die Zerlegung über p ∈ Z, prim, zu bestimmen, können wir alles
mit Z(p) = Ap tensorieren und brauchen dann nur Jp =

⋃
ν>0(I : pν) zu

bestimmen.
Da (I : fg) = ((I : f) : g) ist, betrachten wir einfach die wachsende Folge

der Ideale Jν,p = (I : pν). Diese ist mit Macaulay 2 explizit berechenbar.
Ist Jν,p = Jν+1,p, so ist die Folge ab ν stationär und wir haben Jp be-

stimmt.
Die Sequenz

0→ Jp → Ap[U1, . . . , Un]→ (OK)(p) → 0

bleibt unter Tensorieren mit −⊗Z Fp exakt, denn TorZ1 ((OK)(p),Fp) = 0, wie

man aus der Sequenz 0 → Z ·p−→ Z → Fp → 0 und der Integrität von OK
erkennt.

Es ist also exakt

0→ Jp ⊗ Fp → Fp[U1, . . . , Un]→ OK ⊗ Fp → 0

und wir haben Fp ⊗ OK = OK/pOK als explizite Fp-Algebra vom endlichen
Typ dargestellt. Mit Macaulay 2 ermitteln wir nun bequem die Primäridealzerlegung
von Jp ⊗ Fp und erhalten damit die gesuchte Zerlegung von pOK .



112 1 Algebra und Geometrie

1.1.69 Berechnung von Galoisgruppen. Montag, 27.12.2021

Es sei f(X) ∈ Q[X] ein Polynom mit

f(X) = Xn + a1X
n−1 + · · ·+ an.

Wir wollen die Galoisgruppe G = G(f) = Gal(K : Q) berechnen, wo
K = Q(x1, . . . , xn) der von den Wurzeln x1, . . . , xn ∈ Q̄ von f erzeugte Er-
weiterungskörper von Q ist.

Wir nehmen Unbestimmte x1, . . . , xn und setzen gleich

f(X) = (X − x1) · · · · · (X − xn)

also
(∗) ai = Si(x1, . . . , xn)

wobei Si(x1, . . . , xn) die i-te elementarsymmetrische Funktion ist.
Mit weiteren Unbestimmten t1, . . . , tn bilden wir t1 x1+· · ·+tn xn, nehmen

es zu den Gleichungen (∗) hinzu und bilden damit das Gleichungssystem F.
Durch Elimination von x1, . . . , xn aus F erhalten wir ein Polynom

ψ(t1, . . . , tn) ∈ Q[t1, . . . , tn]

das als

n∑
i=1

(Si(x1, . . . , xn)− ai)hi(x, t)+

+ w(x, t)(t1 x1 + · · ·+ tn xn) = ψ(t1, . . . , tn)

geschrieben werden kann.
Ist ξ1, . . . , ξn ∈ Q̄ eine Lösung von (∗), so ist, wie man mit Einsetzen in

voriger Gleichung erkennt, immer

ξ1 t1 + · · ·+ ξn tn

ein Teiler von ψ. Wir zerlegen ψ in irreduzible Faktoren

ψ = ψe11 · · · · · ψerr

Es ist degψ = d|n! = ordSn. Bildet man ψe, so dass de = n!, so ist die
Galoisgruppe G gleich der Gruppe der Vertauschungen von t1, . . . , tn, die ψeiei
festlassen, wenn a1 6= 0 ist.

Ist a1 = 0, so braucht diese Aussage nicht zu gelten. Ein Gegenbeispiel ist
f = X4 + 1.
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Die Definition der γi

Die Gruppe G operiert auf x1, . . . , xn und jeder Ausdruck φ(x1, . . . , xn), der
unter G festbleibt, liegt in Q. Bildet man also

θσ(t1, . . . , tn) =
∏
π∈G

(t1 ξ1 + · · ·+ tn ξn)σπ

so ist der Ausdruck in Q[t1, . . . , tn] und ein Teiler von ψN . Zerlegt man

Sn = σ1G ∪ · · · ∪ σsG

so ist γkii = θσi mit einem irreduziblen γi ∈ Q[t1, . . . , tn].

Die Irreduzibilität der γi

Wäre nämlich
γi = γi1 · · · · · γiq

eine Zerlegung in irreduzible Komponenten aus Q[t1, . . . , tn], so betrachte man
etwa einen Faktor Lσiπ1 von γi1 und einen Faktor Lσiπ2 von γi2, wobei

L = ξ1 t1 + · · ·+ ξn tn

ist und π1, π2 ∈ G seien. Es hat dann γ
π−1
1 π2

i1 einen Faktor in Q̄[t1, . . . , tn] mit
γi2 gemein und fällt daher mit ihm als Element von Q[t1, . . . , tn] zusammen.

Da π−1
1 π2 ∈ G und γi1 ∈ Q[t1, . . . , tn] ist, ist aber natürlich γ

π−1
1 π2

i1 = γi1 also
γi1 = γi2 im Widerspruch zur Definition dieser Formen.

Vermutungen

Es gilt dann für a1 6= 0, daß γi und γj für i 6= j teilerfremd sind. Weiter ist
bei geeigneter Numerierung ψi = γi sowie r = s (Vermutung!).

Der Fall γe

Wir schreiben tσ = tσ(1), . . . , tσ(n) und wollen zeigen, dass die τ ∈ Sn mit
γe(t

τ ) = γe(t) genau die τ ∈ G sind. Dabei sei γe = γi für σi = e.
Wir schreiben

τL = tτ(1)ξ1 + · · ·+ tτ(n)ξn = t1ξτ−1(1) + · · ·+ tnξτ−1(n) = Lτ
−1

und erhalten für τ ∈ G

γe(t
τ )ke =

∏
π∈G

(τL)π =
∏
π∈G

Lτ
−1π =

∏
π∈G

Lπ = γe(t)
ke

also sogar γe(t
τ ) = γe(t), weil γe(t

τ ) und γe(t) irreduzibel sind.
Umgekehrt, sei γe(t

τ ) = γe(t), also auch γe(t
τ )ke = γe(t)

ke und damit
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π∈G

(τL)π =
∏
π∈G

Lτ
−1π =

∏
π∈G

Lπ

Da die Lρ für ρ ∈ Sn alle irreduzibel sind, gibt es π1, π2 ∈ G mit

(∗∗) Lτ
−1π1 = λLπ2

mit λ ∈ K. Es ist dann insbesondere (λξ1, . . . , λξn) = (ξρ(1), . . . , ξρ(n)) mit
einem ρ ∈ Sn.

Da wir generell ρ ∈ G annehmen wolllen (für a1 6= 0 ist immer λ = 1 und
ρ = idSn), haben wir

τ−1π1 = π2ρ

Also
τ−1G = τ−1π1G = π2ρG = G

also τ−1G = G, also τ ∈ G.

Der Fall γi

Ist γ = γi so ist für γ(tτ ) = γ(t) demzufolge τ ∈ σiGσ−1
i . Denn es ist ja

γi(t) = γe(t
σ−1
i )

Also
γi(t

τ ) = γe(t
σ−1
i τ ) = γi(t) = γe(t

σ−1
i )

Ersetzt man in γe(t
σ−1
i τ ) = γe(t

σ−1
i ) den Ausdruck t 7→ tσi , so entsteht

γe(t
σ−1
i τσi) = γe(t), also nach obigem σ−1

i τσi ∈ G, also τ ∈ σiGσ−1
i .

γi und γj teilerfremd

Weiterhin ist für den Fall, daß jede Permutation ξ 7→ λ ξ mit λ ∈ K durch ein
ρ ∈ G darstellbar ist, auch immer, wie oben behauptet, γi und γj teilerfremd.

Es ist ja

γkii =
∏
π∈G

Lσiπ,

γ
kj
j =

∏
π∈G

Lσjπ.

Haben γi und γj einen gemeinsamen Faktor, so ist sogar γi = γj und man hat
für π1, π2 ∈ G und λ ∈ K geeignet

Lσiπ1 = λLσjπ2

und deshalb mit der obigen Annahme für ein geeignetes ρ ∈ G auch σiπ1 =
σjπ2ρ, also σiG = σjG und damit i = j nach Annahme über die σi.
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Permutationen ξ 7→ λ ξ

Nun ist aber für eine Permutation ξ 7→ λ ξ immer Si(ξ) = Si(λ ξ) = λiSi(ξ).
also für jedes ai = Si(ξ) 6= 0 immer λi = 1. Es ist also auf jeden Fall λ eine
Einheitswurzel in K. Ist a1 6= 0, was wir nach einer geeigneten Transformation
X → X + a immer annehmen können, so ist sogar λ = 1 und wir haben die
gewünschte Beziehung ρ = idSn ∈ G.
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1.1.70 Berechnung von LXY = [X,Y ]. Dienstag 29.03.2022

Es seien X, Y Vektorfelder auf einer offenen Teilmenge V ⊆ M einer Man-
nigfaltigkeit M .

Weiter sei Ft der von X erzeugte lokale Fluss

DFt(p)

dt
|t=0 = X(p)

Es ist dann für ein infinitesimales ε mit ε2 = 0 auch

Fε(p) = p+ εX(p)

Wir definieren die Lieableitung LXY von Y nach X durch die Beziehung

DF−εY |Fε = Y + εLXY (1.246)

Es ist LXY wieder ein Vektorfeld auf V und es gilt die Beziehung

LXY = [X,Y ]

Wir rechnen zunächst in Koordinaten X =
∑
iX

i∂i und Y =
∑
j Y

j∂j .

Es ist mit p = (x1, . . . , xn) die Jacobimatrix von F−ε gleich

DF−ε = D(p− εX(p)) = D((x1, . . . , xn) 7→ (x1 − εX1, . . . , xn + εXn)) =

δik − ε
∂Xi

∂xk
(p). (1.247)

Also ist

(DF−εY |Fε)i(p) = (δik − ε
∂Xi

∂xk
)(p)Y k(p+ εX) =

Y i(p+ εX)− ε∂X
i

∂xk
(p)Y k(p+ εX) =

Y i(p) + εXk ∂Y
i

∂xk
(p)− εY k(p)

∂Xi

∂xk
(p) =

Y i(p) + ε[X,Y ](p)i = Y i + ε(LXY )(p)i. (1.248)

Also eben LXY = [X,Y ].
Eine etwas anders verlaufende, koordinatenfreie Rechnung können wir di-

rekt auf (1.246) aufbauen. Es ist nach Anwendung von DFε nämlich

Y |Fε = DFεY + εDFεLXY = DFεY + εLXY

Wir wenden nun die auftauchenden Vektoren auf eine Funktion f ∈ E(V ) an
und erhalten
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Y |Fε ` f −DFεY ` f = (Y ` f) ◦ Fε − Y ` (f ◦ Fε) =

(Y ` f) + εX ` (Y ` f)− Y ` (f + ε(X ` f)) =

ε(X ` (Y ` f)− Y ` (X ` f)) = ε[X,Y ] ` f (1.249)

Also ist LXY ` f = [X,Y ] ` f für alle f ∈ E(V ) und somit LXY = [X,Y ].
Wir haben dabei folgende Beziehungen benutzt:

g ◦ Fε = g + ε(X ` g) (1.250)

(DΨ)Y ` f = Y ` (f ◦ Ψ) (1.251)

(Y |Φ) ` f = (Y ` f) ◦ Φ (1.252)

Wir wollen den Inhalt dieser Beziehungen noch deutlicher in Betracht nehmen
und die auftauchenden

”
Typen“ mathematischer Objekte klarstellen.

Zunächst sei
Φ : U → Φ(U)

eine Abbildung von Mannigfaltigkeiten und

Y ∈ Der(E(Φ(U)),E(Φ(U)))

sowie f ∈ E(Φ(U)).
Es ist dann

YΦ ` f = (Y ` f) ◦ Φ ∈ E(U),

also
Y |Φ ∈ Der(E(Φ(U)),E(U)).

Man kann also Y |Φ als
”
versetzte Derivation“ oder als

”
versetztes Vektorfeld“

bezeichnen.
Weiter sei

Ψ : V → Ψ(V )

eine Abbildung von Mannigfaltigkeiten und

Y ∈ Der(E(V ),E(W ))

sowie f ∈ E(Ψ(V )).
Es ist dann

(DΨ)Y ` f = Y ` (f ◦ Ψ) ∈ E(W )

also
(DΨ)Y ∈ Der(E(Ψ(V )),E(W ))

also auch ein
”
versetztes Vektorfeld“.

Die beiden Ausdrücke oben, Y |Fε und (DFε)Y , sind also für Y ∈ Der(E(V ),E(V ))
jeweils aus Der(E(Fε(V )),E(V )).
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1.1.71 Die Projektion einer singulären quartischen Fläche von
einem ihrer Knotenpunkte. Dienstag 19.04.2022

Es sei X ⊆ P3 eine Fläche vom Grad 4 mit einer Knotensingularität in P ∈ X.
Es ist also, wenn man P = (0 : 0 : 0 : 1) annimmt, die Gleichung

f(x, y, z, w) = 0 der Fläche von der Gestalt

f = w2 u2 + 2w u3 + u4

wobei u2, u3, u4 homogen in x, y, z von den Graden 2, 3, 4 sind.
Wir projizieren vom Punkt P in die unendlich ferne Ebene w = 0 mit der

Abbildung F : (x, y, z, w) 7→ (x, y, z) und betrachten als Bild von X unter F
das Bild seiner Kontur unter der Projektion F , also alle x, y, z, für die es ein
w gibt, so daß f(x, y, z, w) = 0 eine mehrfache Nullstelle in w hat.

Diese werden also gegeben durch

ψ = discw f

Man rechnet aus, daß
ψ = 4(u2 u4 − u2

3).

Wir können also eindeutig zuordnen

w2 u2 + 2w u3 + u4 7→ ψ = u2 u4 − u2
3

Dabei schneidet u2 die Form u3 in 6 Punkten, diese sind auch der komplette
Schnitt von u2 mit ψ, treten also jeweils doppelt zählend auf. Die Quadrik
u2 berührt also ψ in 6 gemeinsamen Punkten, sie ist, wie Rohn sagt, eine
Berührquadrik.

Bemerkenswerterweise können wir aber auch aus der Kenntnis von (ψ6, u2),
also einer ebenen Sextik und einer Berührquadrik u2 zwei Formen v3, v4 in
x, y, z rekonstruieren, so daß ψ6 = ψ̃6 mit

ψ̃6 = u2 v4 − v2
3

wird. Dies kann, nach Rohn, in ∞7 Weisen geschehen.
Man beginnt mit den 6 Punkten

ϑP = P1, . . . , P6

in denen u2 die Sextik ψ6 berührt und legt eine Kubik v3 durch diese Punkte.
Dies kann wegen 5·4

2 = 10 − 6 = 4 auf ∞4 Weisen geschehen. Die Kubik v3

schneidet ψ6 noch in 12 weiteren Punkten

ϑQ = Q1, . . . , Q12

Durch die Punkte ϑQ legt man dann eine Quartik v4, dies ist wegen 6·5
2 =

15− 12 = 3 auf ∞3 Weisen möglich.
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Es ist also

u2 ∩ v3 = ϑP

v4 ∩ v3 = ϑQ

v3 ∩ ψ6 = ϑP + ϑQ

Weiter ist
u2 ∩ ψ6 = 2ϑP

nach Annahme.
Untersucht man v4 ∩ ψ6 so ergibt sich durch Einschieben von v2

3 , daß

v4 ∩ ψ6 ⊇ (v4 ∩ v2
3) ∩ (v2

3 ∩ ψ6) = 2ϑQ ∩ 2(ϑP + ϑQ) = 2ϑQ,

aus numerischen Gründen also sogar Gleichheit.
Es ist also ψ6 ∩ (u2v4) = 2(ϑP + ϑQ) = 2ϑ und auch ψ6 ∩ v2

3 = 2ϑ, so daß

ψ6 ∩ (u2v4 − v2
3) = ψ6 ∩ ψ̃6 = 2ϑ.

Da deg(2ϑ) = 36 folgt aus der Betrachtung von

ψ6 − λψ̃6 = 0,

daß ψ6 = λ0ψ̃6.

1.1.72 Darstellung eines Morphismus als Projektion. Sonntag
08.05.2022

Es sei f : X → S ein beliebiger Schemamorphismus von k-Schemata. Dann
ist

X ∼= Γf ⊆ X ×k S
wobei die abgeschlossene Immersion

Γf : X → X × S

wie üblich durch p1 ◦ Γf = idX und p2 ◦ Γf = f festgelegt ist und hier mit
ihrem Bild Γf (X) ⊆ X ×k S identifiziert wird.

Es ist also f : X → S isomorph zu p2 : Γf → S.
Ist nun i : X → Pnk eine Immersion, so ist auch

iS : X ×k S → Pnk ×k S = PnS
eine Immersion. Man hat also

Γf ↪→ X ×k S ↪→ PnS
und das Diagramm

X
∼= //

f

((

Γf
� � // X ×k S �

� iS // PnS

p2
{{

S

.
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1.1.73 Ein interessantes Macaulay2 Programm. Freitag 20.05.2022

Das folgende Macaulay2 Programm stammt aus einem Artikel über die BGG-
Korrespondenz. Für einen Modul M über dem Ring S = K[x0, . . . , xn] mit
der Darstellung

Sa(−1)
m−→ Sb →M → 0

berechnet es die Matrix δ der BGG-assoziierten Abbildung

M0 ⊗k E
δ−→M1 ⊗k E.

Die Matrix m besteht hier aus Einträgen, die linear in x0, . . . , xn sind, und es
ist somit

M0 = Sb0 = Kb

M1 = coker(Sa0
m−→ Sb1)

Es ist
Sb1 = x0K

b + · · ·+ xnK
b

Ist m = x0m0 + · · · + xnmn mit mi ∈ Hom(Sa, Sb), so ist jacobian(m) in
Macaulay 2 als 

m0

m1

...
mn

 ,

also als Abbildung von Ka nach K(n+1)b definiert.
Um das Programm unten richtig zu verstehen, muss man erkennen, daß

es im Prinzip die Abbildung HomK(δ,K) berechnet, also alles dualisiert und
damit die Matrizen transponiert.

Aus einem Kokern, wird damit ein Kern und man hat

0→ Hom(M1,K)→ Hom(Sb1,K) = K(n+1)b jac(m)t−−−−−→ Hom(Sa0 ,K) = Ka.

i1 : symExt = (m,E) ->(

ev := map(E,ring m,vars E);

mt := transpose jacobian m;

jn := gens kernel mt;

q := vars(ring m)**id_(target m);

ans:= transpose ev(q*jn);

--now correct the degrees:

map(E^{(rank target ans):1}, E^{(rank source ans):0}, ans));
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1.1.74 Ein Problem aus math.SE. Freitag 10.06.2022

Es sei R = C[[x, y, z, w]], der Ring der formalen Potenzreihen. Ist dann das
Ideal

I = (y2(y2 − x2) + w7, y2(y4 − x4) + z7)

in R prim?

1.1.75 Zerlegung eines Dreiecks in gleichschenklige Dreiecke.
Donnerstag 16.06.2022

Bundeswettbewerb Mathematik, 1.Runde, 2013, Aufgabe 2:

Kann man jedes Dreieck in genau 5 gleichschenklige Dreiecke zerlegen?

Ich behaupte: Es gibt Dreiecke, für die dies unmöglich ist.

Beweis(idee). Um dies zu zeigen, wird für jede topologisch mögliche Zerlegung
die Anzahl ihrer Freiheitsgrade bestimmt, die sich aus der freien Wählbarkeit der
Längen bestimmter Streckenabschnitte in der Zerlegung ergeben.

Ist weiterhin ein Dreieck ABC mit Kantenlängen a, b, c gegeben, so ist die Be-
dingung der Gleichschenkligkeit durch das Polynom

(a− b)(a− c)(b− c) = 0

gegeben. Man hat also in der Zerlegungsfigur 5 solche Bedingungen, die die Anzahl
der Freiheitsgrade um 5 reduzieren. Hat die Zerlegung also weniger als 8 Freiheits-
grade, so verbleiben 2 oder weniger Freiheitsgrade.

Der Raum aller Dreiecke hat aber 3 Freiheitsgrade, es muss also in diesem Fall
Dreiecke geben, in der Tat eine offene Menge im Raum aller Dreiecke, für die es
keine Zerlegung des betrachteten topologischen Typs gibt.

Wir betrachten exemplarisch einen möglichen Zerlegungstyp:

A

B

CP

Q

R

S

Es sei ABC ein allgemeines Dreieck, A der Koordinatenursprung, B auf der
Ordinate und C als Punkt in der Ebene A2 frei wählbar.
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Zusammen 3 Freiheitsgrade, wie erwartet. Die Wahl von P auf AB liefert 1
Freiheitsgrad, ebenso die Wahl von Q auf BC und R auf AC und schließlich S auf
PR. Zusammen 7 Freiheitsgrade.

Zieht man die 5 Bedingungen der Gleichschenkligkeit ab, so bleiben nur 2 Frei-

heitsgrade übrig – es gibt also nach obigem Dreiecke, die nicht nach diesem Typ in

gleichschenklige Dreiecke zerlegt werden können. In der Tat trifft dies sogar auf das

generische Dreieck zu.

1.1.76 Homöomorphie benachbarter Fasern. Sonntag, 17.07.2022

Es sei p : A = AnC × S → S mit S = AmC − V (g) die kanonische Projektion
und X ⊆ A ein abgeschlossenes, reduziertes Unterschema von A, beschrieben
durch r Polynome

fi(x1, . . . , xn, a1, . . . , am) = 0

und die Ausnahmemenge V (g) ⊆ AmC sei durch ein Polynom g ∈ C[a1, . . . , am]
beschrieben.

Es sei weiter q : X → S die Einschränkung q = p|X von p.
Dann ist p(X) eine konstruierbare Menge in S. Wir nehmen an, daß p(X)

dicht in S ist, also S − p(X) ⊆ Y mit einem abgeschlossenen Y ⊆ S und
dimY < dimS.

Wir bezeichen mit der Bezeichnung Xs für die Faser über s ∈ S auch die
Punktmenge

Xs := Xs(C) = q−1(s) ⊆ AnC
aufgefaßt als analytische Varietät oder auch als topologische Varietät in der
euklidischen Topologie für AnC. Analog sei

Ans = p−1(s) = AnC.

Theorem 1.1.9. Mit obigen Annahmen gibt es ein abgeschlossenes D ( S so
daß für jedes s ∈ W = S −D eine offene Kugel B ⊆ W mit s ∈ B mit fol-
gender Eigenschaft existiert: Es gibt für jedes s′ ∈ B einen Homömorphismus

Ψs,s′ : q−1(s)→ q−1(s′)

wobei q−1(t) = Xt(C) die unterliegende Menge komplexwertiger Punkte sein
soll.

Um dieses Theorem zu beweisen, formulieren wir eine stärkere Variante:

Definition 1.1.5 (K). Es sei X,S wie oben, und es sei (Ui) eine Überdeckung
von X mit disjunkten konstruierbaren Mengen.

Es gebe eine endliche, disjunkte, konstruierbare, überdeckende Verfeine-
rung

Vj ⊆ Ui(j)
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und es möge gelten: Man kann ein abgeschlossenes D ⊆ S wählen, so daß für
jedes s ∈ W = S − D eine offene Kugel B ⊆ W mit s ∈ B existiert, sodaß
sich jede stetige Abbildung

ψ : I → B

mit I = [0, 1] ⊆ R und ψ(0) = s sowie ψ(1) = s′ zu einer stetigen Abbildung

Ψ : I × Ans → AnS

liften läßt. Diese möge erfüllen

1. Es ist p(Ψ(t, x)) = ψ(t). Wir schreiben – insbesondere weiter unten in den
Beweisen – wenn ψ implizit mitgedacht ist, einfach auch [t] = ψ(t) ∈ S.

2. Die Abbildung Ψt = Ψ(t,−) ist für jedes t ∈ I ein Homöomorphismus

Ψt : Ans → An[t].

3. Die Abbildung Ψt, eingeschränkt auf Xs ist ein Homöomorphismus Ψt :
Xs → X[t].

4. Es ist
Ψt(Vj ∩Xs) = Vj ∩X[t]

das heißt, die Ψt respektieren die Aufteilung in Vj.

Ist dies alles erfüllt, so sagen wir, daß (X,Ui,AnS) die Eigenschaft K hat.

Das stärkere Theorem lautet dann

Theorem 1.1.10. Ist (X,Ui,AnS) wie oben. Dann hat (X,Ui,AnS) die Eigen-
schaft K.

Lemma 1.1.28. Es sei (X,Ui,AnS) wie oben und es mögen alle (X,Ui,An−1
S )

die Eigenschaft K haben.
Ist X ( AnS, ein echtes Unterschema, so hat auch (X,Ui,AnS) die Eigen-

schaft K.

Beweis. Zunächst können wir nach Lemma N annehmen, daß nach Übergang von
S zu S′ = S −D′ und einem Koordinatenwechsel in AnS folgendes gilt:

Die kanonische Abbildung

π : AnS → An−1
S

liefert eine quasiendliche Abbildung π : X → π(X ′), es ist also π−1(π(x)) endlich
für alle x ∈ X.
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Bezeichnungen

Die Abbildung p : AnS → S sei die kanonische und ihre Einschränkung p1 : X → S.
Weiter sei p′ : An−1

S → S die kanonische Abbildung.
Wir betten nun AnS = A1

An−1
S

in P = P1

An−1
S

ein und nennen die kanonische

Abbildung
π̃ : P = P1

C × An−1
S → An−1

S

Ebenso nennen wir p̃ die kanonische Abbildung

p̃ : P = P1
C × An−1

S → S

Weiter sei X̄ der Abschluss von X in P . Es ist X̄ ∩AnS = X, es tritt also höchstens
der Punkt∞ ∈ P1

C = S2 in jeder Faser von π̃ dazu. Die Fasern von X̄ sind also über
π̃(X̄) auch endlich.

Wir nennen π̄ die Einschränkung von π̃ auf X̄ und

p̄ : X̄ → S

die Einschränkung von p̃ auf X̄.
Wir haben also vier Projektionen

p, p̃, p̄, p′

von
AnS , P1

C × An−1
S , X̄, An−1

S

auf S.
Außerdem drei Projektionen

π, π̃, π̄

von
AnS , P1

C × An−1
S , X̄

auf An−1
S .

Das Bild π̃(X̄) ist abgeschlossen in An−1
S , wir wollen es X ′ nennen.

Konstruktion

Wir erweitern die disjunkte, endliche, konstruierbare Überdeckung Ui zu einer eben-
so benannten von X̄, indem wir die hinzutretenden Punkte ∞ in den Fasern von π
in einer weiteren konstruierbaren Menge U∞ = Ui′ versammeln.

Es ist dann immer π̃(Ui) = Vi eine konstruierbare Menge in X ′ und, das ist
entscheidend, man kann ein System von disjunkten konstruierbaren Teilmengen
Vij ⊆ Vi finden, so daß eine disjunkte Zerlegung von Ui in konstruierbare Men-
gen Uij ⊆ Ui existiert und π̃(Uij) = Vij ist, und sogar mehr, nämlich

Uij ∼= Vij × Fij

(als Vij-Mengen!) gilt, wobei Fij ⊆ P1
C eine feste konstruierbare, endliche Teilmenge

von P1
C ist. Es ist also Fij eine endliche Menge von Punkten in P1

C
∼= S2.

Man bilde nun eine geeignete disjunkte, endliche, konstruierbare Verfeinerung
(Wk) einer gemeinsamen endlichen Verfeinerung aller Vij in X ′.
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Die Isotopien Ψ ′t

Kraft Annahme über X ′ gibt es also eine abgeschlossene Teilmenge D ⊆ S, so daß
für jedes s ∈W = S −D und s ∈ B ⊆W eine Familie von Isotopien,

Ψ ′ = Ψ ′t : p′−1(s)→ An−1
S

stetig in t, wie in Definition K eingeführt, existiert, für die deshalb

Ψ ′t(p
′−1(s)) = p′−1([t])

(beachte [t] := ψ(t) wie in Definition K eingeführt!) und auch

Ψ ′t(Wk ∩X ′s) = Wk ∩X ′[t]

gilt.

Die Liftung Ψ◦t

Nun ist aber über jedem w ∈ Wk die Faser π̄−1(w) homömorph zu der disjunkten
Vereinigung von bestimmten obigen Fij , die wir in Gesamtheit dann Fk nennen.

Damit gibt es eine kanonische Liftung von Ψ ′t : Wk ∩X ′s →Wk ∩X ′[t] zu

(Ψ◦t )|π̃−1(Wk)∩X̄s : π̃−1(Wk) ∩ X̄s ∼= (Wk ∩X ′s)× Fk →

(Wk ∩X ′[t])× Fk ∼= π̃−1(Wk) ∩ X̄[t]

die auf den Fasern Fk die Identität ist. Da Fk aus endlich vielen Punkten besteht,
ist π̄−1(Wk)→Wk eine triviale

”
etale Überlagerung“ und die Liftung von Ψ ′ zu Ψ◦

ist eine
”
Homotopieliftung“.

Es ist also
Ψ◦t : X̄s = p̄−1(s)→ P = P1

C × An−1
S

mit
Ψ◦t (X̄s) = X̄[t] = p̄−1([t])

und es ist
Ψ◦t (X̄s ∩ Uij) = X̄[t] ∩ Uij

Man betrachte für letzteres eine Überdeckung von π̃(Uij) mit Wk′ und das Verhalten
von Ψ◦t auf den Fasern Fk′ ⊇ Fij über den Wk′ .

Die Stetigkeit der Liftung Ψ◦t

Wir haben oben nicht bewiesen, daß

Ψ◦t : X̄s × I → P1
C × An−1

S

überhaupt stetig ist. Dies soll in diesem Absatz nachgeholt werden. Wir haben zu
zeigen, daß für

(x̄ν , tν)
ν→∞−−−−→ (x̄, t)

von Punkten x̄ν , x̄ ∈ X̄s und tν , t ∈ I immer

Ψ◦tν (x̄ν)→ Ψ◦t (x̄)
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gilt.
Wir nennen x′ν = π̄(x̄ν) und x′ = π̄(x̄). Da es nur endlich viele Wi gibt, können

wir ohne Einschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß x′ν ∈ Wi für ein festes i
und x′ ∈Wk ist.

Nach Konstruktion von Ψ◦t haben wir ja die Beziehung

π̃ ◦ Ψ◦t = Ψ ′t

und können schreiben

Ψ◦t : X̄s × I → P1
C × An−1

S , Ψ◦t = (Ψ̌◦t , Ψ
′
t) (1.253)

mit einer Abbildung
Ψ̌◦t : X̄s × I → P1

C

Ist p die Kardinalität einer Faser von π̄ über Wk und q die entsprechende Kar-
dinalität über Wi, so gibt es Elemente

x̄(1), . . . , x̄(p)

über x′ und Elemente
x̄(1)
ν , . . . , x̄(q)

ν

über x′ν .
Wir nehmen an, daß x̄

(1)
ν = x̄ν und x̄(1) = x̄ mit den obigen x̄ν , x̄ ist.

Die x̄
(a)
ν definieren stetige Abbildungen

f (a)
ν (t) : I → P1

C, f (a)
ν (t) = Ψ̌◦t (x̄(a)

ν )

die durch Liftung der stetigen Kurven t 7→ Ψ ′t(π̄(x̄
(a)
ν )) gegen die etale Überlagerung

π̄−1(Wi)→Wi entstehen.
Ebenso entstehen durch Liftung von t 7→ Ψ ′t(π̄(x̄(b))) gegen die etale Überlagerung

π̄−1(Wk)→Wk die stetigen Abbildungen

f (b)(t) : I → P1
C, f (b)(t) = Ψ̌◦t (x̄(b))

Ebenso wie die Startpunkte nennen wir

f(t) = f (1)(t), fν(t) = f (1)
ν (t)

Wir haben die behauptete Stetigkeit von Ψ◦t also schon gezeigt, wenn wir zeigen
können, daß

|fν(tν)− f(t)|< ε (1.254)

für ν > Nε wird. Es ist ja nach unseren Annahmen ((1.253))

Ψ◦t (x̄ν) = (fν(t), Ψ ′t(π̄(x̄ν)))

Ψ◦t (x̄) = (f(t), Ψ ′t(π̄(x̄))

und es ist Ψ ′t nach Induktionsannahme stetig.
Wir schreiben

|fν(tν)− f(t)|6 |fν(tν)− f(tν)|+|f(tν)− f(t)|
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Da f(t) stetig ist, wird der zweite Term rechts für genügend grosse ν immer kleiner
als ε. Wir müssen also dieselbe Eigenschaft nur noch für den ersten Term rechts
zeigen.

Wir werden dafür zeigen, daß für genügend grosses ν immer

|fν(t)− f(t)|< ε

für alle t ∈ I ist. Es kann sich also, für ν groß genug, fν(t) nie weiter als ε von f(t)
entfernen.

Um dies zu zeigen, ziehen wir die endlich vielen polynomiellen Funktionen

Hα : P1
C × An−1

S → C, α = 1, . . . ,M

heran, die X̄ definieren. Für sie gelten also die Beziehungen

Hα(f (b)(t), Ψ ′t(π̄(x̄))) = 0 (1.255)

Hα(f (a)
ν (t), Ψ ′t(π̄(x̄ν))) = 0 (1.256)

Da I kompakt und Ψ ′t stetig ist können wir annehmen, daß für jedes δ > 0 ein Nδ
existiert, so daß für ν > Nδ die Beziehung

|Ψ ′t(π̄(x̄))− Ψ ′t(π̄(x̄ν))|< δ (1.257)

für alle t ∈ I erfüllt ist.
Wir schreiben die Beziehungen (1.255) und (1.256) abkürzend als

Hα(u, a) = 0 (1.258)

Hα(v, aν) = 0 (1.259)

Wählt man ν > Nρε , so kann man

|a− aν |< ρε

annehmen und damit für jedes α, daß für jede Nullstelle v′ mit Hα(v′, aν) = 0 eine
Nullstelle u′ mit Hα(u′, a) = 0 existiert, für die

(∗) |v′ − u′|< ε

ist. Dabei geht ε mit ρε gegen Null und für jedes vorgegebene ε kann ein passendes
ρε und damit auch ein passendes Nρε gefunden werden.

Man betrachtet jetzt zunächst für α = 1 einen vollständigen Satz stetiger, in
t analytischer Lösungen z(i)(t) von Hα(z(i)(t), a) = 0. Diese muß es geben, da a
polynomiell in t ist.

Für ein gegebenes θ > 0 sei

Iθ = {t ∈ I | (min
i 6=j
|z(i)(t)− z(j)(t)|) > θ}

Es ist Iθ′ ⊇ Iθ für θ′ < θ und mit θ → 0 geht Iθ gegen I.
Wählt man nun oben ν > Nε, so daß ε < θ/10 ist, so muß wegen (∗) stückweise

in t ∈ I
|fν(t)− z(i)(t)|< ε
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für ein stückweise immer gleiches i gelten. Da es nur endlich viele Abschnitte von
z(i)(t) über den Intervallen aus Iθ gibt, kann man die gesamte Folge fν(t) in endlich

viele Teilfolgen g
(j,α)
ν (t) disjunkt zerlegen, so daß jedes g

(j,α)
ν (t) gleichmäßig gegen

ein g(j,α)(t) konvergiert, für das

Hα(g(j,α)(t), a) = 0

ist. Geht man dann mit jedem g
(j,α)
ν (t), das ja eine Teilfolge des ursprünglichen

fν(t) ist, nacheinander in α = 2, . . . ,M hinein und teilt jeweils gemäß der obigen
Überlegung in weitere Teilfolgen auf, so hat man am Ende eine disjunkte Zerlegung
von fν(t) in Teilfolgen g

(k)
ν (t) die gegen g(k)(t) konvergieren, so daß

Hα(g(k)(t), a) = 0

für alle α = 1, . . . ,M gilt.
Nun sind aber die gemeinsamen Nullstellen aller Hα(u, a) = 0 eben die f (b)(t).

Es ist also jedes g(k)(t) gleich einem f (b)(t).
Aufgrund der Anfangsbedingungen bei t = 0, wo

fν(0)
ν→∞−−−−→ f(0)

konvergiert, ist aber jedes dieser f (b)(t) in Wirklichkeit gleich f(t) = f (1)(t). Es

konvergieren also alle betrachteten Teilfolgen g
(k)
ν (t) von fν(t) in Wirklichkeit gegen

dasselbe f(t) und damit auch fν(t) gegen f(t).
Damit ist aber

|f(t)− fν(t)|< ε

für ν > N ′ε gezeigt und der Beweis der Stetigkeit von (t, x̄) 7→ Ψ◦t (x̄) erbracht.

Die Liftung Ψt

Es ist plausibel, daß man diese Abbildungen Ψ◦t : X̄s → X̄[t] auch zu einer Familie

Ψt : p̃−1(s) ⊇ X̄s → P = P1
C × An−1

C

mit Ψt(p̃
−1(s)) = p̃−1([t]) erweitern kann.

Dazu erweitert man die Bewegung der endlich vielen z ∈ π̄−1(x′) ∈ P1
C für

x′ ∈ X ′s unter Ψ◦t stetig zu einer Bewegung von ganz P1
C.

Damit ist allen z ∈ p̃−1(s) mit x′ = π̃(z) ∈ X ′s Rechnung getragen. Für die
übrigen gelte:

Die z ∈ π̃−1(x′) ∼= P1
C für x′ = π̃(z) ∈ p′−1(s) − X ′s bleiben in ihrer Faser P1

C
fest, werden aber in die Faser π̃−1(Ψ ′t(x

′)) verschoben.
Für ein u ∈ p̃−1(s) gilt dann immer

π̃ Ψt(u) = Ψ ′t(π̃(u)).

Diese Abbildung Ψt respektiert auch die Uij , weil Ψ◦t das tut.
Es ist also Ψt(Uij ∩ X̄s) = Uij ∩ X̄[t].
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Die Liftung Ψ ′′t

Die Einschränkung Ψ ′′t = (Ψt)|p−1(s) ist also die gesuchte Familie von Isotopien aus

Definition K, die nachweist, daß (X,Ui,AnS) mit der Verfeinerung (Uij ∩ AnS) die

Bedingungen von Definition K erfüllt.

Das folgende Lemma ist nichttrivial:

Lemma 1.1.29 (A). Das Schema X = AnS besitzt die Eigenschaft K.

Das folgende Lemma entspricht einer Form der noetherschen Normalisie-
rung:

Lemma 1.1.30 (N). Es sei X ⊆ AnS wie oben. Dann ist entweder X = AnS
oder man kann nach einer linearen Koordinatentransformation der x1, . . . , xn
mit Koeffizienten in C annehmen, daß die kanonische Abbildung

π : AnS → An−1
S

eingeschränkt über S′ = S−D′ mit D′ ( S, abgeschlossen, eine quasiendliche
Abbildung π : XS′ → X ′S′ = π(XS′) induziert.

1.1.77 Eine Aufgabe aus der British Mathematical Olympiad
2009. Freitag 22.07.2022

Finde alle ganzzahligen Lösungen von

√
a+
√
b =
√

2009. (1.260)

Quadrieren liefert
a+ b+ 2

√
ab = 2009

also
(a+ b− 2009)2 = 4ab (1.261)

Wir haben also eine quadratische Gleichung Q(a, b) = 0 mit einer bekannten
rationalen Lösung a = 0, b = 2009.

Es ist eine bekannte Tatsache, daß dann alle rationalen Lösungen a, b von
Q(a, b) = 0 als Schnitte von Q(a, b) = 0 mit den Geraden durch (0, 2009) mit
rationaler Steigung, also den

b = 2009− p a (1.262)

erhalten werden, wenn p alle rationalen Zahlen durchläuft.
Setzen wir (1.262) in (1.261) ein, so ergibt sich

(1− p)2 a2 = 4a(2009− p a)

also nach Division durch a und Umstellen
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(1 + p)2 a = 4 · 2009 = 8036

also

a =
8036

(1 + p)2

und damit auch a > 0.
Setzen wir p = r/s mit teilerfremden ganzen Zahlen r, s, so folgt

(r + s)2 a = 8036 s2

Da r, s teilerfremd, ist auch s, r + s teilerfremd und s2 teilt die ganze Zahl a,
also a = ms2 mit m ganzzahlig. Es folgt

(r + s)2m = 8036

Es kann also d = r + s nur ein quadratischer Teiler von 8036 sein. Weiterhin
muß in (1.262) wegen a > 0 für eine nichttriviale Lösung immer p > 0 sein,
also entweder r, s > 0 oder r, s < 0.

Man braucht also nur für alle d2 | 8036 und d > 0, also für

d = 1, 2, 7, 14

die r, s > 0 mit d = r + s aufzusuchen (die −r − s = −d liefern keine neuen
p).

Dann bildet man p(r, s) = r/s und damit mögliche a = 8036/(1+p)2 sowie
b = 2009 − p a. Für diese kontrolliert man dann einzeln das Erfülltsein von
(1.260).

Es ergibt sich als Lösungsgesamtheit aller nichttrivalen und wesentlich
verschiedenen Lösungen

(a, b) = (41, 1476), (164, 1025), (369, 656)

1.1.78 Homömorphie benachbarter Fasern 2. Sonntag 25.09.2022

Es sei X = AnR mit den Koordinaten xi und S = AmR mit den Koordinaten sk.
Weiterhin seien

Pj(xi, sk) = 0

eine endliche Zahl von polynomialen Gleichungen mit reellen Koeffizienten.
Wir bezeichnen für s = (s0

k) ∈ S die gemeinsame Nullstellenmenge aller

Pj(xi, s
0
k) = 0

in X mit Es.
Es gilt dann folgender Satz
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Theorem 1.1.11 (Thom). Es gibt eine echte algebraische Teilmenge K ( S,
also

K = V ((gν(sk))ν)

mit Polynomen
gν(sk) ∈ R[s1, . . . , sm],

so daß für s, t aus der selben Zusammenhangskomponente von S −K immer
Es homöomorph zu Et ist.

Man überlegt sich leicht, daß in dem Theorem immer durch Abschwächung
K = V (g(sk)), also als eine Hyperfläche in S gewählt werden kann.

Anmerkung 1.1.12. Die Menge K ( S ist eine weitreichende Verallgemeine-
rung der Diskriminante discx P für ein Polynom

P (x, s1, . . . , sm) = xm + s1x
m−1 + · · ·+ sm

Wir können aus dem obigen Theorem folgendes starke Korollar ableiten:

Korollar 1.1.4. In obiger Situation gibt es endlich viele semialgebraische
Mengen Sα ⊆ S, so daß für s, t ∈ Sα immer Es homöomorph zu Et ist.

Beweis. In der Situation oben sei K = V (g(s1, . . . , sm)). Durch lineare Transfor-
mation können wir g immer in die Form

g(s1, . . . , sm) = sdm + a1s
d−1
m + · · ·+ ad

bringen, wobei die aν Polynome in s1, . . . , sm−1 mit reellen Koeffizienten sind.
Es sei S′e ⊆ S′ die semialgebraische Menge der (s1, . . . , sm−1) über denen genau

e Lösungen s1
m, . . . , s

e
m von g(s1, . . . , sm−1, sm) = 0 liegen.

Daß dies eine semialgebraische Menge ist, zeigen wir, indem wir uns überlegen,
daß S′>e, die Menge aller (s1, . . . , sm−1) über denen mindestens e Lösungen s1

m, . . . , s
e′
m

von g(s1, . . . , sm−1, sm) = 0 liegen, auch eine semialgebraische Menge ist.
Dazu bilden wir ein affines X ′ mit den Variablen

θ1, . . . , θe, y1, . . . , ye−1, u1, . . . , ue−1

sowie ein affines S′ mit den Variablen s1, . . . , sm−1. Als Gleichungen Pj nehmen wir
die (1.263). Unter induktiver Anwendung des Korollars für diese X ′, S′ finden wir
eine Aufteilung von S′ in endlich viele semialgebraische S′γ,e mit E′s′ homöomorph
E′t′ für s′, t′ ∈ S′γ,e. Wir vereinigen alle S′γ,e mit nichtleerem E′s′ für s′ ∈ S′γ,e und
erhalten das semialgebraische S′>e.

Zurück im Hauptgedankengang, auf den wir oben vorgegriffen haben, führen
wir Unbestimmte θ1, . . . , θe und y1, . . . , ye−1 sowie u1, . . . , ue−1 ein und bilden die
Gleichungen

g(s1, . . . , sm−1, θi) = 0 i = 1, . . . , e

θi+1 = θi + y2
i , i = 1, . . . , e− 1

1− uiyi = 0 i = 1, . . . , e− 1

(1.263)
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Die gemeinsamen reellen Nullstellen von (1.263) für feste s1, . . . , sm−1 ∈ S′e sind alle
Nullstellen θ1 < · · · < θe von g(s1, . . . , sm−1,−) = 0 nach der kanonischen Ordnung
auf R geordnet.

Wir nehmen nun für ein festes 1 6 ν 6 e noch die Gleichung

θν = sm

hinzu. Diese Gleichung und die Gleichungen (1.263) nehmen wir zu den Pj(xi, sk) =
0 hinzu und erweitern X zu X ′ mit den zusätzlichen Koordinaten

θ1, . . . , θe, y1, . . . , ye−1, u1, . . . , ue−1, sm.

Den Raum S ändern wir ab zu S′ mit den Koordinaten s1, . . . , sm−1.
Nach Induktion über m gibt es dann für jedes 1 6 ν 6 e ein endliches System

von semialgebraischen Mengen S′ν,α,e ⊆ S′, so daß für s′, t′ ∈ S′ν,α,e immer E′s′
homömorph Et′ ist, wobei E′s′ ⊆ X ′ die Nullstellenmenge der Pj und der neu hin-
zugenommenen Gleichungen im affinen Raum der Variablen xi, θi, yi, ui, sm für ein
festes s′ ∈ S′ ist.

Ein solches E′s′ mit s′ = (s0
1, . . . , s

0
m−1) und (s0

1, . . . , s
0
m−1) ∈ S′e ist aber iso-

morph zu 2e−1 disjunkten Kopien (entsprechend den 2e−1 möglichen Vorzeichen-
wahlen der y1, . . . , ye−1) des ursprünglichen Es für s = (s0

1, . . . , s
0
m−1, θν) ∈ S wobei

g(s0
1, . . . , s

0
m−1, θν) = 0,

also s ∈ K gilt und s im, von unten her gezählten, ν-ten Blatt von V (g) über
A(s1,...,sm−1) liegt.

Da für zwei topologische Räume X und Y stets X ∼= Y genau dann ist, wenn
X⊕n ∼= Y ⊕n, wo X⊕n und Y ⊕n für die disjunkte Vereinigung von n Kopien von X
und Y stehen, klassifizieren die S′ν,α,e auch die Homöomorphietypen von Es.

Wir nennen nun Sν,α,e ⊆ S das semialgebraische Bild der semialgebraischen
Menge Tν,α,e unter

(s1, . . . , sm−1, sm, θ1, . . . , θe, y1, . . . , ye−1, u1, . . . , ue−1) 7→ (s1, . . . , sm)

wobei
Tν,α,e ⊆ A(s1,...,sm−1,sm,θ1,...,θe,y1,...,ye−1,u1,...,ue−1)

die Menge der der (s1, . . . , sm−1, sm, θ1, . . . , θe, y1, . . . , ye−1, u1, . . . , ue−1) ist, die
(1.263) und sm = θν erfüllen, und für die (s1, . . . , sm−1) ∈ S′ν,α,e ∩ S′e ist.

Schließlich bilden wir noch die semialgebraischen Mengen Sβ ⊆ S, die den Zu-
sammenhangskomponenten von S −K = S − V (g) entsprechen.

Die Gesamtheit der
Sν,α,e, Sβ ⊆ S

ist die gesuchte endliche Zahl von Sα ⊆ S aus dem Korollar.

1.1.79 Deformation von abgeschlossenen Unterschemata. Sonntag,
16.10.2022

Es sei D = k[ε]/(ε2) mit der kurzen exakten Sequenz

(∗) 0→ k
·ε−→ D → k → 0
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Weiter sei i : Y ⊆ X ein abgeschlossenes Unterschema eines k-Schemas X
vom endlichen Typ.

Eine Deformation von Y als abgeschlossenes Unterschema von X ist ein
abgeschlossenes D-Unterschema

Y ′ ⊆ X ×k D = X ′

flach über D, für das Y ′ ×D k = Y ist.
Die so definierten Y ′ ⊆ X ′ stehen in einer 1-1-Bijektion mit

H0(Y,HomOY (IY /IY ,OY )) = H0(Y,NY |X)

wobei IY die Idealgarbe von Y in X ist, also

0→ IY → OX → i∗OY → 0

für i : Y → X ist.
Die obengenannten Deformationen werden also durch die globalen Schnitte

der Normalengarbe NY |X beschrieben.
Tensoriert man die Sequenz (∗) mit der exakten Sequenz von D-flachen

Garben
0→ IY ′ → OX′ → OY ′ → 0

so entsteht das Diagramm

0 0 0

0 // OY //

OO

OY ′ //

OO

OY //

OO

0

0 // OX //

OO

OX′ //

OO

OX //

OO

0

0 // IY //

OO

IY ′ //

OO

IY //

OO

0

0

OO

0

OO

0

OO

Beschränken wir uns auf X = Spec (A) und Y = Spec (A/I), sowie X ′ =
Spec (A′) und Y ′ = Spec (A′/I ′), so wird daraus
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0 0 0

0 // A/I
λ′′ //

OO

A′/I ′
µ′′ //

OO

A/I //

OO

0

0 // A
λ //

β′
OO

A′
µ //

β

OO

A //
β′′
OO

0

0 // I
λ′ //

α′

OO

I ′
µ′ //

α

OO

I //
α′′

OO

0

0

OO

0

OO

0

OO

(1.264)

Die mittlere waagrechte Sequenz splittet durch ein

τ : A→ A⊕A

mit µ ◦ τ = idA.
Diese Splittung induziert einen A-Morphismus

δ : I → A/I ∈ HomA(I, A/I)

Man betrachte dazu die Abbildung

δ′ = β ◦ τ ◦ α′′

Es ist µ′′ ◦ δ′ = 0, also läßt sich δ′ = λ′′ ◦ δ als Definition von δ schreiben.
Wir werden zeigen, daß auch umgekehrt zu jedem solchen Morphismus ein

Diagramm (1.264) konstruiert werden kann, welches dann das zu δ zugehörige
Ideal I ′(δ) enthält.

Wir werden weiter sehen, daß die so definierten Zuordnungen

δ ↔ I ′(δ)

zueinander invers sind und damit die möglichen I ′ (also die IY ′) durch

HomA(I, A/I) = HomA(I,HomA(A/I,A/I)) =

= HomA(I ⊗A A/I,A/I) = HomA(I/I2, A/I) = HomA/I(I/I
2, A/I)

(1.265)

klassifiziert werden. Damit ist die obige allgemeine Behauptung für den affinen
Fall gezeigt. Daß sie allgemein gilt, liegt an der Verträglichkeit aller Aussagen
mit der Lokalisierung A→ Af für f ∈ A.

Um nun von δ nach I ′(δ) zu gelangen betrachten wir die exakte Sequenz

(4) 0→ I → A→ A/I → 0

wenden HomA(I,−) an und betrachten einen Ausschnitt aus der langen ex-
akten Sequenz, nämlich
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HomA(I, A/I)→ Ext1
A(I, I)

Ist δ ∈ HomA(I, A/I) gegeben, so entspricht I ′(δ) der Erweiterung in

0→ I → I ′(δ)→ I → 0

die zu dem Bild von δ in Ext1
A(I, I) gehört.

Um diese konkret zu konstruieren, betrachten wir die Sequenz

0→ Q→ Ar
π−→ I → 0

die aus einem System von Erzeugern f1, . . . , fr ∈ I von I entsteht. Aus ihr
entnehmen wir durch Anwendung von HomA(−, I) die Beziehung

Ext1
A(I, I) = HomA(Q, I)/HomA(Ar, I)

Wir haben dann das Diagramm

0 // I // A // A/I // 0

0 // Q

ν

OO

// Ar //

σ

OO ==

I //

δ

OO

0

(1.266)

Ist also δ gegeben, so ist ν das Bild von δ in Ext1
A(I, I) dargestellt als

HomA(Q, I)/Hom(Ar, I).
Aus diesem konstrieren wir I ′(δ) als Push-Out

0 // I // I ⊕Q Ar // I // 0

0 // Q //

ν

OO

Ar //

OO

I //

=

OO

0

(1.267)

Es ist also
I ′(δ) = I ⊕Q Ar

Die Abbildung α : I ⊕Q Ar → A⊕A = A′ wird auf I durch

α ◦ λ′ = λ ◦ α′

gegeben.
Die Abbildung Ar → I ⊕Q Ar

α−→ A ⊕ A = A′ ist die Summe der Abbil-
dungen τ ◦ α′′ ◦ π und λ ◦ σ.

Anders gesagt: Ist δ : I → A/I gegeben und I = (f1, . . . , fr) sowie

f ′i + I = δ(fi) + I

mit fi, f
′
i ∈ A, so ist

I ′(δ) = (f1 + εf ′1, . . . , fr + εf ′r)
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als A′-Ideal und

I ′(δ) = (f1 + εf ′1, . . . , fr + εf ′r, εf1, . . . , εfr)

als A-Modul.
Die Beziehung δ(I ′(δ)) = δ ist mit den oben definierten Abbildungen leicht

nachzurechnen.
Wir wollen jetzt einsehen, daß die Abbildungen I ′ 7→ δ 7→ I ′(δ) wieder auf

I ′(δ) ∼= I ′ führen.
Wir konstruieren dafür ein Diagramm

0 // I // I ′ // I // 0

0 // Q //

ν

OO

Ar
π //

θ

OO

I //

=

OO

0

(1.268)

Um θ zu konstruieren fassen wir die Sequenz (4) als die linke Spalte in (1.264)
auf und setzen

θ′ = ζ − η : Ar → A′

Dabei ist
η = λ ◦ σ

und ζ erfüllt
β ◦ ζ = λ′′ ◦ δ ◦ π

Es ist dann
β ◦ θ′ = 0

und θ′ faktorisiert durch I ′ → A′ zu einer Abbildung θ : Ar → I ′.
Man rechnet mit einiger Mühe nach, daß das Diagramm (1.268) mit dem

so definierten θ wirklich kommutiert und überdies

0→ Hom(I ′, X)→ Hom(I,X)⊕Hom(Ar, X)→ Hom(Q,X)

für einen beliebigen A-Modul X gilt. Es ist also I ′ ∼= I ⊕Q Ar = I ′(δ), wie
gefordert.

1.1.80 SL2(Z)→ SL2(Z/NZ) ist surjektiv. Samstag, 22.10.2022

Es sei

A =

(
a b
c d

)
7→ Ā =

(
ā b̄
c̄ d̄

)
für a, b, c, d ∈ Z die kanonische surjektive Abbildung von

Mat(2× 2,Z)→ Mat(2× 2,Z/NZ).

Proposition 1.1.23. Ist Ā ∈ SL2(Z/NZ) so können wir ein Urbild unter
dieser Abbildung in SL2(Z) finden.
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Beweis. Wir wählen zunächst irgendein Urbild a, b, c, d ∈ Z. Es ist dann

(∗) ad− bc = 1 +mN

für irgendein m ∈ Z. Sind a, b teilerfremd, also

xa+ yb = 1,

so setzen wir
c′ = c+ ymN, d′ = d− xmN

und erhalten

ad′ − bc′ = ad− bc− a xmN − b y mN = (1 +mN)−mN = 1

Es bleibt zu zeigen, daß für gegebene a, b, c, d, die (∗) erfüllen, stets ein r ∈ Z
gefunden werden kann, so daß a, b+ rN teilerfremd sind.

Seien dazu q1, . . . , qt die Primteiler von a. Dann ist niemals qi ein Teiler sowohl
von b als auch von N .

Wähle also r nach der Bedingung

b+ rN ≡ 1(qi)⇒ r ≡ N−1(1− b)(qi)

für qi 6 |N und r ≡ r0(qi) mit beliebigem r0 ∈ Z für qi|N
Es ist dann

b+ rN 6≡ 0(qi)

für jedes qi|a und damit a, b+ rN teilerfremd.

1.1.81 Das faserweise Flachheitskriterium. Samstag, 29.10.2022

Es sei f : X → S ein Schemamorphismus lokal noetherscher Schemata und
F ein OS-flacher kohärenter OX -Modul. Es sei p : Xs → X die kanonische
Projektion und p∗(F) flacher OXs-Modul für alle s ∈ S.

Dann gilt

Theorem 1.1.12. Unter den obigen Annahmen ist F ein flacher OX-Modul.

Wir könnnen diese Aussage auf den folgenden affinen Fall zurückführen:
Es sei A → B ein lokaler Morphismus noetherscher lokaler Ringe und M ein
A-flacher endlich erzeugter B-Modul.

Für den Restkörper kA haben wir das Diagramm

B ⊗A kA

B

φ
??

kA

__

A

__ ??
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und es sei p : Spec (B ⊗A kA) = Spec (B′) → Spec (B) die Abbildung p =
Spec (φ).

Wir nehmen dann an, daß

p∗(M) = M ⊗B B′ = M ⊗B (B ⊗A kA) = M ⊗A kA

ein flacher B′ = B ⊗A kA-Modul ist.
Dies ist nach dem lokalen Flachheitskriterium äquivalent zum Verschwin-

den der höheren Homologien im Komplex p∗(M)⊗LB′ kB′ . Es ist

kB′ = p∗(kB) = kB ⊗A kA

so daß wir die Beziehung

p∗(M)⊗LB′ p∗(kB) = (M ⊗A kA)⊗LB′ (kB ⊗A kA) ∼ 0

haben, wobei − ∼ 0 das Verschwinden der hi(−) für i > 0 bedeuten soll.
Da M auch A-flach ist, folgt

M ⊗LA kA = M ⊗A kA

Wir haben also in der derivierten Kategorie

(4) X• = (M ⊗LA kA)⊗LB′ (kB ⊗A kA) ∼ 0

Der Funktor

M 7→ (M ⊗A kA)⊗B′ (kB ⊗A kA) = p∗(M)⊗B′ p∗(kB),

aus dem (4) abgeleitet wurde, kann aber auch anders umgestellt werden:

p∗(M)⊗B′ p∗(kB) = (M ⊗B B′)⊗B′ (B′ ⊗B kB) =

= (M ⊗B B′)⊗B kB = M ⊗B kB ⊗B B′ =

= (M ⊗B kB)⊗B (B ⊗A kA) = (M ⊗B kB ⊗B B)⊗A kA =

(M ⊗B kB)⊗A kA = M ⊗B (kB ⊗A kA) = M ⊗B kB

Wir haben dann also in der derivierten Kategorie

M ⊗LB kB = X• ∼ 0

Also explizit
TorBi (M,kB) = 0 für i > 0

also nach dem lokalen Flachheitskriterium das gewünschte: M is B-flach.
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1.1.82 Die mittlere Bettizahl einer glatten Hyperfläche im Pr
C.

Montag, 07.11.2022

Es sei X ⊂ PrC eine glatte Hyperfläche vom Grad n im komplex projektiven
Raum der Dimension r.

Dann ist die mittlere Bettizahl von X gleich

rangHr−1(X,Z) = c(r, n) =
1

n

(
(n− 1)r+1 + (n− 1) (−1)r−1

)
Man bestimmt c(r, n), indem man zunächst die übrigen Bettizahlen aus dem
Lefschetzschen Hyperebenen-Theorem gewinnt und dann die Eulerzahl als

χX =

∫
X

cr−1(TX)

bestimmt. Dafür zieht man die Eulersequenz von PrC = P, tensoriert mit OX
heran

0→ ΩP ⊗ OX → OX(−1)⊕(r+1) → OX → 0,

sowie die Konormalensequenz

0→ IX/I
2
X → ΩP ⊗ OX → ΩX → 0

mit der Ergänzung
IX/I

2
X = OX(−n)

Man dualisiert diese Sequenzen und benutzt dann weiter

c(M) = c(P )c(Q)

sowie
c(OX(d)) = (1 + d h) , mit h = c1(OX(1))

für
0→ P →M → Q→ 0

und ∫
X

c1(OX(1))r−1 = n,

weil r − 1 generische Hyperebenen im Pr die Hyperfläche X in n = degX
Punkten schneiden.

Man erhält so
χX = c n

wobei c der Koeffizient von hr−1 in der Potenzreihenentwicklung von

(1 + h)r+1

(1 + nh)

nach h ist.
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Eine andere Methode um die Eulerzahl der speziellen Hyperfläche

Xr = V (xn0 + · · ·+ xnr ) ⊂ PrC

zu gewinnen, benutzt die Identität

χ(X) = χ(Y ) + χ(X − Y )

für eine glatte projektive Varietät X und einen Divisor Y ⊆ X (Eisenbud,
3264 & all that, Abschnitt 7.6).

Man betrachtet dafür die Projektion

π : Xr → Hr = V (xr) ⊆ Pr−1, (x0 : · · · : xr) 7→ (x0 : · · · : xr−1)

Lokal ist sie (über D+(x0) als Beispiel) durch

(y1, . . . , yr) 7→ (y1, . . . , yr−1)

gegeben. Man erkennt also aus der Gleichungen

1 + yn1 + · · ·+ ynr = 0 (1.269)

1 + yn1 + · · ·+ ynr−1 = 0 (1.270)

daß über V (xn0 + · · ·+ xnr−1) = Xr−1 ⊂ Pr−1 jeweils genau ein Punkt von Xr

liegt, über allen anderen Punkten von Pr−1 aber jeweils n.
Damit ergibt sich

χ(Pr) = χ(Xr) + χ(Pr −Xr) (1.271)

χ(Xr) = χ(Xr−1) + nχ(Pr−1 −Xr−1) (1.272)

Löst man diese Rekursion unter Beachtung von χ(Pr) = r + 1 auf, so ergibt
sich

χtop(Xr) =
(n− 1)

2
(1− n)

r−1 − 1 + (r + 1)n

n
(1.273)

Die Zahl c(r, n) = χtop(Xr), die man schließlich gewinnt, ist, das wollen
wir zeigen, gleich der Anzahl der Lösungen von

nαi ≡ 0 (mod 1), 0 < αi < 1, αi ∈ Q, i = 0, . . . , r
r∑
i=0

αi ≡ 0 (mod 1)

also gleich der Anzahl der Lösungen von

r∑
i=0

wi ≡ 0 (mod n), 0 < wi < n wi ∈ Z, i = 0, . . . , r

Wir bezeichnen die Anzahl der Lösungen von
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r∑
i=0

wi ≡ k (mod n), k ∈ Z

mit den obigen Nebenbedingungen für die wi mit dkn(r).
Es gilt dann die rekursive Beziehung

(4) dkn(r) =

n−1∑
j=1

dk−jn (r − 1)

Es ist

d0
n(0) = 0

dkn(0) = 1, für k 6≡ 0 (mod n)

Man überlegt sich induktiv unter Benutzung von (4), daß deswegen sogar

dkn(r) = dln(r)

für alle k, l 6≡ 0 (mod n) und alle r > 0 ist. Wir nennen diesen Wert d 6=0
n (r).

Man hat also wegen (4) die einfacheren Rekursionsbeziehungen

d0
n(r) = (n− 1) d6=0

n (r − 1) (1.274)

d6=0
n (r) = (n− 2) d6=0

n (r − 1) + d0
n(r − 1) (1.275)

Aus diesen leitet man induktiv

d6=0
n (r) = d0

n(r) + (−1)r

ab.
Setzt man dies in (1.274) ein, so ergibt sich eine Rekursionsformel für d0

n(r)
aus der man die Übereinstimmung mit c(r, n) induktiv ableitet.

1.1.83 Ein ungewöhnliches schematheoretisches Bild. Freitag,
11.11.2022

Es sei gefragt, ob es Schemata f : X → Y , so daß für das schematheoretische
Bild

Z = im f

als Teilmenge von Y gilt
f(X) ( Z

gilt. Dabei stehe links der Abschluß des mengentheoretischen Bildes von X
unter f .

Es ist dafür notwendig, daß X nicht-reduziert und auch nicht noethersch
ist. Wir gewinnen so folgende Beispiele:
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Es sei X die disjunkte Vereinigung von

Xn = Spec (k[x]/(xn)),

es sei Y = k[x] und fn : Xn → Y die kanonische, sowie f : X → Y die
induzierte Abbildung.

Es ist dann Z = Y aber f(X) = fn(Xn) = V (x) als Menge.
Ein zweites Beispiel im gleichen Sinne ist

Xn = Spec (Z/pnZ)

(für p ∈ Z, prim) und Y = Spec (Z) mit den entsprechenden kanonischen
Abbildungen. Hier ist wieder Z = Y und f(X) = V (p).

Ein drittes Beispiel, mit dimY beliebig, ist Y = Spec (A) mit einem
noetherschen lokalen Ring (A,mA) und

Xn = Spec (A/mnA).

1.1.84 Neue Casas-Alvero Gedanken. Mittwoch, 16.11.2022

Man betrachte die Casas-Alvero-Matrix

M =



xm+1
1 xm1 . . . x2

1 x1

xm+1
2 xm2 . . . x2

2 x2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xm+1
m xmm . . . x2

m xm(
m+1

1

)
xm1

(
m
1

)
xm−1

1 . . .
(

2
1

)
x1 1(

m+1
2

)
xm−1

2

(
m
2

)
xm−2

2 . . . 1 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(
m+1
m

)
xm 1 . . . 0 0


von der wir zeigen wollen, daß sie für alle x1, . . . , xm, nicht alle gleich Null,
vollen Rang m+1 besitzt. Daraus würde die Casas-Alvero-Vermutung folgen.

Wir wollen kurz noch eine Verallgemeinerung der Casas-Alvero-Vermutung
einführen. Es sei em,d der Vektor

em,d =



xd1
xd2
...
xdm(

d
1

)
xd−1

1(
d
2

)
xd−2

2
...(

d
m

)
xd−mm


wobei in der unteren Hälfte xei mit e < 0 gleich Null und x0

i = 1 gesetzt seien.
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Die normale Casas-Alvero-Matrix von oben ist dann

M = M(em,m+1, em,m, em,m−1, . . . , em,2, em,1)

Man rechnet in Beispielen aus, daß für das Ideal aM der Hauptminoren, als
Ideal in Q[x1, . . . , xm] aufgefaßt, gilt

√
aM = (x1, . . . , xm).

Diese Aussage ist natürlich äquivalent zur Casas-Alvero-Vermutung.
Führt man nun die Matrix

Md,m = M(em,d, em,m, em,m−1, . . . , em,1)

mit d > m + 1 ein, so zeigt sich experimentell, daß auch hier für das Ideal
aMd,m

der Hauptminoren die Beziehung√
aMd,m

= (x1, . . . , xm)

gilt.
Interessant ist dies, weil die Matrix Md,m zwei verschiedene Untermatrizen

Md,m−1 resp. Mm,m−1 vom selben Typ enthält, die man aus den letzten m
Spalten bei resp. Vertauschung der ersten beiden Spalten erhält.

Soweit also diese Vorbetrachtung, wir gehen jetzt noch einer anderen
Überlegung nach: Man multipliziere M von links mit dem liegenden Vektor
aus 2m Elementen(

b1, . . . , bm, b
2
m+1, b

3
m+2, . . . , b

m
m+(m−1), b

m+1
m+m

)
(1.276)

Es entstehen m+ 1 Polynome, die wir von links nach rechts mit

g, f1, . . . , fm

bezeichnen.
In einer geeigneten Termordnung sind die führenden Terme von f1, . . . , fm

(nach Grad und dann lexikographisch geordnet)

f1 = bm+1
m+m + · · · (1.277)

f2 = bmm+m−1 + · · · (1.278)

· · ·
fm = b2m+1 + · · · (1.279)

Somit sind die führenden Terme von f1, . . . , fm zueinander paarweise teiler-
fremd und bilden eine reguläre Folge in

k[x1, . . . , xm, b1, . . . , b2m] = B ⊇ k[x1, . . . , xm] = A
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Also bilden auch f1, . . . , fm eine reguläre Folge in B (Proposition 15.15 in
Eisenbud, Commutative Algebra with a View towards Algebraic Geometry,
setze dort F = S und M = 0).

Man bilde nun aus g ein g1 mit

g1 = g − (α1f1 + · · ·+ αmfm),

so daß g1 keine Terme mit bm+1, . . . , bm+m hat.
Dabei sind die αi geeignete Polynome aus A, deren genaue Form man

abliest, indem man in der Matrix M die linkesten, unteren m Einträge zu Null
macht, indem man die Spalten 2, . . . ,m + 1 mit den Vorfaktoren α1, . . . , αm
abzieht.

Es ist dann also nach obigem Argument mit den Initialtermen sogar

g1, f1, . . . , fm

eine reguläre Folge.
Es ist nun

Y = V (g, f1, . . . , fm) = V (g1, f1, . . . , fm) ⊆ Spec (B) = X

Da g1, f1, . . . , fm eine reguläre Folge in B ist, besteht Y nach dem Macaulay-
schen Ungemischtheitssatz aus Primärkomponenten Y1, . . . , Ys mit

dimYi = dimX − (m+ 1) = 2m− 1

Weiterhin sind für alle x0 = (x0
1, . . . , x

0
m) die f̄1, . . . , f̄m eine reguläre Folge

in
B ⊗A k(x0)

Setzt man S = Spec (A), so heißt das, daß jede Faser

Yx0
= Y ×S k(x0)

höchstens die Dimension 2m−m = m hat.
Das Bild einer Primärkomponente Yi mit dimYi = 2m − 1 von oben ist

also entweder gleich S oder gleich einer irreduziblen Hyperfläche

H = V (h(x1, . . . , xm))

in S. Dieses h müßte dann aber alle Koeffizienten von b1, . . . , bm in g1 teilen
(oder anders gesagt, diese Koeffizienten müßten alle auf V (h) verschwinden,
was intuitiv sehr unwahrscheinlich anmutet.

Es ist wahrscheinlicher, daß der ggT aller (oder sogar zweier beliebiger)
dieser Koeffizienten gleich 1 ist.
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1.1.85 Aufstieg und Abstieg bei Modulschemata elliptischer
Kurven. Sonntag, 11.12.2022

Es sei (Mm, rm, sm, E) das feine Modulschema zum vollen Level-m-Modulproblem
für elliptische Kurven über Z[1/m]:

E

π

��
Mm

rm,sm

HH

Wir wollen daraus das feine Modulschema (Mmn, rmn, smn, E
′) für das Level-

nm-Modulproblem über Z[ 1
mn ] konstruieren.

Wir betrachten dazu das Diagramm

Mmn

w1

��

w2

��
p

��

X1

v1

�� ��

X2

��

v2

��
E

[n] ��

Mm

rm�� sm ��

E

[n]��
E E

in dem alle Quadrate kartesisch sind. Die Abbildung p ist endlich etale.
Weiter setzen wir

r′′mn = v1 ◦ w1 = q1

s′′mn = v2 ◦ w2 = q2

Mit dem kartesischen Diagramm

E′ //

��

E

π

��
Mmn

//

rmn,smn

II

r′′mn,s
′′
mn

<<

Mm

konstruieren wir sowohl E′ = E′mn, als auch die Schnitte rmn, smn.
Es sei nun E→ T eine elliptische Kurve über T mit Schnitten r′mn, s

′
mn:

E

π

��
T

r′mn,s
′
mn

CC
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Um das notwendige kartesische Diagram

E

��

// E′

��
T

u′ //

r′mn,s
′
mn

CC

Mmn

rmn,smn

[[

zu konstruieren, beginnen wir mit dem Diagramm

E

[n]

��

φ // E

[n]

��
E

��

φ // E

��
T

u
//

r′mn,s
′
mn

HH

Mm

rm,sm

[[

,

um u und φ festzulegen.
Es ist u′ : T →Mmn gegeben durch:

q1 ◦ u′ = φ ◦ r′mn
q2 ◦ u′ = φ ◦ s′mn
p ◦ u′ = u

Daß u′ auch wirklich die Darstellungsabbildung ist, erkennt man am Dia-
gramm

E′′

��

// E′

��

// E

��
T

u′
// Mmn p

// Mm

in dem alle Quadrate kartesisch sind. Es ist damit

u′∗(E′) = (pu′)∗(E) = u∗(E) = E

und u′ ist als Darstellungsabbildung u′ : T →Mmn nachgewiesen.

1.1.86 Ein Grundlemma für assoziierte Primideale. Montag,
26.12.2022

Es sei A ein noetherscher Ring und M ein A-Modul. Dann gilt



1.1 Algebraische Geometrie 147

Lemma 1.1.31. Es sei p ∈ AssM und f /∈ p sowie q ⊇ (p, f), minimal.
Dann ist q ∈ Ass(M/fM).

Beweis. Es sei zunächst p ∈ min . suppM ⊆ AssM . Wähle dann ein N ′ ⊆ M mit
AssN ′ = {p}. Damit ist für jedes n′ ∈ N ′ immer Ann(n′) ⊆ p. Bilde dann

N = {n ∈M | sn ∈ N ′ für ein s /∈ p}.

Es ist N/fN → M/fM injektiv, denn aus n = fm und sn = n′ folgt (sf)m =
n′ ∈ N ′ und damit m ∈ N . Weiterhin ist für sn = n′ auch Ann(n) ⊆ Ann(n′) ⊆ p.
Also ist für r ∈ AssN immer r ⊆ p, also r = p und wegen N ′ ⊆ N erst recht
Ass(N) = supp(N) = {p}.

Damit ist Ass(N/fN) ⊆ Ass(M/fM) und supp(N/fN) = V (suppN)∩ V (f) =
V (f, p). Da q ⊇ (f, p) minimal, ist auch q ∈ supp(N/fN) minimal und damit q ∈
Ass(N/fN) ⊆ Ass(M/fM).

Für den allgemeinen Fall betrachten wir ein, im folgenden näher spezifiziertes,
N ⊆M und das Diagramm:

0 0 0

0 // X // M/N
·f //

OO

M/N //

OO

M/N ⊗A A/f

OO

// 0

M
·f //

OO

M //

OO

M/fM //

OO

0

N
·f //

OO

N //

OO

N/fN //

OO

0

0

OO

0

OO

Wir können jetzt annehmen, daß ein p′ ( p mit p′ ∈ AssM existiert. Man wähle
dann N so, daß AssN = AssM − {p′} und Ass(M/N) = p′ ist.

Da f /∈ p′, ist f auf M/N injektiv und X = 0. Nach dem Schlangenlemma ist also

0 → N/fN → M/fN injektiv, also Ass(N/fN) ⊆ Ass(M/fM). Durch Induktion

über die Anzahl der Primideale in AssM kann man erschließen, daß q ∈ Ass(N/fN),

also auch q ∈ Ass(M/fM).

1.1.87 Notizen aus der Körpertheorie. Freitag, 03.02.2023

Es sei k ein Körper und f(x) ∈ k[x] ein irreduzibles, monisches Polynom.
Über einer Körpererweiterung L/k faktorisiere f(x) gemäß

f(x) = g1(x)e1 · · · · · gr(x)er

in irreduzible Polynome gi(x) ∈ L[x].
Es sei

gi(βi) = 0

mit βi ∈ L̄ für i = 1, . . . , r.
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Da f(βi) = 0, ist βi algebraisch über k und f ist als irreduzibles Polynom
in k[x] gleich Irr(βi, k[x]), dem irreduziblen Polynom von βi über k.

Ist also k(α) eine durch f(x) gegebene Erweiterung von k, so ist auch

k(α) ∼= k(βi).

Es sei nun f(x) ∈ Q[x] irreduzibel und monisch. Weiter seiK der Zerfällungskörper
von f(x) über Q.

Wie können wir erkennen, ob eine Primzahl p im Ganzheitsring OK des Zerfällungskörpers
K über Q total zerlegt ist?

Zunächst einige Vorüberlegungen: Es ist K = Q[x]/F (x) mit F (x) ∈ Q[x] der
Resolventen von f über Q.

Es sei
F (x) = G1(x) · · · · ·Gr(x)

die Faktorisierung in Qp[x], so ist

K ⊗Q Qp = Qp[x]/G1(x)× · · · ×Qp[x]/Gr(x) = K1 × · · · ×Kr

mit Qp ⊆ Ki ⊆ Qp.
Aus dem Diagramm

Qp

Ki

``

K

φi
==

Qp

aa

Q

`` >>

erkennt man, daß Ki galoissch über Qp ist und die φi den Einbettungen von K in
Qp entsprechen. Insbesondere zerfällt Gi(x) in Ki[x] in Linearfaktoren, also ist Ki

der Zerfällungskörper von Gi(x) über Qp.
Den Ki entsprechen die Fortsetzungen der Bewertung |·|p von Q auf OK , also

den Primidealen qi ⊆ OK über p ∈ Z.
Jedes Qp ⊆ Ki ist gekennzeichnet durch einen Verzweigungsindex ei = e(Ki)

und einen Trägheitsgrad fi = f(Ki) der durch die Zerlegung

pOKi = (πeii )

und fi = deg[OKi/πi : Fp] bestimmt ist. Dabei ist OKi ein diskreter Bewertungs-
ring mit maximalem Ideal mKi = (πi) und OKi/Zp eine Erweiterung von diskreten
Bewertungsringen.

1.1.88 Diskriminanten. Montag, 08.02.2023

Es sei B/A eine Erweiterung von Dedekindringen mit L/K der zugehörigen
Körpererweiterung.
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Der Modul

B′ = {y ∈ L | TrL|K(yx) ∈ A für alle x ∈ B}

ist der zu B duale Modul in L.
Es ist B′ ⊇ B und damit B′−1 ⊆ B ein B-Ideal. Wir nennen es die

Differente δB/A.
Ist A DBR und x1, . . . , xn ∈ B sowie y1, . . . , yn ∈ L mit TrL|K(xiyj) = δij

und xi =
∑
aijyj , also aij = TrL|K(xixj) so ist

DL|K(x1, . . . , xn) = det(aij) = det(TrL|K(xixj))ij

die Diskriminante von x1, . . . , xm. Ist x1, . . . , xn eine A-Basis von B, so ist
D(x1, . . . , xn) = DB|A die Diskriminante von B/A.

Wählt man x1, . . . , xn als A-Basis von B und y1, . . . , yn als A-Basis von
B′, so folgt (x) = (a)(y), also mit (y) = (a)−1(x) und B′ = δ−1

B|A

NmB|A(δB/A) = DB|A

Die Diskriminante ist die Norm der Differente.
Es gilt

1. δB|A = AnnB(B′/B).
2. δB|AAp = δBp|Ap

.

3. δB|AB̂q = δB̂q|Âp
für Komplettierungen von B/A bei q/p = q ∩A.

Nur 3. bedarf genauerer Überlegung: Es sei B/A mit A DBR und L/K die

Körpererweiterung. Die Komplettierungen seien B̂/Â mit L̂/K̂.

Es ist zu zeigen, daß (B′)̂ = B̂′. Zunächst (B′)̂ ⊆ B̂′. Es sei (λi) eine darstellen-
de Folge für ein Element aus λ ∈ (B′)̂ , also λi ∈ B′. Weiter sei µi eine darstellende

Folge eines Elements µ ∈ B̂, also µi ∈ B.
Dann ist

〈λi, µi〉L̂|K̂ = 〈λi, µi〉L|K ∈ A

also 〈λ, µ〉L̂|K̂ ∈ Â, also λ ∈ B̂′.

Die andere Richtung ist B̂′ ⊆ (B′)̂ . Hier ist 〈λi, µi〉 = γi ∈ K̂ mit γi−ai
i→∞−−−→ 0.

Da die Bewertung diskret ist, bedeutet dies 〈λi, µi〉 ∈ A für i � 0. Für diese i ist

dann λi ∈ B′, also λ ∈ (B′)̂ .

Weiter gilt Ist (B, q)/(A, p) eine Erweiterung von diskreten Bewertungs-
ringen mit L/K endlich, so ist

p | DB|A ⇔ pB = qe, e > 1

Ist nämlich pB = q, so ist (B/pB)/kA = kA[x̄] und B = A[x] eine monogene
Erweiterung mit f(x) = 0 und disc f̄ 6= 0. Weiter ist in diesem Fall immer DB|A =
disc f , also p - DB|A

Ist aber pB = qe mit e > 1, so existiert eine A-Basis (zj) = (xiπ
ν)i,ν von B für

ν = 1, . . . , e− 1 und q = (π).
Da TrL|K(zπ) ∈ q∩A = p für alle z ∈ B, ist det TrL|K(zizj) ∈ p, also DB|A ⊆ p.



150 1 Algebra und Geometrie

1.1.89 Spur und Norm in Körpertürmen. Sonntag, 12.02.2023

Es sei M/L/K ein Turm von algebraischen Körpererweiterungen. Dann gilt

TrM |K(z) = TrL|K TrM |L(z) (1.280)

NmM |K(z) = NmL|K NmM |L(z) (1.281)

für z ∈M .
Für den Beweis können wir uns auf M = L(z) beschränken. Es sei

f(z) = zr + b1 z
r−1 + · · ·+ br

mit bi ∈ L.
Weiter sei Bi ∈ Mat(s× s,K) die Darstellung von bi als K-linearer Ope-

rator auf einer K-Basis x1, . . . , xs von L/K.
Dann wird z auf der L-Basis 1, z, . . . , zr−1 von M durch die Matrix

Z =



0 0 0 . . . 0 0 −br
1 0 0 . . . 0 0 −br−1

0 1 0 . . . 0 0 −br−2

0 0 1 . . . 0 0 −br−3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 0 −b2
0 0 0 . . . 0 1 −b1


dargestellt. Es ist TrM |L(z) = Tr(Z) = −b1 und NmM |L(z) = detZ =
(−1)rbr.

Weiter wird z bezüglich der K-Basis zνxµ durch die aus Z gewonnene
Matrix

Z ′ =



0 0 0 . . . 0 0 −Br
E 0 0 . . . 0 0 −Br−1

0 E 0 . . . 0 0 −Br−2

0 0 E . . . 0 0 −Br−3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . E 0 −B2

0 0 0 . . . 0 E −B1


dargestellt.

Für diese ist TrM |K(z) = Tr(Z ′) und NmM |K(z) = detZ ′. Die Teleskop-
formeln für Norm und Spur ergeben sich dann aus dem Aufbau von Z ′ und
Z von selbst.

1.1.90 Zusammenhängende Fasern birationaler projektiver
Morphismen. Mittwoch, 01.03.2023

Es sei f : X → Y ein regulärer, birationaler Morphismus projektiver Va-
rietäten über C. Weiter sei q ∈ Y ein regulärer Punkt. Dann ist f−1(q) zu-
sammenhängend.
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Mit der Abschwächung
”
q ist normaler Punkt“ ist dies eine Version des

Hauptsatzes von Zariski und wird in Hartshorne, III.11, behandelt.
In obiger Formulierung ist ein einfaches komplexanalytisch-topologisches

Argument möglich: Wir bemerken zunächst, daß f projektiv, also auch ei-
gentlich, das heißt, auch universell abgeschlossen, ist.

Es seien Z1, . . . , Zs die kompakten Zusammenhangskomponenten der kom-
pakten Menge f−1(q). Man kann dann auch paarweise disjunkte (euklidisch)
offene Umgebungen U1, . . . , Us von Z1, . . . , Zs wählen. Mit U = U1 ∪ · · · ∪ Us
ist f(X − U) = A eine abgeschlossene Menge in Y , die q nicht enthält.

Wir wählen nun ein V ⊆ Y − A, offene Umgebung von q und isomorph
zu einer Kugel in Cr mit r = dimY , was wegen der Regularität in q stets
möglich ist.

Es sei weiter B ⊆ Y eine abgeschlossene Menge, so gewählt, daß W =
Y − B eine maximale offene Menge in Y ist, die zu f−1(W ) ⊆ X biregulär
unter f ist.

Aufgrund der Eigenschaften von V (geeignete Umgebung eines regulären
Punktes) kann angenommen werden, daß V ′ = V −B eine zusammenhängende
offene Menge ist.

Mit U ′i = Ui ∩ f−1(V ) ist dann

V ′ = V −B =

s⋃
i=1

f(U ′i − f−1(B))

wobei U ′i − f−1(B) nicht leer ist, denn dim f−1(B) < dimX.
Auf U ′i−f−1(B) ist aber f biregulär auf sein Bild, also 1-1 und offen. Damit

ist die zusammenhängende Menge V −B als disjunkte Vereinigung von offenen
f(U ′i − f−1(B)) dargestellt. Also ist s = 1 und f−1(q) zusammenhängend.

Ein instruktives Gegenbeispiel, falls die Voraussetzungen nicht erfüllt sind, ist

die Aufblasung X → Y von Y = V (y2−x3−x2) über dem singulären Punkt q, also

x = y = 0. Die Umgebung V besteht hier aus zwei Zweigen, die durch Enfernen des

Punktes q unzusammenhängend werden.

1.1.91 Berechnung der Asymptotengeraden für f(x, y) = 0.
Montag, 20.03.2023

Es sei
f(x, y) = 0

eine affine ebene Kurve in A2
k. Wie kann man alle möglichen Asymptotenge-

raden ax+ by + c = 0 finden?

Antwort: Man bettet A2
k in P2

k mit den Koordinaten (X : Y : Z) ein und
berechnet die Schnitte von f(x, y) = 0 mit der unendlich fernen Geraden
Z = 0. Dazu setzt man
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Zdf(X/Z, Y/Z) = g(X,Y, Z) = 0

mit d so gewählt, daß Z das Polynom g(X,Y, Z) nicht teilt.
Aus g(X,Y, 0) = 0 erhält man eine Liste von Schnittpunkten (Xi : Yi : 0).

Wir wählen einen davon aus, den wir oBdA als P = (1 : y0 : 0) darstellen.
Wir nehmen also an, daß X = 1 ist und berechnen als nächstes die affine

Darstellung von f(x, y) = 0 in dem Patch X = 1, als g(1, Y/X,Z/X) = 0 also
als p(u, v) = 0 mit u = Y/X und v = Z/X.

Es ist dann u = y0, v = 0 der obige Schnittpunkt P . Wir setzen u′ = u−y0

und erhalten P = (u′ = 0, v = 0). Also ist

h(u′, v) = p(u′ + y0, v) = hm(u′, v) + · · ·+ hd(u
′, v)

mit hν homogen vom Grad ν und d > 0. Wir wählen dann einen Linearfaktor
l = au′ + bv = 0 von hd und transformieren zurück

l = a (u− y0) + b v = a (Y/X − y0) + b (Z/X).

Projektiv ist also
l = aY − y0X + bZ

also haben wir im Patch Z = 1 die gesuchte Gleichung

l = ay − y0x+ b = 0

der Asymptotenlinie vor uns.

Beispiel. Es sei
f(x, y) = x3 + y3 − 3a xy = 0

das
”
kartesische Blatt“.

Wir haben
g(X,Y, Z) = X3 + Y 3 − 3aXY Z = 0.

Aus Z = 0 folgt P = (1 : −1 : 0), also y0 = −1.
Es ist weiter p(u, v) = g(1, u, v) = 1 + u3 − 3auv und damit mit u′ = u+ 1

h(u′, v) = p(u′−1, v) = u′3−3u′2 +3u′−3a(u′−1)v = u′3−3u′2−3au′v+3u′+3av.

Also ist h1(u′, v) = 3(u′+av), also l = u′+av = u+1+av = Y/X+1+aZ/X = 0,
also

l = y + x+ a = 0.

1.1.92 Operationen einer endlichen Gruppe G auf einer Varietät
X. Montag, 10.04.2023

Es sei X eine Varietät über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k. Wei-
ter sei G eine endliche Gruppe, die mit einem Homomorphismus

G→ Aut(X)

auf X operiert.
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Theorem 1.1.13. Es sei möglich, für jedes x ∈ X eine affine Umgebung
x ∈ Ux ⊆ X zu finden, so daß g x ∈ Ux für jedes g ∈ G ist.

Dann gibt es einen Morphismus

π : X → Y = XG

für den gilt:

1. Das Schema Y hat die Quotiententopologie von X unter der Operation von
G.

2. Die Gruppe G operiert auf π∗OX und es ist OY = (π∗OX)G.
3. Die Abbildung π : X → Y ist endlich und surjektiv.
4. Wenn G auf jedem x ∈ X frei operiert, also g x = x nur für g = e gilt, so

ist π eine etale Abbildung.

Beweis. Wir zeigen zunächst, daß Ux = U = Spec (B) so gewählt werden kann, daß
Ug = U für alle g ∈ G ist. Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, daß für zwei
offene affine Teilmengen, U, V ⊆ X auch U ∩ V offen und affin ist.

Dies folgt wiederum aus der Separabilität von X/k. Damit ist nämlich ∆ : X →
X×kX eine abgeschlossene Immersion und U∩V = ∆−1(U×kV ), also ∆ : U∩V →
U ×k V auch eine abgeschlosse Immersion und U ∩ V ist affin, weil U ×k V es ist.

Also ist
V = Ug1 ∩ · · · ∩ Ugn

die gewünschte offene affine Umgebung von x mit V g = V für alle g ∈ G.
Indem man X in eine Verklebung einer geeigneten Überdeckung von X mit

solchen V = V g auflöst, konstruiert man π : X → Y aus den Verklebungen von
π|V : V → V G aus V = Spec (B) und V G = Spec

(
BG
)

= Spec (A).

Die Abbildung A = BG → B ist eine ganze Ringerweiterung, wie man aus der
Gleichung

∏
g∈G

(X − bg) = Xn +

n∑
ν=1

Sν(bg1 , . . . , bgn)Xn−ν = f(X) ∈ A[X]

erkennt. Da A→ B injektiv, ist auch Spec (B)→ Spec (A) surjektiv.
Es bleibt noch die Aussage 4. zu beweisen. Es seien also x1, . . . , xn ∈ Spec (B) die

abgeschlossenen Punkte über y ∈ Spec (A), auf denen G frei und transitiv operiert.

Weiter sei Â die Komplettierung von Amy an my und Ri = Bmxi
sowie R̂i die

Komplettierung an mxi .

Dann ist B̂ = B ⊗A Â = R̂1 × · · · × R̂n. Die Gruppe G operiert auf B̂ durch die
Tensorierung von B

g−→ B mit −⊗A Â.
Wir betrachten die exakte Sequenz

0→ A = BG → B
(g1−idB ,...,gn−idB)−−−−−−−−−−−−−→ B × · · · ×B

und tensorieren exakt mit −⊗A Â. Es entsteht

0→ Â = B̂G → B̂
(g1−id

B̂
,...,gn−id

B̂
)

−−−−−−−−−−−−−→ B̂ × · · · × B̂
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Also ist Â = B̂G. Andererseits operiert G auf B̂ durch Vertauschung der Komponen-
ten in den Elementen von R̂1×· · ·× R̂n, wo, wegen der transitiven, freien Operation
von G, überdies R̂i = R̂j = R̂ gilt. Es ist also auch B̂G = R̂, also R̂i = R̂ = Â.

Dies bedeutet aber nach einem bekannten Kriterium, daß π ein etaler Morphis-
mus ist.

1.1.93 Komplettierungen von Ringerweiterungen. Samstag,
15.04.2023

Es sei B/A eine endliche Ringerweiterung und m ⊆ A ein maximales Ideal.
Es seien weiter n1, . . . , ns ⊆ B die maximalen Ideale über mB.

Es sei nun Â die Komplettierung von A an m und Ri die Komplettierung
von B an ni. Dann ist

B̂ = B ⊗A Â = R1 × · · · ×Rs

Es ist nämlich einerseits (erste Gleichheit wegen ni + nj = (1) für i 6= j):

n1
k · · · · · nks = nk1 ∩ · · · ∩ nks ⊆ mB

also
(∗) nkν1 ∩ · · · ∩ nkνs ⊆ mνB.

Andererseits ist
mB ⊆ n1 ∩ · · · ∩ ns = n1 · · · · · ns.

Damit ist auch
mνB ⊆ nν1 · · · · · nνs = nν1 ∩ · · · ∩ nνs .

Also ist
B/mνB � B/nν1 × · · · ×B/nνs

und nach der Beziehung (∗) auch

B/nkν1 × · · · ×B/nkνs � B/mνB

Zusammen ergibt sich die Behauptung, da B̂ = lim←−ν B/m
νB und Ri =

lim←−ν B/n
ν
i ist.

1.1.94 Inseparable Morphismen von algebraischen Kurven.
Sonntag, 16.04.2023

Es sei f : C1 → C2 ein Morphismus von algebraischen Kurven, also eindimen-
sionalen Varietäten über einem algebraisch abgeschlossenen Körper k.

Dann ist f festgelegt durch die korrespondierende Inklusion

f∗ : K(C2) ↪→ K(C1),
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eine endliche algebraische Erweiterung, da

tr.degK(C2) = tr.degK(C1) = 1.

Wir können K2 = K(C2) ⊆ K(C1) = K1 weiter zerlegen in K2 ⊆ Ks
2 ⊆

K1, wobei Ks
2 die maximale separable Erweiterung von K2 in K1 ist. Die

Erweiterung K1/K
s
2 ist dann rein inseparabel.

Wir können sie deshalb weiter zerlegen in elementare inseparable Erwei-
terungsschritte vom Grad p = char k.

Es sei also L/K eine elementare rein inseparable Erweiterung L = K(y)
von Körpern über k vom Transzendenzgrad 1. Der Körper K ist separabel
erzeugt, also K = k(t, x) mit x algebraisch vom Grad d über k(t).

Weiter ist dann yp = w mit w ∈ k(t, x). Wir führen u mit up = t sowie x1

mit xp1 = x ein und betrachten das Diagramm

k(u, y, x1)

k(u, y)

ζ

k(t, w, x)

θ

k(u)

γ

k(t, w)

δ ε

k(t)

α β

Die Einbettung α ist rein inseparabel vom Grad p, die Abbildung β sei sepa-
rabel vom Grad e.

Die bestimmende Gleichung dafür sei

(∗) ψ̃ =
∑

apijt
i wj

Setzt man t = up und w = yp in (∗) ein, so entsteht

ψ̃(t, w) = ψ̃(up, yp) = ψ(u, y)p = 0

Es ist also y auch separabel über k(u) vom Grad 6 e und somit ist die
Einbettung γ separabel vom Grad 6 e.

Da Separabilitäts- und Inseparabilitätsgrad multiplikativ in Erweiterungs-
türmen sind, muß δ rein inseparabel vom Grad p und deg γ = e sein.

Durch eine entsprechende Überlegung im oberen Quadrat mit einer Funk-
tion

χ̃(x,w, t) = χ̃(xp1, y
p, up) = χ(x1, y, u)p = 0
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entnimmt man, daß ζ eine separable Einbettung vom Grad 6 e′ = deg ε ist.
Also ist sie sogar schon vom Grad e′ und θ ist rein inseparabel vom Grad p.

Es ist also L = K(y) ⊆ k(u, y, x1) in Wirklichkeit eine Gleichheit, da beide
Körper Grad p über k(t, x) = K haben.

Damit haben wir aber ein Diagramm

K = k(x,w, t) // L = k(x1, y, u)

k[x,w, t]
φ //

OO

k[x1, y, u]

OO

in dem φ der geometrische Frobenius, x 7→ xp1 sowie w 7→ yp und t 7→ up ist.
Die rein inseparable Komponente eines Morphismus f : C1 → C2 ist also

eine Verkettung von Frobeniusmorphismen.

1.1.95 Eliminationstheorie für Systeme homogener Polynome.
Freitag, 12.05.2023

Es seien
p1, . . . , pt

homogene Polynome aus A[x0, . . . , xn] und

A = Z[a1, . . . , am].

Der Grad von pi in den xi sei di.
Man kann dann

X = V (p1, . . . , pt) ⊆ PnA
als abgeschlossenes Unterschema von PnA auffassen.

Es ist also π : X → Spec (A) projektiv und damit π(X) abgeschlossen in
Spec (A). Dies kann in der modernen algebraischen Geometrie ohne Elimina-
tionstheorie bewiesen werden. Wir wollen es hier aber eliminationstheoretisch
einsehen.

Man kann nämlich beweisen:

Theorem 1.1.14. Es seien p1, . . . , pt Polynome, wie oben. Dann existieren
endlich viele Polynome f1, . . . , fr in A, so daß für jeden Homomorphismus

φ : A→ K

in einen Körper K äquivalent ist:

a) Es ist φ(fi) = 0 für alle i = 1, . . . , r.
b) Die Faser X ×A K ist nicht leer.
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Beweis. Wir nennen Md die Menge der Monome

xe00 · · · · · x
en
n

mit
∑
eν = d. Die Anzahl dieser Monome sei Nd.

Wir konstruieren für jedes d > d1, . . . , dt eine Matrix

Z = Z(d) ∈ Mat(Nd ×Wd, A)

mit Einträgen aus dem Ring A.
Dazu betrachten wir das rechteckige Tableau von Werten zij ∈ A, wo 1 6 i 6 Nd

und 1 6 j 6Wd ist und d′i = d− di sei:

m
(d′1)
1 p1 · · · m(d′1)

Nd′1
p1 · · · m

(d′t)
1 pt · · · m(d′t)

Nd′t
pt

m
(d)
1 z1,1 · · · z1,w1 · · · z1,wt−1+1 · · · z1,wt

...
...

...
...

...

m
(d)
Nd

zNd,1 · · · zNd,w1 · · · zNd,wt−1+1 · · · zNd,wt

(1.282)

In der Kopfzeile stehen Produkte von pα mit Monomen m
(d′α)
j ∈ Md′α und in der

Spalte ganz links die Monome m
(d)
1 , . . . ,m

(d)
Nd
∈Md. Die zij ∈ A sind die Koeffizien-

ten in der Zerlegung

m
(d′α)
j pα =

Nd∑
i=1

zikm
(d)
i

wobei k die Spalte bezeichnet, die in obigem Tableau den Eintrag m
(d′α)
j pα in der

Kopfzeile hat.
Ist nun φ : A → K der gegebene Morphismus, so kann man Zφ(d) = Zφ = (zφij)

betrachten. Jedem System von q1, . . . , qt ∈ K[x0, . . . , xn] mit deg qi = d′i und

q1p1 + · · ·+ qtpt = m
(d)
j

entspricht ein Spaltenvektor v ∈ KWd , für den

ej = Zφ(d) · v

ist. Dabei sei ej ein Einheits-Spaltenvektor aus KNd mit einer Eins an der m
(d)
j

zugeordneten Position.
Wir erkennen so: Das Ideal (p1, . . . , pt)

φ ⊆ K[x0, . . . , xn] = T umfaßt genau
dann die homogene Komponente Td, wenn die Matrix Zφ(d) vollen Rang Nd hat.

Genau dann, wenn dies für ein Td und somit für alle d′ > d der Fall ist, ist aber
auch die Faser XK leer.

Also ist die Faser XK nicht leer, genau dann, wenn für alle Hauptminoren
h

(d)
1 , . . . , h

(d)
ld

von Z(d) die Bilder (h
(d)
ν )φ verschwinden.

Ist also I das Ideal aller h
(d)
ν für alle d, und ist

I = (f1, . . . , fr)

ein endliches System von Erzeugern, so sind die f1, . . . , fr geeignete Polynome, für

die die Behauptung des Theorems gilt.
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1.1.96 Anwendungen von Gröbnerbasen. Samstag, 27.05.2023

Es sei A = k[x1, . . . , xn] ein Polynomring und

I = (f1, . . . , fr)

J = (g1, . . . , gs)

zwei Ideale. Weiter sei B = k[x1, . . . , xn, t] ein Erweiterungsring von A und

K = (tf1, . . . , tfr, (1− t) g1, . . . , (1− t) gs)

ein Ideal von B. Dann ist
I ∩ J = K ∩A

Beweis. Es ist ja für h ∈ K ∩A

h =
∑

aitfi +
∑

bj(1− t)gj

mit ai, bj ∈ B. Setzt man t = 1 ergibt sich h ∈ (f1, . . . , fr) = I und setzt man t = 0
dann h ∈ (g1, . . . , gs) = J .

Umgekehrt ist h ∈ I ∩ J , so ist

h =
∑

aifi =
∑

bjgj

mit ai, bj ∈ A. Weiter ist

h = th+ (1− t)h =
∑

taifi +
∑

(1− t) bjgj ∈ K ∩A

In der Praxis kann man K ∩A mit einer Eliminationstermordunung in B
berechnen, für die t > x1, . . . , xn ist.

Eine zweite Frage ist, wie man (I : J) für Ideale I, J ⊆ A, beliebig, be-
rechnen kann. Offensichtlich ist für J = (g1, . . . , gs) immer

(I : J) =

s⋂
j=1

(I : gj)

Es genügt also (I : g) für g ∈ A zu berechnen. Man bestimmt dazu für das
Ideal

I ∩ gA

nach obigem Vorgehen eine Gröbnerbasis h1g, . . . , hmg ∈ A. Dann ist h1, . . . , hm
eine Basis von (I : g)

Beweis. Ist nämlich h g ∈ I, so ist h g ∈ I ∩ gA und es ist

h g = a1h1g + · · · amhmg

Teilt man durch g ergibt sich

h = a1h1 + · · ·+ amhm
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Drittens sei die Frage behandelt, wie man für ein Ideal

I = (f1, . . . , fr) ⊆ A

die Homogenisierung bezüglich t in B, geschrieben Ihom, explizit bestimmen
kann.

Es sei dazu angenommen, daß f1, . . . , fr bereits eine Gröbnerbasis von I
bezüglich einer Gradlex-Monomordnung ist.

Proposition 1.1.24. Dann ist

Ihom = (fhom1 , . . . , fhomr ) = J

Wir verwenden folgendes

Lemma 1.1.32. Nennt man fhom die Homogenisierung von f ∈ A bezüglich
t, so gilt für f, g ∈ A mit d = deg f > deg g = e, daß

(f + g)
hom

= fhom + td−eghom

Ist deg f = deg g und sind die Leitterme lf und lg verschieden, so ist

(f + g)
hom

= fhom + ghom

Damit ergibt sich für die Proposition folgender Beweis:

Beweis. Es sei f ∈ I ein bestimmtes Polynom aus I mit Leitterm t und für alle
f ′ ∈ I mit kleinerem Leitmonom sei nachgewiesen, daß f ′

hom ∈ J liegt. Es gibt nun
ein g = afi mit einem Monom a und demselben Leitterm t und es ist

f = g + (f − g) = g + f ′

Es ist dann
fhom = ghom + tp(f − g)hom

Dabei kann f ′ = f − g von kleinerem Grad als f und g sein, dann ist p > 0 oder
es ist deg f ′ = deg f = deg g und es ist p = 0.

Jedenfalls ist nach Induktion f ′
hom ∈ J und weiterhin auch ghom = afhom

i ∈ J .
Also insgesamt

fhom ∈ J

Viertens steht die Frage im Raum, wie man für ein Ideal I = (f1, . . . , fr)
von A und das maximale Ideal

m = (x1, . . . , xn)

sowie den gradierten Tangentialring

R = grm(A) =
⊕
d>0

md/md+1
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ein System von Polynomen g1, . . . , gs ∈ A mit gi homogen vom Grad di findet,
so daß

ḡi = grm(gi) = gi + mdi+1

ein System von Erzeugern von

gr m(I) = ({grm(f) | f ∈ I})R

ist.
Wir betten dazu alles in den Ring B ein, betrachten Homogenisierungen

mit t und verwenden eine Gradlex-Termordnung <B in der t > x1, . . . , xn ist.
Es gilt dann folgendes

Theorem 1.1.15. Es sei F1, . . . , Fr eine <B-Gröbnerbasis von Ihom. Weiter
sei

Fi
dehom = fi =

di∑
j=ei

fij

mit ei 6 di = deg(fi) und fij homogen vom Grad j. Wir nennen fi,ei den
Anfangsteil von fi.

Dann ist jedes grm(f) mit f ∈ I darstellbar durch

f1,e1 , . . . , fr,er .

Beweis.
Es sei jetzt

g = ge + ge+1 + · · ·+ gd ∈ I
mit gj homogen vom Grad j und e 6 d.

Dann ist
gr(g) = ge + me+1.

Betrachtet man ghom so hat darin ge
hom den größten Grad in t, nämlich td−e

und der Leitterm tg von get
d−e bezüglich <B ist der Leitterm von ghom.

Es gibt also ein Monom a ∈ A, so daß der Leitterm von einem tpafi
hom mit tg

übereinstimmt. Dieser Leitterm ist gleich tp
′
at′, wobei t′ der Leitterm von fi,ei , dem

Anfangsteil von fi, ist.
Es ist

deg(afi,ei) = deg ge.

Ist nun afi,ei gleich ge, so ist das Theorem für g gezeigt. Andernfalls bildet man
die (homogene) Differenz

G′ = ghom − tp
′
afi,ei

Ihre Dehomogenisierung g′ hat einen Anfangsteil g′e, dessen homogenisiertes Leit-
monom kleiner als tg ist und nach Induktion kann man

g′e =
∑

ajfj,ej

schreiben. Da
ge = afi,ei + g′e

ist also auch die Darstellbarkeit von ge durch die fi,ei gezeigt.
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1.1.97 Deformation von Schemata. Freitag, 09.06.2023

Es sei X/k ein separiertes, glattes Schema über einem Körper k. Für eine
kohärente Garbe F auf X ist eine Deformation von X mit F eine abgeschlos-
sene Immersion

i : X → X ′

in ein zweites k-Schema, so daß für die exakte Sequenz

0→ I→ OX′ → i∗OX → 0

gilt

1. Es ist I2 = 0.
2. Damit ist I eine OX′/I = OX -Garbe und als solche ist I ∼= F.

Es gilt nun folgendes Theorem

Theorem 1.1.16. Den Isomorphieklassen von (X ′, I) die als Deformation im
obigen Sinne auftreten, entsprechen die Elemente von

H1(X,Ω∨X|k ⊗OX F) = Ext1(ΩX|k,F)

Beweis. Ist X = Spec (A) ein affines Schema über einer glatten k-Algebra, so ist
jede Deformation trivial und es ist auch entsprechend H1(X,Ω∨X|k ⊗ F) = 0.

Man erkennt die Trivialität der Deformationen aus der universellen Eigenschaft
einer glatten k-Algebra A, die durch das Diagramm

B Aoo

~~
B′

OO

k

OO

oo

für eine beliebige infinitesimale Erweiterung B′ � B gegeben ist. Man setze B = A
und B′ = A′!

Hat man zwei konkrete Deformationen A′, A′′ mit Ñ = F und Sequenzen

A′′

  
0 // N

==

!!

A // 0

A′

>>f

OO

>>g

OO

so entsprechen die Differenzen f − g den Derivationen Derk(A′, N) die auf N ver-
schwinden, also

Derk(A′, N) = Derk(A,N) = HomA(ΩA|k, N)

Will man nun globale Deformationen X ′ von X,F beschreiben, so überdeckt
man X mit glatten, affinen Ui = Spec (Ai), die sich in affinen Uij schneiden (Sepa-
riertheit!).
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Über Ui sei Vi = Spec (A′i) gelegen mit

0→ Ni → A′i → Ai → 0

Man trivialisiert A′i mit einem Morphismus fi : A′i → Ai ⊕ Ni. Über Uij ist die
Differenz

fi − fj = δij ∈ HomAij (ΩAij ,F|Uij )
Es ist also (δij) wegen der Verträglichkeit auf Uijk ein Kozykel in

Γ (Uij , Ω
∨
X|k ⊗ G)

also ein Element aus

Ȟ1(X,ΩX|k ⊗ F) = H1(X,ΩX|k ⊗ F).

Rückwärts betrachtet beginnt man über jedem Ui mit einer infinitesimalen Er-
weiterung A′i = Ai ⊕Ni und verklebt durch die (fij = idij + δij) auf Uij zu einem
Deformationsschema X ′.

Somit ergibt sich in beiden Richtungen eine 1-1 Beziehung zwischen Isomorphie-
klassen von Deformationen und Elementen der Kohomologiegruppen.

1.1.98 Separiertheit und Eigentlichkeit bei surjektiven und
universell abgeschlossenen Morphismen. Samstag, 10.06.2023

Es sei f : X → X ′ eine surjektive und universell abgeschlossene Abbildung
von S-Schemata. Dann gilt

1. Ist X/S separiert, also
∆X : X → X ×S X

abgeschlossene Immersion, so ist auch X ′/S separiert, also

∆X′ : X ′ → X ′ ×S X ′

abgeschlossene Immersion.
2. Ist X/S universell abgeschlossen, so ist auch X ′/S universell abgeschlossen.

Beweis. Die Abbildung p = f ×S f : X ×S X → X ′ ×S X ′ ist abgeschlossen.
Man betrachte nun

X

f
��

∆X

��
X ′

∆X′

��

X ×S X

p

��
X ′ ×S X ′

Es braucht nur nachgewiesen werden, daß ∆X′(A
′) abgeschlossen für jedes abge-

schlosssen A′ ⊆ X ′ ist.
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Es ist dann mit A = f−1(A′), abgeschlossen, immer A′ = f(A) und somit

∆X′(A
′) = ∆X′ ◦ f(A) = p ◦∆X(A) = B

also B = ∆X′(A
′) abgeschlossen, weil p und ∆X abgeschlossene Abbildungen sind.

Für die zweite Behauptung sei W/S ein beliebiges Schema. Man betrachte

X ×S W

��

f ′

��
X

f

��

X ′ ×S W

��

g′

��
X ′

g

��

W

��
S

Da g◦f universell abgeschlossen, ist auch g′ ◦f ′ (universell) abgeschlossen. Überdies
ist f ′ surjektiv und universell abgeschlossen. Damit ist für A ⊆ X ′×SW , abgeschlos-
sen und A′ = f ′−1(A), abgeschlossen, auch A = f ′(A′) und somit

g′(A) = g′(f ′(A′)) = B

mit B abgeschlossen in W , weil g′ ◦ f ′ abgeschlossen.

Es gilt also insbesondere das Korollar

Korollar 1.1.5. Es sei Xred/S separiert (bzw. eigentlich) so ist auch X/S
separiert (bzw. eigentlich).

Insbesondere ist die weiter oben eingeführte Deformation X ′/k eines se-
parierten (bzw. eigentlichen) Schemas X/k auch separiert (bzw. eigentlich).

1.1.99 Verklebung von affinen Algebren, Kohomologie und
Erkennung der Eigentlichkeit. Sonntag, 11.06.2023

Verklebungsdaten

Es sei (k ein beliebiger Ring)
(Ui)i∈I

ein System von Spektren von affinen, endlich erzeugten k-Algebren Ui =
Spec (Ai) mit offenen Immersionen über k

φij : Ui → Uj ,

für eine Teilmenge (ij) ∈ J ⊆ I × I, die die Verklebungsbedingungen

φik = φjk ◦ φij
erfüllen. (J sei in I × I reflexiv mit φii = idUi und transitiv.)
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Anmerkung 1.1.13. Wir nehmen überdies an, daß jedes φij entweder ein Iso-
morphismus

φij : Ui
∼→ Uj

oder eine kanonische Abbildung

Ui = (Uj)f → Uj

mit einem f ∈ Aj ist.

Kohärente Garben

Weiter sei X das so zusammengeklebte Schema. Eine kohärente Garbe F auf

X = lim−→ (Spec (Ai), φij : Ai → Aj)

wird dann durch ein System Ni von endlich erzeugten Ai-Moduln gegeben.
Es ist dann für φij : Ai → Aj auch

γij : Nj
∼→ Ni ⊗Ai Aj

Die γij unterliegen Kompatibilitätsbedingugen für φjk ◦ φij = φik.
Zunächst tensoriert man

γij : Nj → Ni ⊗Ai Aj

mit −⊗Aj Ak und erhält

γij,k : Nj ⊗Aj Ak → Ni ⊗Ai Aj ⊗Aj Ak = Ni ⊗Ai Ak

Man verlangt dann die Kommutativität von

Nj ⊗Aj Ak
γij,k // Ni ⊗Ai Ak

Nk

γjk

OO

γik

77

also γij,k ◦ γjk = γik.

Berechenbarkeit

Es stellen sich dann einige Fragen:

1. Wie berechnet man aus denAi, φij , Ni, ψij die KohomologiegruppenHp(X,F)?
2. Speziell für X eigentlich sind dies ja endlichdimensionale k-Vektorräume.

Wie kann man diese (bzw. deren Dimensionen) konkret berechnen?
3. Da der Fall

”
X eigentlich“ so wichtig ist: Wie kann man algorithmisch aus

den Ai, φij entscheiden, ob X eigentlich ist?
4. Jedes eigentliche k-Schema X ist durch dimkH

p(X,F) < ∞ für alle
kohärenten Garben F gekennzeichnet. Gibt es auch nicht-eigentliche Sche-
mata, die diese Endlichkeitsbedingung erfüllen?
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Berechnung von H0(X,OX)

Es sei X zusammengeklebt in obiger Weise aus affinen k-Algebren φij : Ai →
Aj . Dann existiert eine exakte Sequenz

A→
∏
i∈I

Ai
φ−→
−→
1

∏
ij∈J

(Aij = Aj)

mit πij ◦ φ :
∏
i∈I Ai → Aij = Aj und

πij ◦ φ = φij ◦ πi

und mit
πij ◦ 1 = idAj ◦ πj : Aj → Aij = Aj .

Will man H0(X,OX) berechnen, so muß man den Differenzkern A in der
obigen Sequenz

A→
∏
i∈I

Ai
φ−→
−→
1

∏
ij∈J

(Aij = Aj)

berechnen.
Abstrakt heißt das, den Differenzkern A in einer Sequenz

A→ B = k[x1, . . . , xm]
φ−→
−→
ψ
C = k[y1, . . . , yn]

von zwei endlich erzeigten affinen k-Algebren B, C mit k-Algebra-Morphismen
φ und ψ zu bestimmen.

Direkter Limes

Die Darstellung von X als (Ui, φij) kann in der Analogie zum direkten Limes
von Moduln geschrieben werden als

Ũ
1
//

φ //
U

κ // X

mit
Ũ =

∐
{ij}∈J

Ui

und
U =

∐
i∈I

Ui

sowie der Abbildung φ : Ũ → U , die durch
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∐
{ij}∈J Ui

φ // ∐
i∈I Ui

Ui

ιi

OO

φij // Uj

ιj

OO

und der Abbildung 1, die durch∐
{ij}∈J Ui

1 // ∐
i∈I Ui

Ui

ιi

OO

idi // Ui

ιi

OO

gegeben ist.

Darstellungskriterium

Wann ist nun die Sequenz

Ũ
φ

⇒
1
U

κ−→ X

exakt, also X als direkter Limes dargestellt?
Man überlegt sich, daß dies genau dann der Fall ist, wenn für jedes Paar

i, j mit Morphismen κi : Ui → X und κj : Uj → X sowie ui ∈ Ui und uj ∈ Uj
mit κi(ui) = κj(uj) = x ∈ X eine Zickzack-Sequenz

Un1
Un2

Un3
· · · Una

Ui

φi,n1

>>

Um1

φm1,n1

bb

φm1,n2

<<

Um2

φm2,n2

bb

φm2,n3

<<

· · · Uj

φj,na

aa

mit Elementen znν ∈ Unν und wmν ∈ Umν existiert, so daß φi,n1
(ui) = z1,

φmα,nβ (wmα) = znβ und φj,na(uj) = zna ist.
Alternativ sind auch Sequenzen

Ui Un2
Un3

· · · Una

Um1

φm1,n1

aa

φm1,n2

<<

Um2

φm2,n2

bb

φm2,n3

<<

· · · Uj

φj,na

aa

sowie

Un1 Un2 Un3 · · · Uj

Ui

φi,n1

>>

Um1

φm1,n1

bb

φm1,n2

<<

Um2

φm2,n2

bb

φm2,n3

<<

· · · Uma

φma,j

==
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und

Ui Un2 Un3 · · · Uj

Um1

φm1,n1

aa

φm1,n2

<<

Um2

φm2,n2

bb

φm2,n3

<<

· · · Uma

φma,j

==

möglich.
Wir schreiben abkürzend

Ui ↔ Us1 ↔ Us2 ↔ · · · ↔ Usa ↔ Uj

für eine solche verbindende Zickzacksequenz (mit den mitgedachten Elementen
wsν ∈ Usν .)

Morphismen

Es sei

Ũ
φ

⇒
1
U

κ−→ X

ein mit (Ua, φab, I, J) dargestelltes X.
Wir wollen Morphismen g : T → X untersuchen, wobei ggf. auch T eine

Darstellung als

Ṽ
ψ

⇒
1
V

λ−→ T

mit (Vi, ψij , Ĩ, J̃) besitzen soll.
Ein Morphismus g : T → X soll angepaßter Morphismus für eine Darstel-

lung (Vi, ψij) von T heißen, wenn es einen Morphismus g : Ĩ → I gibt, so

daß mit a = g(i) sowie b = g(j) für jedes (ij) ∈ J̃ immer ein (cartesisches?)
Quadrat

Vj
gj

��
Vi

ψij
??

gi
��

Ug(j)

Ug(i)

φab

??

existiert. Dabei ist gi = g ◦ λi mit λi : Vi → T aus der obigen Darstellung.
Hat man zunächst einen beliebigen Morphismus g : T → X ohne daß eine

Darstellung von T gegeben ist, so kann man ein System

Ta = T ×X Ua = g−1(Ua)

bilden, für das
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Tb

��
Ta

??

��

Ub

Ua

??

kartesisch ist.
Ist (Vi, ψij) eine vorgegebene Darstellung von T und g : T → X ein Mor-

phismus, so ist
Vai = Vi ×X Ua = g−1

i (Ua) = λ−1
i (Ta)

mit θai,bj : Vai → Vbj
θai,bj = ψij ×idX φab

definiert, falls ψij und φab definiert sind.
Noch einmal explizit: Es ist

Vai
p

��

q

��
Vi

gi ��

Ua

κa��
X

Man beachte: Da die λi(Vi) das Schema T überdecken, so überdecken die
λi(Vai) das Unterschema Ta.

Das System (Via, θai,bj) ist dann eine Darstellung von T bezüglich der
g : T → X ein angepaßter Morphismus ist.

Zu zeigen ist: Sind vi ∈ Vi und vj ∈ Vj äquivalent, so auch vi ∈ Vai und
vj ∈ Vbj für geeignete a, b ∈ I. In der Tat kann man a = b so wählen, daß
λi(vi) ∈ Ta liegt und die Äquivalenzkette

Vi ↔ Vs1 ↔ · · · ↔ Vsm ↔ Vj

durch
Vai ↔ Va,s1 ↔ · · · ↔ Va,sm ↔ Vaj

ersetzen.
Aus dem Diagramm

Vai
θai,bj //

pi

��

Vbj

pj

��
Vi

ψij

// Vj

erkennt man, daß auch die umgekehrte Implikation gilt.
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Morphismen Ui → X

Es sei
X = lim−→ ((Ui)i∈I , (φij)ij∈J)

eine Darstellung von X wie oben und

T = Ui0 → X

der zugehörige Einbettungsmorphismus für ein bestimmtes i0 ∈ I.
Außerdem sei I eine endliche Menge, also X durch eine Verklebung von

endlich vielen Ui dargestellt.

Proposition 1.1.25. Dann gibt es ein System

Tiν = (Ui)fiν

mit fiν ∈ Ai, sowie Morphismen

ψiν,jµ : Tiν → Tjµ

und
αiν : Tiν → Ui

für die

Tiν
φiν,jµ //

αiν

��

Tjµ

αjµ

��
Ui

φij

// Uj

kommutiert und so, daß einerseits schon

Ti = T ×X Ui = lim−→ ((Tiν)ν , (φiν,iµ)νµ)

ist, und andererseits auch

T = lim−→ ((Tiν), (φiν,jµ))

gilt.
Weiterhin gilt dann bei geeigneter Wahl auch, daß die Verklebungsmor-

phismen Ti → Tj durch das System der (φiµ,jν)µν induziert werden.

Beweis. Der Beweis gründet sich auf die Bemerkung, daß jedes T ×XUi die Vereini-
gung von (Ui)fiν mit endlich vielen fiν ∈ Ai ist. Dies sei für alle I mit Kardinalität
< n bereits gezeigt.

Nimmt man dann ein weiteres Uj hinzu, so kann man alle φij und φji mit i ∈ I
betrachten. Es ist dann T ×X Uj gleich der Vereinigung der Vorwärtsschiebungen
φij(Ui ×X T ) und der Einschränkungen φ−1

ji (Ui ×X T )
Die Ui ×X T sind nach Induktion alle Vereinigungen von (Ui)fiν und somit ist

dann auch T ×X Uj auch eine Vereinigung von geeigneten (Uj)gjµ . Verklebt man
dann diese über (Uj)gjµgjµ′ so hat man mit dem System der gjµ und der gjµ gjµ′

das System der fjν gefunden.

Die φjµ,iν bzw. φiν,jµ leiten sich aus den φji und den φij ab.



170 1 Algebra und Geometrie

Das Faserprodukt T (1) ×X T (2)

Es seien π(p) : T (p) → X, mit p = 1, 2, zwei Abbildungen affiner Schemata
T (p) = Uip = Spec

(
Aip
)

die wie in voriger Proposition als

T (p) = lim−→
(
T

(p)
iν , (φ

(p)
iν,jµ)

)
dargestellt sind.

Dann wird T (1) ×X T (2) dargestellt durch

T (1) ×X T (2) = lim−→
(

(T
(1)
iµ ×Ui T

(2)
iν ), (φ

(1)
iµ,jµ′ ×φij φ

(2)
iν,jν′)

)
1.1.100 Die Zurückholung π∗ωX für Aufblasungen π : X̃ → X.
Montag, 24.07.2023

Es sei p : X̃ → X die Aufblasung der regulären Varietät X in einer regulären
Untervarietät Z ⊆ X mit Idealgarbe I = IZ . Es sei

d = codimZ = dimX − dimZ

Es ist dann E = P(I/I2) = P der exzeptionelle Divisor und es ist

Pic X̃ = Z⊕ PicX

mit Z→ Pic X̃ gegeben durch r 7→ r E.
Man hat dann die exakte Sequenz von Vektorbündeln auf Z

0→ I/I2 → ΩX |Z → ΩZ → 0.

Aus dieser folgt für die höchsten äußeren Potenzen

d∧
(I/I2)⊗ ωZ = ωX |Z (1.283)

Nun ist für π : P→ Z das Urbild

π∗
d∧

(I/I2) = π∗L

in
PicZ ⊕ Z ∼→ PicP

mit
(L, d) 7→ π∗L⊗OP OP(d)

gleich einem Element mit d = 0.
Es ergibt sich so

π∗ωX |Z = π∗ωZ ⊗ π∗L (1.284)
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Weiterhin haben wir noch die Sequenz

0→ π∗ΩZ → ΩP → ΩP|Z → 0

aus der für die höchsten äußeren Potenzen folgt

ωP = π∗ωZ ⊗ ωP|Z

Aus der Euler-Sequenz für P = PnA

0→ ΩP|A → OP(−1)n+1 → OP → 0

leitet man durch Bildung höchster äußerer Produkte ab

ωP|A = OP (−n− 1)

In unserem Beispiel ist also ωP|Z = OP(−d) und damit

ωP = π∗ωZ ⊗ OP(−d) (1.285)

Vergleicht man also mit (1.284), so folgt

ωP = π∗ωX |Z ⊗ OP(−d)⊗ π∗L∨ (1.286)

Also
π∗ωX |Z = ωP ⊗ OP(d)⊗ π∗L (1.287)

Nun existiert aber für E = P ⊆ X̃ auch die Sequenz

0→ OX̃(−P)|P → ΩX̃ |P → ΩP → 0

Erhebt man zu höchsten äußeren Potenzen, so folgt wegen

OX̃(−P)|P = (I/I2 + I2/I3 + · · · ) = OP(1)

sofort
ωX̃ |P = ωP ⊗ OP(1) (1.288)

Also aus (1.288) und (1.287) zusammen

π∗ωX |Z = ωX̃ |P ⊗ OP(d− 1)⊗ π∗L

Insgesamt also, da nur das a in OX̃(aP) in Frage steht

p∗ωX = ωX̃ ⊗ OX̃((1− d)P)

oder (additiv geschrieben)

p∗KX = KX̃ + (1− d)E
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1.1.101 Endliche Erweiterungen von Kv. Dienstag, 22.08.2023

Es sei K ein algebraischer Zahlkörper und Kv seine Komplettierung an einer
nichtarchimedischen Bewertung v.

Weiter sei
L/Kv

eine endliche Erweiterung. Dann existiert eine endliche Erweiterung E/K mit
einer Einbettung

τ : E → K̄v

in den algebraischen Abschluß von K̄v von Kv, so daß

τ(E) = L

ist.
Beweis. Es ist L = Kv(α) mit α ∈ K̄v und monischem, irreduziblem Polynom

f(X) ∈ Kv[X] mit f(α) = 0 und deg f = d
Man approximiere f(X) durch g[X] ∈ K[X], monisch, deg g = d, so daß g(X)

irreduzibel in Kv[X] und damit auch in K[X] ist.
Dies ist immer möglich, da die nicht irreduziblen monischen Polynome algebrai-

sche Bedingungen an die Koeffizienten erfüllen müssen, die sich aus der Existenz
einer Zerlegung

g = h1h2

ergeben. Diese algebraischen Bedingungen definieren eine abgeschlossene Unterva-
rietät im Raum der Koeffizienten, außerhalb derer f(X) und deshalb auch das
genügend nahe g(X) liegt.

Wählt man g(X) genügend nahe an f(X), so gibt es eine Nullstelle β ∈ K̄v, mit
g(β) = 0, die näher an α als an jedem Konjugierten σα von α liegt:

|β − α|< |σα− α|

Nach Krasners Lemma ist deshalb

L = Kv(α) ⊆ Kv(β) = τ(E)Kv

mit der endlichen algebraischen Erweiterung E = K(β) für die

[E : K] = d = [Kv(β) : Kv] = [τ(E)Kv : Kv]

gilt. Also ist auch L = τ(E)Kv.

1.1.102 Quadratpotenzen von Einheitswurzeln. Dienstag, 29.08.23

Es sei p eine Primzahl der Form p = 4n + 1 und ζ eine primitive p-te Ein-
heitswurzel, also eine Nullstelle von

xp−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1 = 0

Proposition 1.1.26. Die Summe S =
∑p−1
i=0 ζ

i2 erfüllt die Beziehung S2 = p.
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Beweis. Es ist

S2 =

(
p−1∑
i=0

ζi
2

)(
p−1∑
j=0

ζj
2

)
=

p−1∑
i=0

p−1∑
j=0

ζi
2+j2 .

Da p = 4n+ 1 gibt es ein w ∈ Z mit w2 ≡ −1 mod p. Es ist also

i2 + j2 = (i+ wj)(i− wj) mod p

Durchlaufen i und j unabhängig die Reste (mod p), so durchlaufen auch a = i+wj
und b = i− wj alle Paare dieser Reste.

Wir können also schreiben

S2 =

p−1∑
i=0

p−1∑
j=0

ζi
2+j2 =

p−1∑
a=0

p−1∑
b=0

ζab =

p−1∑
b=0

p−1∑
a=0

χb(ζ
a)

wobei wir ζ 7→ ζb als Gruppencharakter χb auf der Gruppe G = (ζa)a=0,...,p−1

auffassen.
Nach einem bekannten Theorem ist eine solche Summe für χb 6= 1 immer gleich

Null und für χb = 1 natürlich gleich |G|= p. Damit ist unsere Aussage bewiesen.

1.1.103 Neue Casas-Alvero Gedanken. Montag, 04.09.2023

Man betrachte die Casas-Alvero-Matrix

M =



xm+1
1 xm1 . . . x2

1 x1

xm+1
2 xm2 . . . x2

2 x2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xm+1
m xmm . . . x2

m xm(
m+1

1

)
xm1

(
m
1

)
xm−1

1 . . .
(

2
1

)
x1 1(

m+1
2

)
xm−1

2

(
m
2

)
xm−2

2 . . . 1 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(
m+1
m

)
xm 1 . . . 0 0


von der wir zeigen wollen, daß sie für alle x1, . . . , xm, nicht alle gleich Null,
vollen Rang m+1 besitzt. Daraus würde die Casas-Alvero-Vermutung folgen.

Wir wollen kurz noch eine Verallgemeinerung der Casas-Alvero-Vermutung
einführen. Es sei em,d der Vektor

em,d =



xd1
xd2
...
xdm(

d
1

)
xd−1

1(
d
2

)
xd−2

2
...(

d
m

)
xd−mm





174 1 Algebra und Geometrie

wobei in der unteren Hälfte xei mit e < 0 gleich Null und x0
i = 1 gesetzt seien.

Die normale Casas-Alvero-Matrix von oben ist dann

M = M(em,m+1, em,m, em,m−1, . . . , em,2, em,1)

Man rechnet in Beispielen aus, daß für das Ideal aM der Hauptminoren, als
Ideal in Q[x1, . . . , xm] aufgefaßt, gilt

√
aM = (x1, . . . , xm).

Diese Aussage ist natürlich äquivalent zur Casas-Alvero-Vermutung.
Führt man nun die 2m× (m+ 1)-Matrix

Md,m = M(em,d, em,m, em,m−1, . . . , em,1)

mit d > m + 1 ein, so zeigt sich experimentell, daß auch hier für das Ideal
aMd,m

der Hauptminoren die Beziehung√
aMd,m

= (x1, . . . , xm)

gilt.
Interessant ist dies, weil die Matrix Md,m zwei verschiedene Untermatrizen

Md,m−1 resp. Mm,m−1 vom selben Typ enthält, die man aus den letzten m
Spalten bei resp. Vertauschung der ersten beiden Spalten erhält.

Wir schreiben Md,m explizit hin

Md,m =



xd1 xm1 . . . x2
1 x1

xd2 xm2 . . . x2
2 x2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xdm xmm . . . x2

m xm(
d
1

)
xd−1

1

(
m
1

)
xm−1

1 . . .
(

2
1

)
x1 1(

d
2

)
xd−2

2

(
m
2

)
xm−2

2 . . . 1 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(
d
m

)
xd−mm 1 . . . 0 0


Die Induktionsaussage (induktiv über m) ist:

Theorem 1.1.17. Für (x1, . . . , xm) 6= (0, . . . , 0) hat Md,m immer vollen Rang
m+ 1 (für jedes d > m+ 1).

Mit einem Vektor

v =


1
a1

a2

...
am


bildet man die Gleichungen
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Md,m · v = 0

Es ist also ein System von Gleichungen w1, . . . , w2m ∈ A mit

A = Z[x1, . . . , xm, a1, . . . , am].

Die w1, . . . , w2m sind quasihomogene Polynome in A. Damit ist

X = proj (A/(w1, . . . , w2m))

ein gewichtet projektives, also eigentliches, Schema über Spec (Z) mit einer
Projektion π : X → Spec (Z).

Lemma 1.1.33 (Grundlemma). Es sei A = Z[y1, . . . , ys] und

w1, . . . , wp

ein System in A quasihomogener Polynome. Weiter sei

X = proj (A/(w1, . . . , wp)).

Dann ist X ein abgeschlossenes Unterschema

X ↪→ P(y1, . . . , ys)

eines gewichtet-projektiven Raums, also eigentlich über Z.
Die Gleichungen w1, . . . , wp haben genau dann eine nichttriviale Lösung

(wir sagen bei quasihomogenen Polynomen auch einfacher
”

eine Lösung“)

y0
1 , . . . , y

0
s 6= (0, . . . , 0)

in einem Körper K0 der Charakteristik 0 (wir sagen auch
”

über Q“), wenn sie
für jede Primzahl p ∈ Z eine Lösung in einem Körper Kp der Charakteristik
p haben (wir sagen auch

”
über Fp“).

Existiert keine Lösung in Charakteristik 0, so gibt es nur endlich viele
p ∈ Z, prim, so daß eine Lösung über Fp existiert.

Beweis. Existiert eine Lösung in K0, so ist die Faser X ×Z Q nicht leer und damit
ist der generische Punkt (0) von Spec (Z) im Bild von π. Da π eigentlich ist, ist π(X)
abgeschlossen und somit π(X) = Spec (Z). Also sind auch alle Fasern X ×Z Fp nicht
leer und es gibt Lösungen in den Kp.

Umgekehrt, ist kein Punkt in X×ZQ vorhanden, so ist π(X) eine endliche Menge

von abgeschlossenen Primidealen (p1), . . . , (ps) aus Spec (Z).

Anmerkung 1.1.14. Wir hätten oben anstelle von Z jeden dedekindschen Ring
R mit A = R[y1, . . . , ys] heranziehen können.

Es sei nun Md,m mit einer Lösung in Charakteristik 0 ausgestattet. Diese
Lösung sei

(∗) x0
1, . . . , x

0
m, a

0
1, . . . , a

0
m ∈ Q̄

Man kann sie immer in Q̄, ganz über Z, finden, wenn sie in Charakteristik 0
existiert.
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Ein weiterer erfolgloser Ansatz

Anmerkung 1.1.15. Es sei x0
i 6= 0 modulo einer Primzahl p. Dann, so behaupte

ich, kann man aus der Lösung (∗) durch Reduktion modulo p eine Lösung von
w1, . . . , w2m modulo p mit x̄0

i 6= 0 und x0
i ≡ x̄0

i (mod p) gewinnen.

Wir ändern jetzt die Lösung (∗) ab, indem wir x1
i = x0

i und a1
i = a0

i für
i > 1 und a1

1 = a0
1/p setzen. Dann erfüllt

(4) x1
1, . . . , x

1
m, a

1
1 = a0

1/p, a
1
2, . . . , a

1
m

die Gleichungen
w′′1 , . . . , w

′′
2m

die aus w1, . . . , w2m hervorgehen, indem man a1 durch pa1 ersetzt.
Problem: Die Lösung x1

i , a
1
i ist nicht mehr in Z̄. Daher sind die weiteren

Überlegungen wahrscheinlich sinnlos.
Betrachten wir diese Gleichungen und die Lösung (4) modulo p, so haben

wir eine Lösung modulo p

(�) x̄1
1, . . . , x̄

1
m−1, ā

1
2, . . . , ā

1
m

von w′1, . . . , w
′
2m−2, die wie folgt entstehen und die modulo p mit

w′′1 , . . . , w
′′
m−1, w

′′
m+1, . . . , w

′′
2m−1

übereinstimmen (weil die a1-Terme verschwinden):
Die folgende Matrix

Md,m−1 =



xd1 xm−1
1 . . . x2

1 x1

xd2 xm−1
2 . . . x2

2 x2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xdm−1 xm−1

m−1 . . . x2
m−1 xm−1(

d
1

)
xd−1

1

(
m
1

)
xm−1

1 . . .
(

2
1

)
x1 1(

d
2

)
xd−2

2

(
m
2

)
xm−2

2 . . . 1 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(

d
m−1

)
xd−m+1
m−1 1 . . . 0 0


ist für d = m und für d = d in Md,m enthalten.

Man streicht dazu aus Md,m die Zeilen m und 2m sowie für d = m die
Spalte 1 und für d = d die Spalte 2.

Nach Induktion hat sie für alle (x1, . . . , xm−1) 6= (0, . . . , 0) vollen Rang m.
Nach dem Grundlemma haben die zugeordneten Gleichungen

w′1, . . . , w
′
m−1, w

′
m, . . . , w

′
2(m−1)

aus der Vektorbeziehung
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Md,m−1 ·


1
a2

a3

...
am

 =

 w′1
...

w′2(m−1)



für fast alle Primzahlen p keine Lösung, also nur eine Lösung mit

x̄1 = · · · = x̄m−1 = ā2 = · · · = ām = 0.

Andererseits hat die Lösung (�) von oben, die aus (4) hervorging, für ein
x1
i ≡ x̄1

i 6≡ 0 (mod p) (fast alle p erfüllen diese Beziehung, wenn x1
i 6= 0 ∈ Q̄,

ganz über Z) einen Wert ungleich Null modulo p und ist eine Lösung von
w′1, . . . , w

′
2m−2 die es eigentlich nicht geben kann.

Also müssen in der Lösung x0
i , a

0
i von (∗) die

x0
1 = · · · = x0

m−1 = 0

sein. Deshalb ist dann auch (betrachte w1, . . . , wm−1, wm+1, . . . , w2m−1)

a0
2 = · · · = a0

m = 0.

Setzt man dies in wm, w2m ein, so folgt dann auch a0
1 = x0

m = 0.
Damit hat auch w1, . . . , w2m keine von Null verschiedene Lösung und Md,m

hat vollen Rang für x1, . . . , xm ungleich (0, . . . , 0).

Eine nicht funktionierende Strategie

Wir haben also eine Lösung von w1, . . . , wm, wm+1, . . . , w2m gefunden.
Dabei sind

wm = xdm + a1x
m
m + a2x

m−1
m + · · ·+ amxm = 0 (1.289)

w2m =

(
d

m

)
xd−mm + a1 = 0 (1.290)

Wir ersetzen jetzt diese beiden Gleichungen durch die Abänderungen

f = cxdm + c1a1x
m
m + c2a2x

m−1
m + · · ·+ cmamxm = 0 (1.291)

g = u

(
d

m

)
xd−mm + va1 (1.292)

Wir ziehen dabei nur solche Abänderungen, also Wahlen von

u, v, c, c1, . . . , cm ∈ Z

in Betracht, für die für ein festes λ 6= 0 ∈ Q
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λ resxm(wm, w2m) = resxm(f, g)

ist. Aufgrund der Existenz einer Lösung

x0
m, a

0
1, . . . , a

0
m

von wm, w2m verschwindet die Resultante links, also auch rechts.
Es existiert also eine abgeänderte Lösung

(�) x0
1, . . . , x

0
m−1, x

0
m,neu, a

0
1, . . . , a

0
m ∈ Q̄

die die quasihomogenen Gleichungen

(4) w1 = 0, . . . , wm−1 = 0, f = 0,

wm+1 = 0, . . . , w2m−1 = 0, g = 0 (1.293)

löst.
Es gibt also nach dem Grundlemma auch Lösungen von (4) über Fp für

jede Primzahl p.
Die folgende Matrix

Md,m−1 =



xd1 xm−1
1 . . . x2

1 x1

xd2 xm−1
2 . . . x2

2 x2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xdm−1 xm−1

m−1 . . . x2
m−1 xm−1(

d
1

)
xd−1

1

(
m
1

)
xm−1

1 . . .
(

2
1

)
x1 1(

d
2

)
xd−2

2

(
m
2

)
xm−2

2 . . . 1 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(

d
m−1

)
xd−m+1
m−1 1 . . . 0 0


ist für d = m und für d = d in Md,m enthalten.

Man streicht dazu aus Md,m die Zeilen m und 2m sowie für d = m die
Spalte 1 und für d = d die Spalte 2.

Nach Induktion hat sie für alle (x1, . . . , xm−1) 6= (0, . . . , 0) vollen Rang m.
Nach dem Grundlemma haben die zugeordneten Gleichungen

w′1, . . . , w
′
m−1, w

′
m, . . . , w

′
2(m−1)

aus der Vektorbeziehung

Md,m−1 ·


1
a2

a3

...
am

 =

 w′1
...

w′2(m−1)



für fast alle Primzahlen p keine Lösung.



1.1 Algebraische Geometrie 179

Wir wählen jetzt für eine solche Primzahl p die Abänderungen

u, v, c, c1, . . . , cm ∈ Z

so, daß

u ≡ 0 mod p v 6≡ 0 mod p c 6≡ 0 mod p (1.294)

Eine solche Abänderung kann anscheinend nicht existieren!
Angenommen, sie existierte, so wäre modulo p die Gleichung g gleich

g = va1 = 0

Eine Lösung
x̄1, . . . , x̄m, ā1, . . . , ām

von (4) modulo p müßte also
ā1 = 0

erfüllen. Damit wären

x̄1, . . . , x̄m−1, ā2, . . . , ām

eine verbotene Lösung von w′1, . . . , w
′
2m−2 modulo p. Also muß

x̄1 = 0, . . . , x̄m−1 = 0, ā2 = 0, . . . , ām = 0

sein. Zusammen mit dem obigen ā1 = 0 folgt dann für

f = cxdm + c1a1x
m
m + c2a2x

m−1
m + · · ·+ cmamxm = 0

die Reduktion auf
f = cxdm = 0

Da aber c 6≡ 0 (mod p) ist, ist x̄m = 0. Es ist also sogar

x̄1 = · · · = x̄m = ā1 = · · · = ām = 0

und die obige Lösung von (4) modulo p ist in Wirklichkeit keine (wir suchen
Lösungen in abgeschlossenen Unterschemata von P(x1, . . . , xm, a1, . . . , am)).

Also kann (4) keine Lösung über Q haben und damit hat Md,m vollen
Rang für (x1, . . . , xm) 6= (0, . . . , 0) in Charakteristik 0.

Eine Abwandlung

Eine Abwandlung der obigen Bedingung an

u, v, c, c1, . . . , cm

wäre
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(∗)
(
d

m

)
uc1 − cv 6≡ 0 mod p

und
c2, . . . , cm ≡ 0 mod p

Modulo p wären dann f und g gleich

f = cxdm + c1a1x
m
m = 0 (1.295)

g = u

(
d

m

)
xd−mm + va1 = 0 (1.296)

Aufgrund des Nichtverschwindens der Determinante (∗) von oben modulo p,
wäre dann ā1 = 0 und x̄m = 0. Der weitere Schluß ist wie oben.

Auch eine solche Abwandlung ist anscheinend unmöglich.

Eine Beispielmatrix

Ma,4 =



xa1 x4
1 x3

1 x2
1 x1

xa2 x4
2 x3

2 x2
2 x2

xa3 x4
3 x3

3 x2
3 x3

xa4 x4
4 x3

4 x2
4 x4(

a
1

)
xa−1

1 4x3
1 3x2

1 2x1 1(
a
2

)
xa−2

2 6x2
2 3x2 1 0(

a
3

)
xa−3

3 4x3 1 0 0(
a
4

)
xa−4

4 1 . . . 0 0



(1.297)

Eine zweite Beispielmatrix

M =



xa1 x3
1 x2

1 x1

xa2 x3
2 x2

2 x2(
a
1

)
xa−1

1 3x2
1 2x1 1(

a
2

)
xa−2

2 3x2 1 0


(1.298)
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1.1.104 Vorwärtsschiebung von Divisoren beim ganzen Abschluß.
Donnerstag, 05.10.2023

Es sei f : X → Y eine eigentliche Abbildung von algebraischen Schemata
(Schemata vom endlichen Typ über k) und L = K(X) sowie K = K(X) die
Funktionenkörper. Es sei L/K endlich mit [L : K] = n.

Ist D =
∑
i niPi ∈ DivX, so kann man den Push-Forward

f∗D =
∑
i

ni[k(Pi) : k(Qi)]Qi

bilden, wobei Qi = f(Pi) ist.
Für r ∈ L ist

(r)L =
∑
i

vPi(r)Pi

und für r′ ∈ K ist
(r′)K =

∑
j

vQj (r
′)Qj

Man sagt f : X → Y erfüllt die (∗)-Bedingung, wenn

(NmL|K(r))K = f∗((r)L)

für alle r ∈ L.
Dies ist äquivalent zu

(∗) vQ(NmL|K(r)) =
∑
j

vPj (r)[k(Pj) : k(Q)]

für alle r ∈ L und mit P1, . . . , Ps → Q, den Primidealen über Q.

Ganzer Abschluß im selben L = K

Wir wollen sehen, daß die Bedingung (∗) für L = K und Ã/A erfüllt ist, wobei
Ã der ganze Abschluß von A in K ist.

Jedes r ∈ K kann als a/s mit a, s ∈ A geschrieben werden. Es genügt
r = a zu betrachten.

Es ist dann natürlich Nm(a) = a, also bleibt zu zeigen

vQ(a) =
∑
j

vPj (a)[k(Pj) : k(Q)]

wobei P1, . . . , Ps die Punkte über Q in Spec
(
Ã
)

sind. Wir können nun

Ã/A durch die Lokalisierung ÃQ/AQ ersetzen, und annehmen, daß dim Ã =
dimA = 1 und P1, . . . , Ps entsprechen maximalen Idealen über dem maxima-
len Ideal Q des lokalen Rings (A,Q).
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Es ist dann vQ(a) = lenAA/aA und

(4)
∑
j

vPj (a)[k(Pj) : k(Q)] = lenA(Ã/aÃ)

Die letzte Beziehung erkennt man durch eine Filtrierung (Nν) von Ã/aÃ mit

Nν/Nν−1 = Ã/Pj(ν)

und N0 = (0) und Nm = Ã/aÃ.
Lokalisieren an (−)Pj zeigt, daß der Term Ã/Pi(ν) = Ã/Pj genau so oft

auftaucht, wie lenÃj (Ãj/aÃj) = vPj (a) angibt. Dabei sei Ãj = ÃPj .

Da lenA(Ã/Pj) = [k(Pj) : k(Q)] ergibt sich die Beziehung (4) durch
Betrachtung der lenANν in der Filtrierung und den kurzen exakten Sequenzen

0→ Nν−1 → Nν → Ã/Pj(ν) → 0

Wir müssen also zeigen

lenA(A/aA) = lenA(Ã/aÃ)

Beweis. Dazu betrachten wir das Diagramm

0 0 0

0 // W // Ã/A ·a //

OO

Ã/A //

OO

Z //

OO

0

0 //

OO

Ã
·a //

OO

Ã //

OO

Ã/aÃ //

OO

0

0 // A ·a //

OO

A //

OO

A/aA //

OO

0

0

OO

0

OO

und entnehmen die exakten 4-er Sequenzen von Moduln endlicher A-Länge

0→W → A/aA→ Ã/aÃ→ Z → 0

sowie
0→W → Ã/A

·a−→ Ã/A→ Z → 0

Die letzte Sequenz liefert dann lenAW = lenA Z und damit aus der ersten

lenA(A/aA) = lenA(Ã/aÃ)

wie gewünscht.
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Dedekindringe

Wir betrachten jetzt den Fall B/A wobei A diskreter Bewertungsring und B
der ganze Abschluß von A in L ist. Es ist dann B = An und B ein Dedekin-
dring.

Für B/bB sei
0→ Nν−1 → Nν → B/Pi(ν) → 0

die übliche Filtrierung. Lokalisieren an (−)Pi liefert, daß die Anzahl des Auf-
tretens von Pi in der Filtrierung gleich

lenBPi (B/bB)Pi = vPi(b)

ist. Weiter ist

lenA(B/Pi) = lenA/Q(B/Pi) = [k(Pi) : k(Q)]

Insgesamt also, indem man auf die Filtrierung lenA(−) anwendet

lenA(B/bB) =
∑

vPi(b) [k(Pi) : k(Q)]

Damit die (∗)-Situation vorliegt, muss also

lenA(B/bB) = vQ(Nm(b))

sein. Nun ist aber für die Matrix Φb : An → An, die aus der A-linearen
Abbildung b′ 7→ bb′ erwächst:

detΦb = Nm(b)

so daß noch
(�) lenA(A/(detΦb)) = lenA(An/Φb(A

n))

zu zeigen ist. Wir können dafür die Matrix Φb als

Φb = PMbQ

mit Matrizen P,Q ∈ GL(n×n,A) und Mb einer Elementarteilermatrix schrei-
ben.

Es ist dann detΦb = detMb und

lenA(An/Φb(A
n)) = lenA(An/Mb(A

n))

Wir können also Φb in (�) durch Mb ersetzen, wo die Gleichheit offensichtlich
ist.



184 1 Algebra und Geometrie

1.1.105 Ein Lemma über minimale Primideale. Dienstag,
24.10.2023

Es sei A ein noetherscher Ring mit minimalen Primidealen p1, . . . , ps. Dann
ist für m� 0 genügend groß

0→ A→ A/pm1 × · · · ×A/pms

eine injektive Abbildung.
Beweis. Man hat eine exakte Sequenz

0→ pm1 ∩ · · · ∩ pms → A→ A/pm1 × · · · ×A/pms .

Für m� 0 genügend groß verschwindet der linke Term. Dies liegt an der Tatsache,
daß für Ideale a, b ⊆ A die Sequenzen anb und an∩b essentielle a-adische Filtrierun-
gen von beschränkter Differenz sind (Artin-Rees-Lemma). Es ist also am∩b ⊆ am−kb
für ein festes k > 0 und m� 0.

Also ist pm1 ∩ (pm2 ∩ · · · ∩ pms ) ⊆ pm−k1 (pm2 ∩ · · · ∩ pms ). Insgesamt also

pm1 ∩ · · · ∩ pms ⊆ pm−k1 · · · · · pm−ks

für ein geeignetes k > 0 und alle m � 0. Da (p1 · · · · · ps)m−k ⊆ (p1 ∩ · · · ∩ ps)
m−k

und p1 ∩ · · · ∩ ps nilpotent, folgt die Behauptung.

1.1.106 Das Hauptdiagramm der Schnitttheorie. Montag,
13.11.2023

Es sei Y ⊆ X eine reguläre Untervarietät einer regulären Varietät X. Ist
X = Spec (A) und V (I) = Y für ein Ideal I ⊆ A, so ist

CYX = Spec

⊕
ν>0

Iν/Iν+1


der Normalkegel von Y in X. Für Y ⊆ X allgemein globalisiert man diese
Definition durch Zusammenkleben.

Die Gerstenhaber-Algebra

C0 = A[T, IT−1] ⊆ A[T, T−1]

liefert eine Deformation in den Normalkegel. Wir haben nun das Hauptdia-
gramm der Schnitttheorie für ein f : W → X und dazu das Hilfsdiagramm

Y ′ = W ×X Y //

��

W

f
��

Y // X

Mit Y ′ = W ×X Y sind die Abbildungen Y ′ →W und Y → X abgeschlossene
Immersionen und es existiert eine abgeschlossene Immersion von Normalke-
geln
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i : CY ′W ↪→ CYX

Mit ihr haben wir dann das Hauptdiagramm

CYX

p

��

CY ′W
i∗oo

��

W 0

��

ρ∗oo (W 0)′
j∗oo ∼= //

��

A1W
π //

��

W

Y ∞ // P1 A1oo ∼= // A1

In ihm ist W 0 die Deformation über P1 in den Normalkegel CY ′W mit der Einbet-

tung ρ : CY ′W →W 0 und dem offenen Teil j : (W 0)′ ⊆W 0, der isomorph zu A1W

über A1 ist.

Damit können wir für ein V ∈ Ak(W ) die Abbildungskette

Ak(W )
π∗−→ Ak+1(A1W )

∼=−→ Ak+1((W 0)′)
j∗−→ Ak+1(W 0)

ρ∗−→
ρ∗−→ Ak(CY ′W )

i∗−→ Ak(CYX)
∩s0−−→ Ak−d(X) (1.299)

ins Auge fassen und damit den Schnitt V.Y als das schlußendliche Bild von
V unter dieser Kette in Ak−d(X) definieren. Da alle Zwischenabbildungen
wohldefiniert auf den Zykelklassen sind, ist auch die Abbildung

Ak(W )→ Ak−d(X), V 7→ V.Y

auf Zykelklassen wohldefiniert.

1.1.107 Resolventen von f(x) = 0. Samstag, 16.12.2023

Es sei f(x) ∈ Q[x] ein irreduzibles Polynom vom Grad n und

K = Q(x1, . . . , xn) ⊆ Q̄

der zugehörige Zerfälllungskörper.
Wie kann man ein primitives Element a ∈ K finden, so daß Q(a) = K ist?
Man betrachte dazu die Beziehung

f(x) = xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = (x− λ1) · · · · · (x− λn)

die auch als
ai = Si(λ1, . . . , λn)

mit den elementarsymmetrischen Funktionen S1, . . . , Sn ausgedrückt werden
kann. Dabei sind die ai ∈ Q.

Nennen wir gi = ai − Si(λ1, . . . , λn), so sei I = (g1, . . . , gn) das Ideal in

S = Q[λ1, . . . , λn].
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Es ist nun nicht immer S/I = K, aber es ist S/J ∼= K, wobei J ⊇ I ein
beliebiges maximales Ideal ist. Es ist J ein minimales Primärideal über I und
kann als solches mit Macaulay 2 (zum Beispiel) berechnet werden. Man hat
also

K ∼= S/J

Man betrachte nun einen Morphismus

φ : Q[a]→ S/J = K, mit a 7→ c1λ1 + · · ·+ cnλn

wobei die ci ∈ Q oder ci ∈ Z zufällig gewählt wurden.
Es wird dann, außer für eine Wahl der ci, die in einer dünnen Menge im

(c1, . . . , cn)-Raum liegt, immer φ surjektiv und kerφ = (g(a)) mit g(a) ∈ Q[a]
sein.

Dabei ist deg g = [K : Q] und g(a) ist die gesuchte Resolvente von K, so
daß

K ∼= Q[a]/(g(a))

ist.

1.1.108 Linienbündelschnitte auf algebraischen Kurven. Montag,
25.12.2023

Es sei X eine nichtsinguläre algebraische Kurve, also ein nichtsinguläres Sche-
ma vom endlichen Typ über einem Körper k mit dimX = 1.

Ist dann L ein Linienbündel auf X, und U = X−Y eine offene Menge mit
Y = {P1, . . . , Pm} für abgeschlossene Punkte P1, . . . , Pm ∈ X.

Es ist dann
Γ (U,L) =

⋃
nD

Γ (X,L(nD))

wobei D = P1 + · · · + Pm der Y auf natürliche Weise entsprechende Divisor
ist.

Weiterhin haben wir für OX(D) wegen ID ∼= OX(−D) die Beziehung

0→ OX(−D)→ OX → OD → 0

und deshalb durch Tensorieren mit L(E +D) = L⊗ OX(D + E) auch

0→ L(E)→ L(E +D)→ OD → 0

Man beachte hier L⊗ OD = OD für jedes Linienbündel L.
Es sei nun Ω speziell das Linienbündel der holomorphen Differentiale

Ω = ΩX|k = ωX .

Bekanntlich ist dann ja H0(X,Ω) = g und degΩ = 2g − 2.
Wir können nun zunächst das Diagramm
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0
))

0

Ω(E)
))

OE

55

Ω(E +D)

55

))
Ω(D)

55

OD

))0

55

0

aufstellen und besonders im Spezialfall von D,E disjunkt betrachten.
Für genügend große degD und degE lassen sich dann exakte globale

Schnitte Γ (X,−) bilden, die sich zu einem Diagramm

0
++

0

Ω(E)(X)
++

OE(X)

33

Ω(X)

i 33

j
++

Ω(E +D)(X)

33

++
Ω(D)(X)

33

OD(X)

++0

33

0

ergänzen. Dabei sind i und j die Injektionen des Schnittes

OX(D)(X) ∩ OX(E)(X) = OX(X)

also eines g-dimensionalen k-Vektorraums.
Schreiben wir überhaupt einmal im vorigen Diagramm die Dimensionen

dimk V anstelle des Vektorraums V , so steht

0
++

0

e+ a− b
++

e

44

g

i 44

j
++

e+ d+ a− b

44

++d+ a− b
44

d

++0

44

0

wobei d = degD und e = degE, sowie a = 2g − 2 und b = g − 1, also
a− b = g − 1 ist. Man liest dies natürlich aus der Beziehung

l(D)− l(K −D) = degD + 1− g

und l(K −D) = 0 für genügend große D ab.
Es ergibt sich daraus, daß die Bilder von Ω(E)(X) und Ω(D)(X) in Ω(D+

E)(X) die Dimension

e+ d+ 2(a− b)− g = e+ g − 2
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aufweisen. Andererseits ist

dimk Ω(D + E)(X) = d+ e+ (a− b) = d+ e+ g − 1

also um genau 1 größer.

1.1.109 Erzeuger von Pic0X für eine glatte algebraische Kurve X.
Donnerstag, 28.12.2023

Es sei X eine glatte algebraische Kurve und 0 ein fester Punkt. Dann gibt es
für g + 1 Punkte P1, . . . , Pg+1 immer g Punkte Q1, . . . , Qg mit

E = P1 + · · ·+ Pg+1 − (g + 1)O ∼ Q1 + · · ·+Qg − gO = F

im Sinne einer Äquivalenz von Divisoren.
Betrachte dafür den Divisor

D = P1 + · · ·+ Pg+1 −O

Es ist degD = g und wegen

l(D)− l(K −D) = degD + 1− g

ist l(D) > 1. Wähle ein f ∈ l(D), also f ∈ K und (f) +D > 0.
Die meromorphe Funktion f hat also höchstens in P1, . . . , Pg+1 Pole, diese

seien also P1, . . . , Ps mit s 6 g + 1.
Es ist also

(f) = −P1 − · · · − Ps +O +Q1 + · · ·+Qs−1

Damit ist

E + (f) = Q1 + · · ·+Qs−1 + Ps+1 + · · ·+ Pg+1 − gO

also E + (f) von der Form F wie behauptet.
Es ist also jeder Divisor D ∈ Pic0

X mit degD = 0 als

D = P1 + · · ·+ Pg − gO

darstellbar.

1.1.110 Explizite Darstellung von Γ (X,OX(D)). Freitag,
29.12.2023

Es sei
A = k[x1, . . . , xn]/I = B/I

eine integre, glatte affine k-Algebra und X = Spec (A).
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Es sei für einen effektiven Divisor D > 0 das abgeschlossene Unterschema
Z(D) gegeben durch die Idealgarbe I(D) = OX(−D). Wir identifizieren I(D)
mit dem Ideal I(D) ⊆ A.

Nun sei D = E − F mit E,F > 0. Dann ist

Γ (X,OX(D)) = (I(F ) : I(E)) ⊆ K

denn die f ∈ K mit
f · I(E) ⊆ I(F )

entsprechen den f ∈ K mit (f) +D > 0, also (f) + E > F .
Um Γ (X,OX(D)) zu bestimmen, müssen wir also für Ideale I, J ⊆ A den

Idealquotienten (I : J) ⊆ K bestimmen.
Es sei J = (g1, . . . , gs). Dann ist

(I : J) = (I : g1) ∩ · · · ∩ (I : gs) = g−1
1 I ∩ · · · ∩ g−1

s I

Setzt man g = g1 · · · · · gs und g′i = g/gi, so ist

g−1
1 I ∩ · · · ∩ g−1

s I = g−1 (g′1I ∩ · · · ∩ g′sI)

Der Schnitt der A-Ideale g′iI ⊆ A kann ohne weiteres explizit berechnet wer-
den. Damit ist auch (I : J) bekannt.

Es sei nun X = proj (S) mit

S = k[x0, . . . , xn]/I

ein projektives, glattes Integritätsschema mit homogenem Ideal I.
Wieder sei D = E − F mit E,F > 0 und I(E) und I(F ) die saturierten

Ideale zu den Idealgarben OX(−E) und OX(−F ).
Es ist dann wieder

(f) +D > 0 7→ f · I(E) ⊆ I(F )⇔ f ∈ (I(F ) : I(E))

Um jetzt (I : J) ⊆ K = S((0)) zu bestimmen, können wir an den xi lokalisieren
und die Beziehungen I = I(x0)∩· · ·∩I(xn) für ein saturiertes Ideal I ausnutzen.

Es ist dann
(I : J)(xi) = (I(xi) : J(xi)) = Wi ⊆ K

und
(I : J) = (I : J)(x0) ∩ · · · ∩ (I : J)(xn) = W0 ∩ · · · ∩Wn

und somit (I : J) ⊆ K als gebrochenes Ideal explizit bestimmbar.
Man beachte, daß für I, J , saturiert, auch (I : J) saturiert ist.
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1.1.111 Differentialgleichung der Fluiddynamik. Sonntag,
21.01.2014

Es sei Ω ⊆ Rk mit k = 1, 2, 3 ein Gebiet in Rk. In diesem Gebiet befinde sich
ein Fluid, daß durch die Komponenten

(t, x) 7→ µ(t, x) ∈ R (1.300)

(t, x) 7→ p(t, x) ∈ R (1.301)

(t, x) 7→ v(t, x) ∈ Rk (1.302)

beschrieben wird. Dabei sei t die Zeit und x ∈ Ω ein Punkt des Gebiets. Es
ist µ(t, x) die lokale Dichte des Fluids im Volumen

dV = dx1 · · · · · dxk.

Also hat µ(t, x) die Einheit [kg/m3] im Fall k = 3 für den wir im folgenden
immer die Einheiten angeben werden.

Weiter sei p(t, x) der Druck des Fluids bei (x, t) gemessen in der Einheit
[N/m2].

Schließlich sei v(t, x) die lokale, vektorielle Geschwindigkeit des Fluids im
Punkt (t, x), gemessen in [m/s].

Wir wollen die Differentialgleichungen für µ, p, v aufstellen, indem wir die
Substanzerhaltung, Energieerhaltung und Impulserhaltung heranziehen.

Zunächst gilt für die Substanzerhaltung

∂µ

∂t
+ Div(µv) = 0

Um die Richtigkeit dieser Gleichung einzusehen betrachten wir den Fall
k = 1: Aus dem Intervall [x, x + dx] wird auf der rechten Seite mit der Ge-
schwindigkeit v(x+ dx) Material abtransportiert.

An der linken Seite wird mit v(x) Material zugeführt.
Multipliziert mit einem sehr kleinen dt, so daß dt v(x) immer noch sehr

klein gegen dx ist, ergibt sich also

∂µ

∂t
(x) dt dx =

v(x) dt µ(x)− v(x+ dx) dt µ(x+ dx) =

= −(vµ)x(x) dx dt

oder eben
∂µ

∂t
= −(vµ)x = −Div(v µ) (1.303)

Wir werden im folgenden ähnliche Flußgleichungen für die Energie und
für die Komponenten des Impulses brauchen. Nennen wir eine solche skalare
Dichte generell einfach a(t, x), so ist generell
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∂a

∂t
+ Div(a v) = 0

Nun also zur Energie: Die kinetische Energie pro Volumen dV ist durch

Ekin = 1/2µ v2

gegeben.
Die potentielle Energie steckt im Druckterm p(t, x), denn es ist p(t, x)dV

ein Ausdruck mit der Einheit [N/m2][m3] = [Nm].
Man denke auch an pdV = 3nkT wobei n die Anzahl der Molekel in dV und k

die Boltzmannkonstante, sowie T die Temperatur ist.

Also
Epot = p

und
E = Ekin + Epot = 1/2µ v2 + p

Energieänderungen ergeben sich durch den Fluß v(t, x) gegen den Gradient
des Drucks, also ein Term

∇(p) · v

Dazu kommt noch an Quellpunkten von v(t, x) ein Term der Quellarbeit gegen
den Druck p, also ein Term

pDiv(v)

zusammen also
Div(p v) = ∇(p) · v + pDiv(v)

Insgesamt hat man deshalb, den oben geäußerten Gedanken der Flußkon-
tinuität mit a = E aufgreifend:

∂E

∂t
+ Div(p v) + Div(E v) = 0 (1.304)

Es bleibt die Impulserhaltung. Der Impuls pro Volumen dV ist

P = µ v

also natürlich eine vektorielle Größe. Insgesamt haben wir damit die vektorielle
Differentialgleichung

∂P

∂t
+∇(p) + Div(P · vt) = 0 (1.305)

Dabei steht der Term ∇(p) für den Impulsgewinn durch den Druckgradient.
Er hat die richtige Einheit [N/m3], denn es ist da dP/dt, die Ableitung einer
Impulsdichte, immer eine Kraftdichte, gemessen in [N/m3].

Das Argument von Div ist natürlich eine k × k-Matrix, denn wir fassen v
als stehenden Vektor auf und damit ist das Produkt µ v · vt eben eine k × k-
Matrix.
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Der Operator Div wirkt auf diese komponentenweise und liefert, wie
benötigt, einen k-Vektor.

Die PDEs
∂µ

∂t
+ Div(µv) = 0

∂E

∂t
+ Div(p v) + Div(E v) = 0

∂P

∂t
+∇(p) + Div(P · vt) = 0

(1.306)

beschreiben ein wohldefiniertes Anfangswertproblem: Sind für t = 0 die Ver-
teilungen

µ(0, x) p(0, x) v(0, x)

gegeben, so legen die Differentialgleichungen (1.306) die Werte

µt(0, x) pt(0, x) vt(0, x)

fest. Somit kann man zu

µ(dt, x) p(dt, x) v(dt, x)

fortschreiten und somit die unbekannten Funktionen u(t, x), p(t, x), v(t, x) ge-
winnen.

Es scheint übrigens so zu sein, daß man oft nicht beliebig weit in t integrie-
ren kann, da sich im Laufe der Zeit Singularitäten in den u(t, x), p(t, x), v(t, x)
bilden.



2

Gruppenschemata

2.1 Grundlagen

2.1.1 Homomorphismen

Es seien G,H,K Gruppenschemata über einem Basisschema S. Weiter seien

f : G→ H

g : K → H

S-Morphismen von Gruppenschemata. Dann ist in dem Diagramm

G

f

��

G×H K
poo

q

��
H K

g
oo

das Faserprodukt G×H K ein S-Gruppenschema und

p : G×H K → G

q : G×H K → K

sind S-Homomorphismen von Gruppenschemata.
Insbesondere ist für K = S und g = eH auch G ×H S = ker f ein S-

Gruppenschema.





3

Morphismen

3.1 Unverzweigte Morphismen

3.1.1 Definition

Für einen lokalen Ring A sei mA das maximale Ideal und kA = A/mA der
Restkörper. Ein lokaler Homomorphismus lokaler Ringe f : A → B ist ein
Homomorphismus mit f(mA) ⊆ mB .

Definition 3.1.1. Es sei
f : A→ B

ein lokaler Homomorphismus lokaler Ringe. Es gelte

i) f(mA)B = mB
ii) kB ist eine endliche separable Erweiterung von kA.

Dann heißt f unverzweigt.

Proposition 3.1.1. Der Morphismus f : A→ B ist genau dann unverzweigt,
wenn f̂ : Â→ B̂ es ist.

Anmerkung 3.1.1. Es gilt dann folgendes:

1. Es ist B̂ ein endlicher Â-Modul.
2. Ist kA separabel abgeschlossen, so ist Â→ B̂ surjektiv.
3. Ist kB/kA die triviale Erweiterung, so ist B̂ ein Quotient von Â.
4. Sind A,B vollständige diskrete Bewertungsringe, so ist f : A → B genau

dann unverzweigt, wenn ein uniformisierendes Element πA für A auch ein
uniformisierendes Element für B ist.

Definition 3.1.2. Es sei f : X → Y ein Schemamorphismus. Dann ist f
unverzweigt bei x ∈ X, wenn

f ] : OY,y → OX,y
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mit y = f(x) ein unverzweigter Morphismus lokaler Ringe ist und f bei x von
endlichem Typ ist.

f ist unverzweigt, wenn f bei allen x ∈ X unverzweigt und damit auch
lokal von endlichem Typ ist.

Lemma 3.1.1. Es sei A → B ein Ringhomomorphismus und B unverzweigt
über A. Weiter seien q1, q2 zwei Ideale von B mit qi ∩A = p.

Dann folgt aus q1 ⊆ q2 schon q1 = q2.

Lemma 3.1.2. Es sei B/k eine endlich erzeugte affine k-Algebra. Dann ist
äquivalent

a) B ist unverzweigt über k.
b) B = k1 × · · · × km mit ki/k endlich und separabel.

Proposition 3.1.2. Es gilt

1. Sind f : X → Y und g : Y → Z unverzweigt, so ist auch g ◦ f : X → Z
unverzweigt.

2. Ist f : X → Y unverzweigt und g : Y → Y ′ beliebig, so ist auch f ′ :
X ×Y Y ′ → Y ′ unverzweigt.

Beweis. Für 2. betrachte das Diagramm

B ⊗A C // (B ⊗A C)s
(
Bq ⊗Ap Cr

)
s′

B

??

// Bq

??

C

__

// Cr

__

A

__ ??

// Ap

__ ??

aus dem mit A := Ap, B := Bq und C := Cr das Diagramm
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(B ⊗A kC)s̄

(B ⊗A C)s

??

B ⊗A kC

__

(B ⊗A C)

__ ??

kC

__

B

??

C

__ ??

A

φ

__

ψ

??

für lokale Morphismen lokaler Ringe φ, ψ folgt, wobei φ unverzweigt ist.
Das oberste Quadrat darin ist kartesisch und s̄ ist das Bild von s unter der

Surjektion B ⊗A C � B ⊗A kC .
Es ist dann

(B ⊗A C)⊗C kC = B ⊗A kC = (B ⊗A kA)⊗kA kC = kB ⊗kA kC

Da kB endlich separabel über kA, ist somit (B⊗AC)⊗C kC = l1×· · ·× ln mit li/kC
eine endliche separable Körpererweiterung. Es ist also

(B ⊗A C)s ⊗C kC = (B ⊗A kC)s̄ = li

für ein li, und somit C → (B ⊗A C)s eine unverzweigte Abbildung.

Proposition 3.1.3. Ist f : X → Y unverzweigt und quasikompakt, so ist f
auch quasi-endlich und von Relativdimension 0.

Proposition 3.1.4. Es sei f : X → Y ein Schemamorphismus lokal vom
endlichen Typ. Dann ist äquivalent

a) f ist unverzweigt.
b) fy : Xy → k(y) ist unverzweigt für alle y ∈ Y .

3.1.2 Eigenschaften

Theorem 3.1.1. Es sei f : X → Y ein Morphismus lokal vom endlichen Typ
und x ∈ X ein bestimmter Punkt. Dann ist äquivalent

a) f ist unverzweigt bei x.
b) (ΩX|Y )x = 0
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c) Es gibt offene Umgebungen U 3 x und V 3 f(x) und einen V -Morphismus
U → AnV , der eine abgeschlossene Immersion, definiert durch eine Idealgar-
be J, ist. Für diese gilt, daß die Differentiale

{dg | g ∈ Γ (AnV , J)}

den Modul (ΩAnV |V )x aufspannen.
d) Die Diagonalabbildung

∆X|Y : X → X ×Y X

ist bei x ∈ X ein lokaler Isomorphismus.

Beweis. Für die Aussage über ΩB|A beachte das Diagramm

kB

B ⊗A kA

ψ

??

B

φ

??

kA

__

A

__ ??

Nennt man p = φ∗ und j = ψ∗ sowie i = p ◦ j, so ist

ΩB|A ⊗B kB = i∗(ΩB|A) = j∗p∗ΩB|A = j∗(ΩB⊗AkA|kA)

Ist B/A unverzweigt, so ist B ⊗A kA = kB endlich und separabel über kA, also
ΩB⊗AkA|kA = ΩkB |kA = 0 und damit auch i∗(ΩB|A) = 0, also ΩB|A = 0.

Liest man diesen Schluß rückwärts, so ergibt sich ausΩB|A = 0 auchΩB⊗AkA|kA =
0, wobei B ⊗A kA = Cx die Lokalisierung einer endlich erzeugten kA-Algebra C an
einem x ∈ Spec (C) ist. Es ist also 0 = ΩB⊗AkA|kA = ΩCx|kA . Mit der Sequenz

mx/m
2
x → ΩCx|kA ⊗Cx k(x)→ Ωk(x)|kA → 0

liest man ab, daß k(x)/kA den Transzendenzgrad 0 hat, ja sogar eine endliche se-
parable Erweiterung von kA ist. Die Sequenz ist damit auch linksexakt und es ist
mx = 0, also Cx = k(x).

Es ist also B ⊗A kA = Cx ein Körper und eine endliche separable Erweiterung

von kA und somit auch B ⊗A kA = kB mit einer endlichen separablen Erweiterung

kB = k(x) = Cx über kA.

Theorem 3.1.2. Es sei f : X → S ein Morphismus lokal vom endlichen Typ.
Dann ist äquivalent

a) f ist unverzweigt.
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b) Für alle affinen S-Schemata Y → S und alle S-Unterschemata Y0 ⊆ Y ,
die durch eine Idealgarbe mit Quadrat Null definiert sind, ist die natürliche
Abbildung

HomS(Y,X)→ HomS(Y0, X)

injektiv.

3.1.3 Topologische Eigenschaften

Proposition 3.1.5. Ein Schnitt s : Y → X einer separierten Abbildung f :
X → Y ist eine abgeschlossene Immersion.

Proposition 3.1.6. Ein Schnitt s : Y → X einer unverzweigten Abbildung
f : X → Y ist eine offene Immersion.

Anmerkung 3.1.2. Ein Schnitt s : Y → X eines unverzweigten, separierten
Morphismus f : X → Y mit einem zusammenhängenden Y ist also ein Iso-
morphismus mit einer Zusammenhangskomponente von X.

Theorem 3.1.3. Es sei Y ein noethersches, zusammenhängendes Schema
und f : X → Y separiert und unverzweigt.

Dann existiert eine bijektive Korrespondenz zwischen

• Schnitten s : Y → X
• Zusammenhangskomponenten Xi ⊆ X für die Xi → Y ein Isomorphismus

ist.

Ein Schnitt s : Y → X ist also schon durch einen Punkt s(y) für ein y ∈ Y
bestimmt.

Proposition 3.1.7. Es sei Y ein noethersches, zusammenhängendes Schema
und h : X → Y separiert und unverzweigt. Weiter seien f, g : S → X zwei
Y -Morphismen und s ∈ S. Es gelte

1. f(s) = g(s).
2. Die induzierten Abbildungen f ], g] : k(f(s)) = k(g(s)) → k(s) sind iden-

tisch.

Dann ist f = g.

3.2 Flache Morphismen

3.3 Etalmorphismen
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Deformationstheorie

4.1 Gerstenhaber-Kohomologie

Lemma 4.1.1. Es sei

0→ N → B
β−→ C → 0

eine Darstellung der A–Algebra C als C = B/N mit dem B-Ideal N und
N2 = 0. Damit ist N auch ein C-Modul.

Weiter sei σ′ : F → C ein A-Algebrenhomomorphismus mit einer glatten
A-Algebra F und es sei I = kerσ′.

Dann existiert eine Fortsetzung σ : F → B von σ′ mit

B // C // 0

A //

OO

F

σ′

OO

σ

__

Es ist σ(I) ⊆ N und deshalb auch σ(I2) = 0, also faktorisiert σ durch F →
F/I2 → B.

Es sei für zwei verschiedene Fortsetzungen σ1, σ2 von σ′ die Differenz

h = σ1 − σ2.

Da βh(f) = 0 ist, faktorisiert h als h : F → N und ist eine Derivation aus
DerA(F,N). Man hat also

h(f1f2) = σ′(f1)h(f2) + σ′(f2)h(f2) (4.1)

Beweis. Nur der Beweis von (4.1) ist nicht offenkundig:

(σ1(f1f2)− σ2(f1f2)) =

= σ1(f2)(σ1(f1)− σ2(f1)) + σ2(f1)(σ1(f2)− σ2(f2)) =

σ′(f2)h(f1) + σ′(f1)h(f2)
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Es sei C/A eine A-Algebra und F/A eine glatte A-Algebra mit

0→ I → F → C → 0

als Darstellung von C als Quotient C = F/I.
Wähle nun eine projektive Auflösung von C–Moduln

· · · → L2 → L1 → I/I2 → 0

und verwende die exakte Sequenz

(∗) I/I2 → ΩF |A ⊗F C → ΩC|A → 0

um eine Abbildung L1 → I/I2 → L0 = ΩF |A ⊗F C zu konstruieren.
Es entsteht also eine Sequenz von projektiven C–Moduln

L• = · · · → L2 → L1 → L0

Nenne für einen C–Modul N

Di(C|A,N) = hi(HomC(L•, N))

Unabhängigkeit von (F, I)

Es ist zu zeigen, daß dies nicht von der Wahl von (F, I) abhängt, auch ein
(G, J) bringt dieselben Kohomologiegruppen hervor.

Es sei also C = F/I = G/J . Aus den Sequenzen

0→ I/I2 → F/I2 → F/I = C → 0

0→ J/J2 → G/J2 → G/J = C → 0

ergibt sich nach obigem Lemma die Existenz von Abbildungen σ : G/J2 →
F/I2 und τ : F/I2 → G/J2.

Ist dF : F → ΩF |A bzw. dG : G→ ΩG|A, so induzieren diese Abbildungen
d′F : F → ΩF |A ⊗F C bzw. d′G : G → ΩG|A ⊗G C, die auf I2 bzw. J2

verschwinden.
Also induziert σ eine A-Derivation

ψ′ : G→ ΩF |A ⊗F C

durch
ψ′(g) = d′F (σ(g + J2))

und damit eine Abbildung

σ0 : ΩG|A ⊗G C → ΩF |A ⊗F C.

die in ein Diagramm
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I/I2 // ΩF |A ⊗F C

J/J2 //

σ′

OO

ΩG|A ⊗G C

σ0

OO

paßt.
Wir können diese zu einem Morphismus von nach obigem Rezept konstru-

ierten Sequenzen

· · · // L2
// L1

// L0
//= // ΩF |A ⊗F C

· · · // M2
//

OO

M1
//

OO

M0
//= //

OO

ΩG|A ⊗G C

σ0

OO

erweitern, indem wir anfänglich mit den Sequenzen

L1
// I/I2 // L0

M1
// J/J2

σ′

OO

// M0

σ0

OO

arbeiten und so M1 → L1 über M0 → L0 konstruieren, indem wir benutzen,
daß L1 → I/I2 → 0 surjektiv und M1 projektiv ist.

Die Konstruktion von Mi → Li für i > 2 folgt dann aus der Projektivität
der Mi und der Exaktheit von (Li)i>1.

Die Fortsetzung sei insgesamt als σ∗ : M• → L• bezeichnet.

Hat man zwei verschiedene σ1, σ2, so ist h = σ1 − σ2 : G/J2 → I/I2 eine
A-Derivation und man hat ein Dreieck

L1
// I/I2 // ΩF |A ⊗F C

ΩG|A ⊗G C
h0

ee

σ0
1−σ

0
2

OO

DaM0 projektiv und L1 → I/I2 surjektiv ist, kann man h0 zu einer Abbildung
k0 : M0 → L1 fortsetzen, für die

dL1
◦ k0 = σ0

1 − σ0
2

gilt. Aus der Exaktheit von L• und der Projektivität von M• folgt dann die
Fortsetzbarkeit zu einer Homotopie k1 : M1 → L2, k2 : M2 → L3 usw. Es gilt
dann

σ∗1 − σ∗2 = dLk + kdM
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Zwei verschiedene Abbildungen σi : G/J2 → F/I2 induzieren also dieselbe
Abbildung

hi(Hom(L•, N))→ hi(Hom(M•, N))

Betrachtet man idG/J2 und τ ◦ σ bzw. idF/I2 und σ ◦ τ als zu vergleichende
Abbildungen G/J2 → G/J2 bzw. F/I2 → F/I2 so ergibt sich die gesuchte
Unabhängigkeit von den Wahlen F, I und L•.

Eigenschaften der Di(C|A,N)

Durch Analyse der anfänglichen Sequenz unter Beachtung von (∗) ergibt sich

D0(C|A,N) = Hom(ΩC|A, N) = DerA(C,N) (4.2)

D1(C|A,N) = Hom(I/I2, N)/DerA(F,N) (4.3)

Di(C|A,N) = Exti−1
C (I/I2, N) für i > 2 (4.4)

Aus dem Morphismus von Sequenzen

· · · // L2
//

��

L1
//

��

L0
//

��

ΩC|A //

=
��

0

· · · // M2
// M1

// M0
// ΩC|A // 0

der aus der Identität rechts entspringt und fortgesetzt werden kann, weil L•
aus projektiven Moduln besteht und M• → ΩC|A → 0 per Definition eine freie
Auflösung, also exakt, ist, ergeben sich durch Anwenden von HomC(−, N)
Abbildungen

Exti(ΩC|A, N)→ Di(C|A,N)

4.2 Infinitesimale Erweiterungen

Es sei C eine endlich erzeugte A-Algebra und N ein C-Modul.

Definition 4.2.1. Eine A-Algebra B mit einer Surjektion von A-Algebren
B � C und einer exakten Sequenz

0→ N → B → C → 0

in der N2 = 0 als B-Ideal gilt, heisst infinitesimale Erweiterung von C mit
N .

Definition 4.2.2. Ein A-Algebramorphismus φ : B → B ist ein Automor-
phismus von B als infinitesimaler Erweiterung, wenn er in ein Diagramm
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B

  
0 // N

  

>>

C // 0

B

>>φ

OO

eingebettet ist.

Proposition 4.2.1. Die Automorphismen von B als infinitesimale Erweite-
rung sind isomorph zu DerA(C,N) = D0(C|A,N).

Beweis. Hat man zwei Automorphismen φ1, φ2 : B → B über (C,N), so liest man
aus dem Diagramm

B

  
0 // N

  

>>

C // 0

B

>>φ1

OO

φ2

OO

ab, dass h(b) = φ1(b) − φ2(b) eine Derivation h : B → N definiert, die auf N ver-
schwindet, also eine Derivation δ ∈ DerA(C,N) definiert. Wählt man φ1 = idB , so
durchläuft φ2(b) = b+ δ(b+N) mit δ ∈ DerA(C,N) eineindeutig die Automorphis-
men von B über (C,N).

Definition 4.2.3. Die Isomorphieklassen von infinitesimalen Erweiterungen

0→ N → B → C → 0

sind durch
D1(C|A,N) = HomC(I/I2, N)/DerA(F,N)

für ein C = F/I wie oben gegeben.

Beweis. Es sei F glatte A-Algebra mit C = F/I und einem F -Ideal I. Dann gibt
es einen Morphismus ψ : F → B mit ψ(f) + N = f + I, also mit ψ(I) ⊆ N und
ψ(I2) = 0, also einen Morphismus F/I2 → B, der sich in ein Diagramm

0 // N // B // C // 0

0 // I/I2 i //

h

OO

F/I2 //

OO

F/I //

OO

0

einbettet. Die Abbildung h : I/I2 → N ist aus HomC(I/I2, N) und es ist

B = F/I2 ⊕I/I2 N

wobei die Fasersumme rechts über die Abbildungen (i, h) gebildet wird. Die Multi-
plikation in F/I2 ⊕I/I2 N ist durch
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(z1, n1)(z2, n2) = (z1z2, (z1 + I)n2 + (z2 + I)n1)

gegeben.
Ist umgekehrt h vorgegeben, so läßt sich B = F/I2 ⊕I/I2 N in ein Diagramm

0 // N // F/I2 ⊕I/I2 N // C // 0

0 // I/I2 i //

h

OO

F/I2 //

OO

F/I //

OO

0

einbetten und damit B = B(h) als infinitesimale Erweiterung von (C,N) aus h
konstruieren.

Ist δ : F → N eine A-Derivation, so faktorisiert δ als F → F/I2 → N . Wir
nennen die induzierte Derivation F/I2 → N auch δ und die induzierte C-lineare
Abbildung hδ = δ|I/I2 .

Es gibt dann einen kanonischen Morphismus

γδ : F/I2 ⊕(i,h+hδ) N → F/I2 ⊕(i,h) N, (z, n) 7→ (z, n+ δ(z))

Er ist wohldefiniert, denn für w ∈ I/I2 ist

γδ(h+ hδ)(w) = (0, h(w) + δ(w))

und
γδ(i(w)) = (i(w), δ(w))

und es ist (i(w), 0) = (0, h(w)) in F/I2 ⊕(i,h) N .
Insgesamt entsteht so ein Isomorphismus

F/I2 ⊕(i,h+hδ) N ∼= F/I2 ⊕(i,h) N

so daß h ∈ HomC(I/I2, N) um ein δ ∈ DerA(F,N) geändert werden kann, ohne die
Isomorphieklasse von F/I2 ⊕(i,h) N zu ändern.

Es sei schließlich umgekehrt ein Isomorphismus

φ : F/I2 ⊕(i1,h1) N → F/I2 ⊕(i2,h2) N

gegeben, der in ein Diagramm

F/I2 ⊕(i2,h2) N

((
0 // N

88

&&

F/I = C // 0

F/I2 ⊕(i1,h1) N

φ

OO

66

passt.
Es ist dann φ(z, n) = (φ′(z), n + δ(z)) mit δ ∈ DerA(F/I2, N). Wegen z + I =

φ′(z) + I ist φ′(z) = z + δ1(z) mit einer Derivation δ1 ∈ DerA(F/I2, I/I2).
Es ist also
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φ(z, n) = (z + δ1(z), n+ δ(z))

Da für w ∈ I/I2 nun (w, 0) ∼ (0, h1(w)) in F/I2⊕(i1,h1)N stimmen auch die Bilder
unter φ überein. Diese sind

(w + δ1(w), δ(w)) ∼ (0, h1(w))

Nun ist in F/I2 ⊕(i2,h2) N äquivalent

(w + δ1(w), δ(w)) ∼ (0, h2(w) + h2(δ1(w)) + δ(w))

Vergleicht man die beiden letzten Elemente rechts, so entsteht die Beziehung

h1(w) = h2(w) + h2(δ1(w)) + δ(w) = h2(w) + hδ̃(w)

mit einer Derivation δ̃ = DerA(F/I2, N) die durch

z 7→ δ̃(z) = h2(δ1(z)) + δ(z)

festgelegt ist.

4.3 Deformation von A/I

Es sei im folgenden
A = k[x1, . . . , xr]

eine Polynomalgebra,
D = k[ε]/(ε2)

eine Deformationsbasis und

B = A⊗k D = D[x1, . . . , xr]

eine Deformation von A.
Wir wollen die Deformationen B/J einer k-Algebra A/I untersuchen. Da-

bei ist I = (f1, . . . , fm) mit fi ∈ A ein A-Ideal. Die D-Algebra B/J ist eine
Deformation von A/I, wenn

i) B/J eine flache D-Algebra ist.
ii) B/J ⊗D D/εD = B/J ⊗D k ∼= A/I ist.

Wir stellen zuerst ein Kriterium dafür auf, dass B/J eine flache D-Algebra
ist.

Lemma 4.3.1. Es sei

(∗) An
r−→ Am

f−→ A→ A/I → 0

eine exakte Auflösung von A/I mit f(ei) = fi und einer Syzygienbasis r.
Dann ist äquivalent

a) B/J ist eine flache D-Algebra.
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b) Es gibt eine exakte Auflösung von B/J über B

(∗∗) Bn
R−→ Bm

F−→ B → B/J → 0

so dass (∗∗)⊗D k gleich (∗) ist.

Beweis. Es ist B/J genau dann D-flach, wenn TorD1 (B/J, k) = 0 ist, denn genau
dann ist die Sequenz

0→ B/J ⊗D εD → B/J → B/J ⊗D k → 0

exakt, also insbesondere linksexakt, und es ist εD das einzige nichttriviale Ideal von
D.

Gilt aber die obige Bedingung (ii), so ist eben TorD1 (B/J, k) = 0, denn die
Tensorierung der Auflösung (∗∗) mit −⊗D k ist ja gerade die exakte Sequenz (∗).

Umgekehrt, sei B/J flache D-Algebra. Betrachte den exakten Komplex

0 0 0

0 A/Ioo

OO

Aoo

OO

Ioo

OO

0oo

0 B/Joo

OO

Boo

OO

Joo

OO

0oo

0 A/Ioo

OO

Aoo

OO

Ioo

OO

0oo

0

OO

0

OO

0

OO

wobei ganz links B/J ⊗D− mit 0→ k
ε−→ D → k → steht. Wir haben also, mit dem

Komplex (∗) auch den Komplex mit f(ei) = fi

0 0 0

0 Ioo

OO

Am
f
oo

OO

Woo

OO

0oo

0 Joo

OO

Bm
F
oo

OO

W ′oo

OO

0oo

0 Ioo
α

OO

Am
f
oo

β

OO

Woo

OO

0oo

0

OO

0

OO

0

OO

Die Aufgabe ist, F passend zu definieren und die Surjektivität nachzuweisen. Da
J → I → 0 surjektiv, gibt es ein Urbild f̃i = fi + εf ′i von fi in J . Damit definiert
man F (ei) = f̃i.

Es ist dann
F (εei) = ε(fi + εf ′i) = εfi = εf(ei)

und somit F ◦ β = α ◦ f . Damit ist F gültig konstruiert. Die Surjektivität von F
folgt aus dem Schlangenlemma.
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Um R zu konstruieren, nehmen wir entsprechend das Diagramm

0 0 0

0 Woo

OO

An
r
oo

OO

W1
oo

OO

0oo

0 W ′oo

OO

Bn
R
oo

OO

W ′1oo

OO

0oo

0 Woo
α

OO

An
r
oo

β

OO

W1
oo

OO

0oo

0

OO

0

OO

0

OO

Jetzt sei r(ei) = (wαi )α=1,...,m ∈ Am und wαi das Bild von w̃αi = wαi + ε(wαi )′. Dann
kann, wie oben, R mit R(ei) = w̃αi definiert werden.

Ebenso wie oben sieht man R(εei) = εr(ei), also R ◦ β = α ◦ r und auch die

Surjektivität von R.

4.4 Erweiterung einer Deformation

4.4.1 Aufgabenstellung

Es sei
0→ J → A′ → A→ 0

eine exakte Sequenz mit A′ = k[ε]/(εn+1) und J = εnA′, also A = A′/J .
Es sei C|A als flache A-Algebra gegeben und wir suchen eine infinitesimale

Erweiterung C ′|A′, also eine flache A′-Algebra C ′ mit C = C ′ ⊗A′ A und

0→ J ⊗A′ C ′ → C ′ → C → 0

Da C ′ flach über A′, ist J ⊗A′ C ′ = JC ′ und wegen J2 = 0 ist damit

N = J ⊗A′ C ′

ein C ′-Ideal mit Quadrat 0. Wegen J(JC ′) = 0 ist A′/J ⊗A′ (JC ′) = (JC ′).
Also auch J ⊗A′ C ′ ⊗A′ A = J ⊗A′ C.

4.4.2 Lösung

Wir haben also die Sequenz

0→ J ⊗A′ C → C ′ → C → 0

mit den Nebenbedingungen

i) C ′ ⊗A′ A = C
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ii) TorA
′

1 (C ′, k) = 0

zu erfüllen, also C ′ als A′-Algebra und als infinitesimale Erweiterung von C
mit dem Ideal J ⊗A′ C zu kontruieren.

Die Bedingung i) ist automatisch erfüllt. Es ist nämlich zunächst

0→ TorA
′

1 (C,A)→ J ⊗A′ C = N → C → C ⊗A′ A→ 0

wie man aus der Tensorierung von 0 → J → A′ → A → 0 mit − ⊗A′ C
erkennt. Da C ⊗A′ A = C, ist

TorA
′

1 (C,A)
∼→ J ⊗A′ C = N

ein Isomorphismus.
Tensorieren wir nun 0→ N → C ′ → C → 0 mit −⊗A′ A, so entsteht

TorA
′

1 (C,A)→ N ⊗A′ A = N → C ′ ⊗A′ A→ C ⊗A′ A = C → 0

Da die Abbildung links surjektiv ist, ist C ′⊗A′ A→ C → 0 sogar ein Isomor-
phismus. Also gilt i) automatisch.

Um die Bedingung ii) anders darzustellen betrachten wir in der derivierten
Kategorie die Beziehung

(C ′ ⊗LA′ A)⊗LA k = C ′ ⊗LA′ k

Sie führt auf die Spektralsequenz

TorAq (TorA
′

p (C ′, A), k)⇒ TorA
′

p+q(C
′, k)

Wir erhalten daraus die Beziehung für p+ q = 1 und mit C = C ′⊗A′ A sowie
TorAi (C ′ ⊗A′ A, k) = TorAi (C, k) = 0

TorA
′

1 (C ′, A)⊗A k = TorA
′

1 (C ′, k)

Wir hatten ja schon angenommen, daß C eine A-flache Algebra ist, also
TorA1 (C, k) = 0.

Damit ist ii) äquivalent zu TorA
′

1 (C ′, A) = 0. Nun gibt es die Auflösung

A′
ε−→ A′

εn−→ A′ → A→ 0

Tensoriert man mit −⊗A′ C ′, so ist TorA
′

1 (C ′, A) = 0 äquivalent mit

(∗) ker(C ′
εn−→ C ′) = im(C ′

ε−→ C ′)

Es sei nun C = F ′/I ′ mit einer glatten A′-Algebra F ′/A′ und einem F ′-Ideal
I ′.
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Anmerkung 4.4.1. Wir wollen bewusst vermeiden, F ′ als Polynomalgebra an-
zuseten, denn wir wollen die Situation zulassen, daß C die Lokalisierung
einer affinen Algebra über A′ bzw. A ist. Damit ist insbesondere auch die
Möglichkeit erhalten, unsere Betrachtungen durch C → Cp mit einem Prim-
ideal p ⊆ C zu lokalisieren.

Wir haben dann die Sequenz von weiter oben

0 // N // N ⊕(h,i) F
′/I ′2 // C // 0

0 // I ′/I ′2

h

OO

i // F ′/I ′2 //

OO

C //

=

OO

0

Die Erweiterung C ′ wird dann, wie oben festgestellt, durch den Homomorphis-
mus h ∈ Hom(I ′/I ′2, N) bestimmt. Wir müssen festlegen, welcher Bedingung
h unterliegt, damit (∗) erfüllt ist.

Anmerkung 4.4.2. Wir können damit jedenfalls h = 0 ausschließen, denn dann

wäre C ′ = N ⊕ C und ker(C ′
εn−→ C ′) = C ′. Also mit Flachheitsbedingung

C ′ = εC ′ und damit C ′ = 0.
Es gibt also nicht in jedem Fall eine passende Erweiterung C ′.

Anmerkung 4.4.3. Wir stellen vorab noch kurz fest, daß wegen

A′
ε−→ A′

εn−→ J → 0

die Beziehung N = J ⊗A′ C auch als

N = C/εC

geschrieben werden kann.

Wir betrachten jetzt das große Diagramm

0

��

0

��

0

��
0 // N //

��

ker εn //

��

C //

��
0 // N //

εn=0

��

C ′

εn

��

// C

εn=0

��

// 0

0 // N //

��

C ′ //

��

C //

��

0

// C/εC
0 //

��

C ′/εnC ′ = C //

��

C //

��

0

0 0 0

(4.5)
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Ist also c′ ∈ ker εn, und c′ → c mit c ∈ C, so ist das Bild von c in C/εC
im Diagramm gleich Null, also c + εC = 0, also c = εc1. Da C ′ → C → 0
surjektiv, ist c′1 → c1 mit einem geeigneten c′1 ∈ C ′. Also wird abgebildet
c′ − εc′1 → c− εc1 = 0.

Wenn wir zeigen wollen, daß c′ ∈ ker εn gleich εc′1 ist, so genügt es deshalb,
dies für c′ ∈ N zu tun. Es sei also c′ = (n, 0) ∈ N ⊕(h,i) F

′/I ′2. Es ist dann
automatisch εnc′ = 0. Die Bedingung lautet also

(n, 0) = ε(n′, z) mod (h, i)

Mit εn′ = 0 folgt also (n, εz) = (h(w), w) oder eben einfach n = h(εz) und
εz ∈ I ′/I ′2.

Nennen wir Ĩ ⊆ I ′/I ′2 das Unterideal Ĩ = (εF ′ ∩ I ′ + I ′2)/I ′2, so lautet
die Bedingung an h also folgendermaßen

h(Ĩ) = N

Anmerkung 4.4.4. Da N = C/εC als C-Modul von 1̄ = 1 + εC erzeugt wird,
genügt die Existenz eines z ∈ Ĩ mit h(z) = 1̄.

Anmerkung 4.4.5. Ist I ′ = (f1, . . . , fm, ε
n) so sei Jf = (f1, . . . , fm) ⊆ F ′.

Lemma 4.4.1 (Lemma E). Es sei z ∈ Ĩ. Dann ist h(z) = h(c(εn+ I ′2)) für
ein geeignetes c ∈ F ′.

Beweis. Es sei z ∈ Ĩ. Also

z = a1(f1 + I ′2) + · · ·+ am(fm + I ′2) + am+1(εn + I ′2)

und wegen
z = c′εw + I ′2

mit c′ ∈ C und w ∈ F ′ sowie I ′2 = (J2
f , ε

nJf ) mit dem Ideal Jf = (f1, . . . fm) ⊆ F ′.

a1f1 + · · ·+ amfm + am+1ε
n = b1f1 + · · ·+ bmfm + c′′εn + c′εw

für geeignete bi ∈ Jf und somit
∑
bifi ∈ J2

f .
Man hat also

(a1 − b1)f1 + · · ·+ (am − bm)fm = dεn + c′εw

Also
(a1 − b1)f1 + · · ·+ (am − bm)fm ≡ 0 mod ε

Nach Lemma A im folgenden Unterabschnitt lassen sich c1, . . . , cm ∈ F ′ so finden,
daß

(a1 − b1 + c1ε)f1 + · · ·+ (am − bm + cmε)fm ≡ 0 mod εn

Also ist
(a1 − b1 + c1ε)f1 + · · ·+ (am − bm + cmε)fm = c′′′εn

Weiterhin ist ∑
aifi + I ′2 =

∑
(ai − bi)fi + I ′2
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und für alle u ∈ I ′
h(εu+ I ′2) = εh(u+ I ′2) = 0 (4.6)

denn das Bild von h ist N = C/εC. Also wegen ai + I ′ = ai − bi + I ′ in C

h(
∑

aifi + I ′2) = h(
∑

(ai − bi)fi + I ′2) =

= h(
∑

(ai − bi + ciε)fi + I ′2)− h(
∑

ciεfi + I ′2) =

= h(c′′′εn + I ′2) (4.7)

wobei der Ausdruck rechts in der vorletzten Zeile wegen (4.6) verschwindet. Insge-
samt ist also

h(
∑

aifi + am+1ε
n + I ′2) = h(c′′′εn + am+1ε

n + I ′2)

wie behauptet.

Da wir annehmen, daß h(Ĩ) = N , ist

h(aεn + I ′2) = 1̄ ∈ N = C/εC

und
h(εn + I ′2) = b1̄

für a, b ∈ C geeignet. Es ist also b̄ā = 1̄ in N und somit b̄, ā Einheiten in N
also a, b Einheiten in C. Wir normalisieren h (also eigentlich εn + I ′2) so, daß
a = b = 1.

Lemma 4.4.2 (Lemma F). Es sei s : N → Ĩ → I ′/I ′2 die Abbildung mit

s : c̄ 7→ cεn + I ′2

in der c ∈ C ein Repräsentant von c̄ ∈ N ist. Diese ist immer wohldefiniert
und dann injektiv, wenn eine Deformation C ′ von C mit N existiert.

Beweis. Es sei c ∈ C mit c(εn + I ′2) = 0 in I ′/I ′2. Das Bild von εn + I ′2 unter
I ′/I ′2 → F ′/I ′2 → C′ ist εn ∈ C′. Das Element c ∈ C ist das Bild von einem f ′ ∈ F ′
unter F ′ → F ′/I ′2 → C′ → C und wenn c′ das Bild von f ′ unter F ′ → F ′/I ′2 → C′

darstellt, so ist das Bild von c(εn + I ′2) unter F ′/I ′2 → C′ gleich c′εn = 0.

Tensoriert man A′
·ε−→ A′

·εn−−→ A′ mit dem flachen − ⊗A′ C′, so entsteht C′
·ε−→

C′
·εn−−→ C′. Aus c′εn = 0 liest man also ab, daß c′ = εc′′, also unter C′ � C, daß

c = εc1 mit c1 ∈ C, also c̄ = 0 in N . Damit ist s injektiv.

Man hat also somit aus der Flachheit von C ′ schon einmal die auch links-
exakte Sequenz

0→ N
s−→ I ′/I ′2 → Ja/J

2
a → 0.

Dabei ist Ja = (f1, . . . , fm) ⊆ F = F ′/JF ′ = F ′/εnF ′ das Bild von Jf ⊆ F ′

unter F ′ � F . Denn es ist ja mit I ′ = (Jf , ε
n)

(I ′/I ′2)/s(N) = (I ′/I ′2)/((εn, I ′2)/(I ′2)) =

I ′/(I ′2, εn) = (Jf , ε
n)/(J2

f , ε
n) (4.8)
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Die Abbildung s splittet h und man hat somit im Fall h(Ĩ) = N die
split-exakte Sequenz

0→ N
s−→ I ′/I ′2 → Ja/J

2
a → 0

mit hs = idN . Die split-exakte Sequenz ist das verschwindende Hindernis cα
aus

Ext1
C(Ja/J

2
a , N)

Anmerkung 4.4.6. Wir können das Vorliegen der Injektivität von s : N →
I ′/I ′2 mit N = C0 = C/εC im Einzelfall direkt aus den gegebenen und der
durch die Wahl C = F ′/I ′ festgelegten Daten überprüfen.

Ein handliches Kriterium liefert auch das folgende Lemma.
Es sei C0 = C/εC und F ′0 = F ′/εF ′.

Lemma 4.4.3 (Lemma G). Es sei V die Menge aller Primstellen p von C0,
für die (C0)p kein lokal vollständiger Durchschnitt als (C0)p = (F ′0/(I

′, ε))p
ist. Dann sei für jedes p ∈ V immer depth(C0)p > 0.

Unter diesen Voraussetzungen ist s : C0 → I ′/I ′2 injektiv.

Beweis. Es sei q /∈ V . Es ist dann nach Annahme (C0)q ein vollständiger Durch-
schnitt im regulären Ring (F ′0)q und ein Cohen-Macaulay-Ring.

Man kann dann über die oben so genannten f1, . . . , fm ∈ I ′ annehmen, daß die
fi0 = fi+εF

′ eine reguläre Folge für (F ′0)q bilden. Es ist also dim(F ′0)q/(f10, . . . , fi0) =
dim(F ′0)q − i, also auch dimF ′q/(f1, . . . , fi) = dimF ′q − i und damit auch f1, . . . , fm
eine reguläre Folge in F ′q.

Unter dieser Annahme ist es nicht schwer zu beweisen, daß aus hεn ∈ (I ′2)q =
(J2
f , ε

nJf ) auch h ∈ Jf + ε(F ′)q für h ∈ (F ′)q und Jf = (f1, . . . , fm)q folgt.
Es sei hεn =

∑
bijfifj + εn

∑
aifi, so ist modulo εn, also in F ′/εnF ′, auch∑

bijfifj = 0. Da die fi + εnF ′ eine reguläre Folge in F ′/εnF ′ bilden, ist bij =
hijε

n+
∑
bijkfk. Induktiv fortschreitend nach Produkten von f1, . . . , fm mit immer

mehr Faktoren zeigt man so hεn ∈ Jfεn + Jqf für jedes q > 1, also hεn ∈ εnJf .
Es ist also für q /∈ V immer Kq = 0 für K = ker s. Ist nun K 6= 0, so gibt es

ein p ∈ Ass(K) ⊆ supp(K), für das dann p ∈ V , also depth(C0)p > 0 sein muß.
Andererseits ist aber wegen 0 → Kp → (C0)p auch p(C0)p ∈ Ass(C0)p, also dürfte
p(C0)p keine Nichtnullteiler enthalten. Somit muß letztlich AssK = ∅, also K = 0
sein.

4.4.3 Einige Hilfslemmata — Erweiterung von Syzygien

Wir betrachten alle A′-Algebren der Reihe nach modulo εk und führen fol-
gende Bezeichnungen ein:

• Ak = A′/εkA′ und A = An
• Fk = F ′/εkF ′ und F = Fn.
• I ′ = (f1, . . . , fm) mit fi ∈ F ′ und fi =

∑
k f

k
i ε

k und fki ∈ F0 =

k[x1, . . . , xp] sowie f̃ki =
∑k
ν=0 f

ν
i ε

ν .
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• Ck = C/εkC = F ′/(I ′, εk). Es ist dann auch Ck = Fk/(f̃
k
1 , . . . , f̃

k
m).

Es gibt exakte Sequenzen

F sk
r̄k−→ Fmk

f̄k−→ Fk → Ck → 0 (4.9)

in denen das Bild von r̄k die Syzygien des Systems (f1, . . . , fm) modulo εk

beschreibt. Es ist also f̄k(ei) = fi und r̄k(ei) = (ai1, . . . , a
i
m) ∈ Fmk mit

ai1f̃
k
1 + · · ·+ aimf̃

k
m = 0

in Fk oder auch
ai1f1 + · · ·+ aimfm = 0 mod εk

Nun ist aber C = Cn ein flacher A–Modul und Cn−1 = C⊗AAn−1 ein flacher
An−1-Modul.

Betrachtet man die Sequenz (4.9) zuerst für k = n und tensoriert dann mit
−⊗An Ak für k = n− 1, n− 2, n− 3, . . . , 1, wobei die tensorierten Sequenzen
exakt bleiben, so erhält man die Beziehung

(im r̄k)⊗Ak Ak−1 = ker f̄k−1 = im r̄k−1 (4.10)

Anders ausgedrückt erhalten wir

Lemma 4.4.4 (Lemma A). Es seien a1, . . . , ak ∈ F ′ und

a1f1 + · · ·+ amfm = 0 mod εk−1.

Dann lassen sich a1, . . . , am so zu a′1, . . . , a
′
m ∈ F ′ abändern, daß ai − a′i = 0

mod εk−1 ist und
a′1f1 + · · ·+ a′mfm = 0 mod εk

gilt. Dies gilt für alle k 6 n.

Dieses Lemma ist für den Beweis des nächsten Lemmas von zentraler Be-
deutung.

Wir betrachten nun die Abbildung Ck → I ′k/(I
′
k)2 mit g 7→ gεk + (I ′k)2

und wolllen zeigen, daß εCk ihr Kern ist, sie also durch

Ck → C0 ↪→ I ′k/(I
′
k)2

faktorisiert.

Lemma 4.4.5 (Lemma B). Es sei gεk ∈ (I ′k)2 für g ∈ Fk. Dann ist g = εh
in Ck = F ′/I ′k.

Beweis. Betrachte das Diagram
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F ′s

r′

��

// Csk

r′k
��

F ′m+1

f ′

��

// Cm+1
k

f ′k
��

I ′k //

��

I ′k/(I
′
k)2

��
0 0

(4.11)

in dem
f ′ : (a1, . . . , am, am+1)→ a1f1 + · · ·+ amfm + am+1ε

k

und entsprechend den Quotientenbildungen damit auch f ′k definiert ist. Die Abbil-
dungen r′, r′k erzeugen die Syzygienmodule.

Wegen f ′k(0, . . . , 0, g) = gεk ∈ (I ′k)2 und dem obigen Diagramm gibt es
a1, . . . , am, am+1 ∈ I ′k mit

a1f1 + · · ·+ amfm + am+1ε
k = gεk

in F ′. Wir können also schreiben

a1f1 + · · ·+ amfm = g′εk

mit einem g′ ≡ g mod I ′k. Damit ist

a1f1 + · · ·+ amfm = 0 mod εk

und nach Lemma A kann man ai so zu a′i abändern, daß ai − a′i ≡ 0 mod εk und

a′1f1 + · · ·+ a′mfm = 0 mod εk+1

Es ist also g′′εk ≡ 0 mod εk+1 für ein g′′ ≡ g mod I ′k, denn bei den Abänderungen
treten nur Summen der Form

(a1 − a′1)f1 + · · ·+ (am − a′m)fm = εk(b1f1 + · · ·+ bmfm) ∈ εkI ′k

auf. Aus g′′εk = 0 mod εk+1 folgt g′′εk = 0 in Fk+1, also g′′ = hε in Fk+1. Damit

ist aber auch g ≡ hε mod I ′k, also g = hε mit g, h ∈ Ck.

Es sei gεn ∈ (I ′n)2 = (J2, εnJ) mit J = (f1, . . . , fm). Dann ist g′εn ∈ J2

mit g − g′ ∈ J . Um also die g ∈ F ′ mit

gεn ∈ (I ′n)2

zu charakterisieren genügt es gεn ∈ J2 zu untersuchen.

Lemma 4.4.6 (Lemma C). Es sei g ∈ F = F ′/εnF ′ und gε ∈ J . Dann ist
g ∈ J .
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Beweis. Wir schreiben für a1f1 + · · ·+ amfm abgekürzt āf̄ .
Somit ist

gε = ā0f̄ + εā1f̄ + · · ·+ εn−1ān−1f̄

Nun ist
εā1f̄ + · · ·+ εn−1ān−1f̄ = εg′ ∈ εJ

so dass gε = g′ε+ ā0f̄ . Hier muß also insbesondere ā0f̄0 = 0 sein. Wir können daher
ā0 so mit

w = εā′1 + · · ·+ εn−1ā′n−1

zu ā′ abändern, daß ā′f̄ = 0 in F ist. Die Abänderung w, multipliziert mit f̄ ergibt
wieder ein Element von εJ .

Zusammen haben wir gezeigt, daß gε ∈ Jε ist, also g ∈ J .

Es sei nun gεn−1 ∈ J , also (gεn−2)ε ∈ J im Ring F , also gεn−2 ∈ J nach
Lemma C. Induktiv folgt g ∈ J für g ∈ F .





5

Funktionalanalysis

5.1 Metrische Räume

Proposition 5.1.1. Es seien x, x′, y, y′ vier Punkte eines metrischen Raums
(X, d). Dann gelten die Ungleichungen:

d(x′, y′) 6 d(x′, x) + d(x, y) + d(y, y′) (5.1)

|d(x′, y′)− d(x, y)|6 d(x′, x) + d(y′, y) (5.2)

(5.3)

Beweis. Die erste Ungleichung folgt aus d(x′, y′) 6 d(x′, x)+d(x, y′) und d(x, y′) 6
d(x, y) + d(y, y′). Die zweite folgt aus der ersten, indem man diese als d(x′, y′) −
d(x, y) 6 d(x′, x) + d(y′, y) schreibt und mit der Substitution x ↔ x′ und y ↔ y′

daraus d(x, y)− d(x′, y′) 6 d(x′, x) + d(y′, y) gewinnt.

Proposition 5.1.2. Die Abbildung d : X×X → R auf dem metrischen Raum
X ×X mit der Metrik d((x, y), (x′, y′)) = d(x, x′) + d(y, y′) ist stetig.

Weiterhin ist für jedes x ∈ X die partielle Abbildung d(x, ·) : X → R
stetig.

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus der zweiten Ungleichung oben, die zweite

aus der Stetigkeit von d(x, y) oder ebenfalls aus der zweiten Ungleichung mit x = x′.

Proposition 5.1.3. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und U ⊆ X, offen,
sowie x0 ∈ X. Dann kann man eine offene Kugel B(x0, r) ⊆ U wählen, für
die der Abschluß B(x0, r) ⊆ U ist.

Beweis. Es sei B(x0, 2r) ⊆ U für ein geeignetes r. Dann ist B(x0, r) ⊆ B6r(x0) ⊆
B(x0, 2r) ⊆ U .

Anmerkung 5.1.1. Es seien für f : Rn → R die Funktionen f+ = sup(f, 0)
und f− = − inf(f, 0) eingeführt.

Dann ist f = f+ − f−, |f |= f+ + f− und sup(f, g) = | f+g
2 |+|

f−g
2 | sowie

inf(f, g) = | f+g
2 |−|

f−g
2 |.
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5.2 Normierte Räume

Definition 5.2.1. Es sei E ein K–Vektorraum. Eine Abbildung

‖·‖: E → R (5.4)

mit den Eigenschaften

‖x‖ > 0 (5.5)

‖λx‖ = |λ|‖x‖ (5.6)

‖x+ y‖ 6 ‖x‖+‖y‖ (5.7)

mit x, y ∈ E und λ ∈ K heißt Seminorm auf E. Gilt überdies

‖x‖= 0⇒ x = 0 (5.8)

so heißt ‖·‖ eine Norm auf E und E heißt normierter Raum.

Korollar 5.2.1. Ist E ein normierter Raum, so ist

d(x, y) = ‖x− y‖ (5.9)

eine Metrik auf E, die somit eine Topologie induziert.

Korollar 5.2.2. Die Räume R bzw. C sind mit |·| als Norm jeweils normierte
R- bzw. R- und C-Vektorräume.

Proposition 5.2.1. In einem normierten Raum E gilt für x, y ∈ E und r > 0
die Beziehung

B<r(x+ y) = B<r(x) + y (5.10)

Proposition 5.2.2. In einem normierten Raum sind die offenen Kugeln
B<r(x) konvex.

Beweis. Es genügt dies für x = 0 zu beweisen. Seien x, y ∈ B<r(0) und 0 6 α 6 1
sowie z = αx+ (1− α) y.

Dann ist

‖z‖6 ‖αx‖+‖(1− α) y‖= α ‖x‖+(1− α) ‖y‖< αr + (1− α) r = r

Proposition 5.2.3. Es gilt für einen normierten Raum E und x, y ∈ E:

‖x− y‖> |‖x‖−‖y‖| (5.11)

Proposition 5.2.4. Sind E und F normierte Räume, so auch E × F mit

‖(e, f)‖E×F := ‖e‖E+‖f‖F (5.12)
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Proposition 5.2.5. Es sei E ein normierter Raum. Dann gilt: Die Abbildun-
gen

x 7→ ‖x‖: E → R
und

(λ, x) 7→ ‖λx‖: K× E → R
sind stetig.

Definition 5.2.2. Es seien E,F zwei normierte K-Vektorräume. Dann sei
L(E,F ) die Menge der stetigen, K-linearen Abbildungen von E nach F .

Proposition 5.2.6. Eine lineare Funktion f : E → F ist genau dann stetig,
wenn (äquivalent)

a) für alle x ∈ E und ε > 0 ein δ > 0 existiert, mit

f(B<δ(x)) ⊆ B<ε(f(x)) (5.13)

b) für alle ε > 0 ein δ > 0 existiert, mit

f(B<δ(0E)) ⊆ B<ε(0F ) (5.14)

c) es ein C > 0 gibt, mit
‖f(x)‖F6 C‖x‖E (5.15)

für alle x ∈ E.

Proposition 5.2.7. Es seien E, F zwei normierte K–Vektorräume. Dann ist
auch L(E,F ) ein normierter K–Vektorraum mit der Norm

‖f‖:= sup
x∈E,x6=0

‖f(x)‖F
‖x‖E

(5.16)

für f ∈ L(E,F ).

Definition 5.2.3. Es sei E ein normierter K–Vektorraum. Dann ist

E∨ := L(E,K) (5.17)

der Dualraum von E. Ein l ∈ E∨ heißt stetiges Funktional auf E.

Lemma 5.2.1. Es sei E ein normierter R-Vektorraum und V ⊆ E ein Teil-
raum. Weiter sei f ∈ L(V,R) ein Funktional mit

|f(x)|6 C‖x‖

für alle x ∈ V .
Dann existiert für jedes y ∈ E und y /∈ V auf dem Teilraum W = V + Ry

ein Funktional f ′ ∈ L(W,R) mit

f ′|V = f (5.18)

|f ′(x)| 6 C‖x‖ (5.19)

für alle x ∈W .
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Beweis.

Theorem 5.2.1 (Hahn-Banach). Es sei E ein normierter R–Vektorraum
und H ⊆ E ein Unterraum. Weiter sei

l ∈ L(H,R)

ein stetiges Funktional auf H mit

‖l‖6 C,

also |l(x)|6 C‖x‖ für alle x ∈ H.
Dann existiert eine Fortsetzung l′ ∈ L(E,R) mit

1. l′(x) = l(x) für alle x ∈ H, also

l′|H = l

2. |l′(x)|6 C‖x‖ für alle x ∈ E, also

‖l′‖6 C

5.3 Hilberträume

5.3.1 Skalarprodukt

Definition 5.3.1. Es sei H ein K–Vektorraum für K = R oder K = C und

〈, 〉 : H ×H → K

eine Abbildung mit den Eigenschaften

〈x+ x′, y〉 = 〈x, y〉+ 〈x′, y〉 (5.20)

〈λx, y〉 = λ〈x, y〉 (5.21)

〈x, y〉 = 〈y, x〉 (5.22)

für x, x′, y ∈ H und λ ∈ K.
Dann heißt 〈, 〉 für K-Bilinearform bzw. für K = C auch Sesquilinearform.

Eine andere Bezeichnung ist Skalarprodukt.

Korollar 5.3.1. Es sei 〈, 〉 eine Bilinearform oder Sesquilinearform auf dem
Vektorraum H. Dann ist

〈x, y + y′〉 = 〈x, y〉+ 〈x, y′〉
〈x, λy〉 = λ̄〈x, y〉

für x, y, y′ ∈ H und λ ∈ K.
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Wegen 〈x, y〉 = 〈y, x〉 ist 〈x, x〉 ∈ R, so daß wir definieren können:

Definition 5.3.2. Es sei 〈, 〉 eine Bilinearform auf dem K-Vektorraum H. Ist

1. 〈x, x〉 > 0, für alle x ∈ H, so heißt 〈, 〉 positiv–semidefinit.
2. 〈x, x〉 > 0 für alle x 6= 0 aus H, so heißt 〈, 〉 positiv–definit.

Definition 5.3.3. Für eine positiv-semidefinite K–Bilinearform 〈, 〉 definie-
ren wir ‖x‖:= 〈x, x〉1/2.

Proposition 5.3.1 (Cauchy–Schwarz Ungleichung). Es sei 〈, 〉 eine positiv–
semidefinite K-Bilinearform auf H. Dann gilt

|〈x, y〉|6 ‖x‖·‖y‖ (5.23)

für alle x, y ∈ H.

Beweis.

Es leitet sich daraus ab:

Proposition 5.3.2. Es sei 〈, 〉 eine positiv–semidefinite K–Bilinearform auf
H. Dann ist

‖x‖:= 〈x, x〉1/2 (5.24)

eine Seminorm.

Beweis. Wir müssen ‖x+ y‖6 ‖x‖+‖y‖ zeigen. Dies ist äquivalent zu:

‖x+ y‖26 (‖x‖+‖y‖)2

Ausrechnen der rechten Seite liefert

(‖x‖+‖y‖)2 = ‖x‖2+‖y‖2+2‖x‖‖y‖> ‖x‖2+‖y‖2+2|〈x, y〉|>

> ‖x‖2+‖y‖2+2<〈x, y〉 = 〈x, x〉+ 〈y, y〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉 =

= 〈x+ y, x+ y〉 = ‖x+ y‖2 (5.25)

womit die Ungleichung gezeigt ist.

Proposition 5.3.3. Es sei 〈, 〉 eine K–Bilinearform auf H. Dann ist

〈, 〉 : H ×H → K

stetig bezüglich der Topologie, die ‖·‖ auf H und damit auf H ×H induziert.

Beweis. Es sei ‖x− x′‖< ε1 und ‖y − y′‖< ε2. Dann ist

|〈x, y〉 − 〈x′, y′〉|= |〈x− x′, y〉+ 〈x′, y − y′〉|6 ‖x− x′‖‖y‖+‖x′‖‖y − y′‖6
6 ‖x− x′‖‖y‖+(‖x‖+‖x− x′‖)‖y − y′‖6 ‖y‖ε1 + ‖x‖ε2 + ε1ε2 (5.26)

Für festes x, y ∈ H wird der letzte Ausdruck für ε1, ε2 > 0, genügend klein, kleiner

als jedes δ > 0.
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Proposition 5.3.4. Es sei ‖·‖: H → R eine Norm auf dem K–Vektorraum
H. Dann ist äquivalent

a) Die Gleichung (Parallelogrammidentität)

‖x− y‖2+‖x+ y‖2= 2(‖x‖2+‖y‖2) (5.27)

ist für alle x, y ∈ H erfüllt.
b) Es gibt eine K-Bilinearform 〈, 〉 : H × H → K mit ‖x‖= 〈x, x〉1/2 und es

gilt

〈x, y〉 =
1

4

(
‖x+ y‖2−‖x− y‖2

)
(5.28)

im Fall K = R, bzw.

〈x, y〉 =
1

4

(
‖x+ y‖2−‖x− y‖2+i‖x+ iy‖2−i‖x− iy‖2

)
(5.29)

für alle x, y ∈ H.

Beweis. Es ist (im Fall K = C)

〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉+ 〈y, y〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉 = 〈x, x〉+ 〈y, y〉+ 2<〈x, y〉 (5.30)

sowie

〈x+ iy, x+ iy〉 = 〈x, x〉+ 〈y, y〉+ 〈x, iy〉+ 〈iy, x〉 =

= 〈x, x〉+ 〈y, y〉+ (−i) (〈x, y〉 − 〈y, x〉) =

= 〈x, x〉+ 〈y, y〉+ 2=〈x, y〉 (5.31)

Also ist, wenn man von 〈, 〉 ausgeht, die Beziehung (5.29) erfüllt (man ersetze in den
zwei vorigen Gleichungen y jeweils durch −y und summiere passend). Die Erfülltheit
von (5.28) ist noch einfacher nachzurechnen.

Wir gehen nun umgekehrt von (5.29) aus und versuchen die Skalarprodukteigen-
schaft des so definierten 〈, 〉 nachzuweisen.

Wir zeigen nacheinander

i) 〈x1 + x2, y〉 = 〈x1, y〉+ 〈x2, y〉.
ii) 〈ix, y〉 = i〈x, y〉
iii) 〈x, y〉 = 〈y, x〉
Dabei setzen wir zunächst in (5.29) ein und reduzieren dann mit Substitutionen der
Form

‖a+ b‖2= 2‖a‖2+2‖b‖2−‖a− b‖2

für geeignete a, b ∈ H, die mit Ausdrücken aus x und y gebildet werden. Wir ver-
drängen dadurch Summen als Argumente von ‖·‖2 durch ihre Summanden bis sich
alles auf Null reduziert. Dabei ist auch ‖εa‖2= ‖a‖2 für ε = ±1,±i heranzuziehen.

Es fehlen dann noch die Beziehungen 〈λx, y〉 = λ〈x, y〉 und 〈x, λy〉 = λ̄〈x, y〉.
Diese folgen aus der oben gezeigten Additivität von 〈x, y〉 im ersten und zweiten

Argument, sowie aus der Stetigkeit. Es nämlich nach allgemeinen Überlegungen für
eine stetige Funktion F : H → K mit F (x + y) = F (x) + F (y) immer F (m/nx) =
m/nF (x) für m,n ∈ Z und aus Stetigkeitsgründen F (λx) = λF (x) für alle λ ∈ R.

Mit den Beziehungen für 〈ix, y〉 und 〈x, iy〉 von oben ist dann sogar 〈λx, y〉 =

λ〈x, y〉 für alle λ ∈ C und entsprechend 〈x, λy〉 = λ̄〈x, y〉.
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5.3.2 Darstellungssatz

Theorem 5.3.1. Es sei H ein Hilbertraum. Die Abbildung

j : H → H∨, x 7→ j(x) : y 7→ 〈y, x〉 (5.32)

ist

1. R–linear bzw. C–antilinear.
2. stetig.
3. isometrisch und damit injektiv.
4. surjektiv.

Damit ist sie ein (Anti-)Isomorphismus j : H → H∨.

Korollar 5.3.2. Die Abbildung H → H∨∨ ist j∨ ◦ j und damit ein isometri-
scher Isomorphismus.

5.3.3 Orthonormalbasen

Definition 5.3.4. Es sei H ein Hilbertraum und (xi)i∈I eine Folge von Ele-
menten xi ∈ H. Dann schreiben wir

x =
∑
i∈I

xi (5.33)

wenn für alle ε > 0 eine endliche Teilmenge Jε ⊆ I existiert, so daß für jede
endliche Teilmenge J ⊆ I mit I ⊇ J ⊇ Jε gilt

‖x−
∑
i∈J

xi‖< ε (5.34)

Wir nennen dann (xi)i∈i summierbar mit Summe x.

Proposition 5.3.5. Es sei H ein Hilbertraum und (xi)i∈I eine Folge in H.
Dann ist (xi)i∈I summierbar genau dann, wenn es für jedes ε > 0 ein endli-
ches Jε ⊆ I gibt, so daß für jedes endliche J ⊆ I mit J ∩ Jε = ∅ gilt

‖
∑
i∈J

xi‖< ε (5.35)

Proposition 5.3.6. Es sei x =
∑
i∈I xi und y =

∑
i∈I yi. Dann ist

λx =
∑
i∈I

λxi (5.36)

x+ y =
∑
i∈I

(xi + yi) (5.37)

〈x, z〉 =
∑
i∈I
〈xi, z〉 (5.38)
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Definition 5.3.5. Es sei H ein Hilbertraum und (xi)i∈I eine Folge in H.
Dann heißt (xi)i∈I

1. orthogonal, falls xi ⊥ xj für i 6= j ∈ I
2. orthonormal, falls (xi)i∈I orthogonal ist und ‖xi‖= 1 für alle i ∈ I gilt.

Proposition 5.3.7. Es sei (xi)i∈I eine orthogonale Folge im Hilbertraum H.
Dann ist (xi)i∈I genau dann summierbar, wenn∑

i∈I
‖xi‖2 (5.39)

existiert (im reellen Hilbertraum R). Es ist dann auch

‖x‖2=
∑
i∈I
‖xi‖2 (5.40)

für x =
∑
i∈I xi.

Proposition 5.3.8. Es sei (xi)i∈I eine orthonormale Folge im Hilbertraum
H. Dann ist ∑

i∈I
|〈xi, x〉|26 ‖x‖2 (5.41)

für jedes x ∈ H (Besselsche Ungleichung).
Weiterhin ist ∑

i∈I
|〈xi, x〉|2= ‖x‖2 (5.42)

(Parsevalsche Gleichung) genau dann, wenn

x =
∑
i∈I
〈x, xi〉xi (5.43)

ist.

Theorem 5.3.2. Es sei H ein Hilbertraum und (xi)i∈I eine orthonormale
Folge. Dann ist äquivalent

a) Es ist (xi)i∈I eine maximale orthonormale Folge.
b) Ist x ⊥ xi für ein x ∈ H und für alle i ∈ I, so ist x = 0.
c) Es gibt einen Isomorphismus von Hilberträumen

H =
∑
i∈I

K · xi (5.44)

d) Es ist für x, y ∈ H stets

〈x, y〉 =
∑
i∈I
〈x, xi〉〈xi, y〉 (5.45)
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e) (Fourierentwicklung) Es ist für jedes x ∈ H

x =
∑
i∈I
〈x, xi〉xi (5.46)

f ) (Parsevalsche Gleichung) Es ist für jedes x ∈ H

‖x‖2=
∑
i∈I
|〈x, xi〉|2 (5.47)

5.3.4 Hermitesche Operatoren

5.4 Das Lebesgue–Integral

5.4.1 Maße

Es stehe < a, b > für eines der vier Intervalle [a, b], (a, b], [a, b) und (a, b).
Es sei S die Menge der beschränkten Intervalle

n∏
i=1

< ai, bi >⊆ Rn

Eine Funktion ϕ : S→ R heißt

• monoton, falls
I1 ⊆ I2 ⇒ ϕ(I1) 6 ϕ(I2)

gilt.
• additiv, falls für I = I1 ∪ I2

I1 ∩ I2 = ∅ ⇒ ϕ(I1 ∪ I2) = ϕ(I1) + ϕ(I2)

gilt
• regulär, falls für jedes I ∈ S und jedes ε > 0 ein offenes I∗ ⊇ I mit I∗ ∈ S

existiert, so daß
ϕ(I) 6 ϕ(I∗) < ϕ(I) + ε

ist.

Definition 5.4.1. Eine monotone, additive, reguläre Funktion ϕ : S(Rn) →
R heißt Maß auf Rn.
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5.4.2 Nullmengen

Definition 5.4.2. Eine Menge M ⊆ Rn heißt Nullmenge bezüglich eines Ma-
ßes ϕ, wenn es für jedes ε > 0 eine Folge beschränkter Intervall Ik ∈ S gibt,
für die

M ⊆
⋃
k>1

Ik (5.48)

und ∑
k>1

ϕ(Ik) < ε (5.49)

ist.

Anmerkung 5.4.1. Weil ϕ regulär ist, kann man oben jedes Ik durch ein offenes
I ′k mit ϕ(I ′k) < 2ϕ(Ik) ersetzen. Es ist dann

∑
k>1 ϕ(I ′k) < 2ε.

Beginnt man mit einem System (Ik) mit∑
k>1

ϕ(Ik) < ε/2

so ist
∑
k>1 ϕ(I ′k) < ε. Wir können also die Ik in der obigen Definition als

offen annehmen.

Proposition 5.4.1. Es sei N1, N2, N3, . . . ein abzählbares System von Null-
mengen. Dann ist auch N =

⋃
k>1Nk eine Nullmenge. Außerdem ist für eine

Nullmenge N auch jede Teilmenge N ′ ⊆ N eine Nullmenge.

Proposition 5.4.2. Es sei I ∈ S auch eine Nullmenge. Dann ist ϕ(I) = 0.

Beweis. Es sei Ī der Abschluß von I und Ī = I ∪
⋃N
j=1 Ij eine disjunkte Zerlegung

in Intervalle aus S. Die Zahl N hängt nur von n in Rn ab. Es sei ϕ(Ij) = wj und
I ′j ⊇ Ij eine offene Menge mit ϕ(I ′j) < wj + ε.

Weiter sei I ′′k eine Folge von offenen Mengen mit
∑
k>1 ϕ(I ′′k ) < ε und

⋃
k>1 I

′′
k ⊇

I.
Dann überdecken die I ′′k vereinigt mit den I ′j das kompakte Intervall Ī, also

genügen dafür schon endlich viele: I ′′kj und I ′jl .
Es ist dann

ϕ(Ī) 6
∑
j

ϕ(I ′′kj ) +
∑
l

ϕ(I ′jl) 6 ε+ w1 + ε+ · · ·+ wN + ε =

= w1 + · · ·+ wN + (N + 1)ε

Andererseits ist, nach der gewählten disjunkten Zerlegung

ϕ(Ī) = ϕ(I) + w1 + · · ·+ wN

Also ist ϕ(I) < (N + 1)ε für jedes ε > 0. Damit ist ϕ(I) = 0.
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5.4.3 Treppenfunktionen

Es sei I = {I1, . . . , Im} ein System von paarweise disjunkten Intervallen aus
S(Rn). Wir nennen ein solches auch PDI–System.

Es sei J = {J1, . . . , Jp} ein zweites PDI–System.

Definition 5.4.3. Es sei für jedes Jj entweder Jj ⊆ Iτ(j) oder Jj ∩ Ii = ∅ für
alle i = 1, . . . ,m. Weiter sei jedes Ii disjunkte Vereinigung von Jji,1 , . . . , Jji,ni .

Dann heißt J Verfeinerung von I, abgekürzt J > I.

Proposition 5.4.3. Es seien I und J zwei PDI–Systeme. Dann gibt es ein
PDI–System K mit K > I, J. Wir nennen K die gemeinsame Verfeinerung
von I und J.

Definition 5.4.4. Eine Funktion f : Rn → R heißt Treppenfunktion, falls es
ein endlich viele paarweise disjunkte Intervalle I1, . . . , Im ∈ S gibt, für die

f =

m∑
j=1

cjχIj (5.50)

mit cj ∈ R ist. Es sei I(f) = {I1, . . . , Im} das zugehörige PDI–System.
Es sei C0(Rn) die Menge der Treppenfunktionen.

Lemma 5.4.1. Es sei f ∈ C0(Rn) und J eine Verfeinerung von I(f). Dann
kann man f auch mit den Intervallen aus J so definieren, daß I(f) = J ist.

Proposition 5.4.4. Es seien f, g ∈ C0(Rn). Dann sind auch mit λ ∈ R

λf, f + g, fg, |f |, sup(f, g), inf(f, g) ∈ C0(Rn). (5.51)

Beweis. Die Ausdrücke, die nur f enthalten sind offensichtlich aus f als Treppen-
funktion herzuleiten, die Intervallzerlegung I(λf) und I(|f |) ist dieselbe wie die von
f .

Für die Ausdrücke mit f und g benutzt man eine gemeinsame Verfeinerung: Es

sei I = I(f) und J = I(g). Wähle dann eine gemeinsame Verfeinerung K > I, J und

definiere f und g auf dieser gemeinsamen Verfeinerung. Es ist dann für ein I ∈ K

eben f + g|I = f |I + g|I , fg|I = f |I · g|I , sup(f, g)|I = sup(f |I , g|I), inf(f, g)|I =

inf(f |I , g|I)
Der Raum C0(Rn) ist also eine R–Algebra.

Definition 5.4.5. Es sei für f =
∑m
j=1 cjχIj ∈ C0(Rn) und ein Maß ϕ das

Integral definiert als ∫
f dϕ =

∫
Rn
f dϕ =

m∑
j=1

cjϕ(Ij) (5.52)

Proposition 5.4.5. Es gilt für f, g ∈ C0(Rn)
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1. f 7→
∫
f dϕ ist eine R–lineare Abbildung C0(Rn)→ R.

2. f 6 g ⇒
∫
f dϕ 6

∫
g dϕ.

3. |
∫
f dϕ|6

∫
|f | dϕ.

Definition 5.4.6. Es sei f eine Treppenfunktion und I(f) = {I1, . . . , Im} das
System der definierenden Intervalle. Dann ist

supp f :=

m⋃
i=1

Ii

der Support von f .

5.4.4 PDI–Mengen

Definition 5.4.7. Eine Menge M ⊆ Rn heißt PDI–Menge, wenn M = I1 ∪
· · · ∪ Im eine endliche Vereinigung paarweise disjunkter Intervalle ist.

Proposition 5.4.6. Eine Menge M ⊆ Rn ist eine PDI–Menge, wenn die
charakteristische Funktion χM ∈ C0(Rn), eine Treppenfunktion ist.

Definition 5.4.8. Es sei M = I1 ∪ · · · ∪ Im eine PDI–Menge. Dann sei

ϕ(M) =

m∑
j=1

ϕ(Ij) (5.53)

das Maß von M bezüglich ϕ.

Anmerkung 5.4.2. Es ist also auch ϕ(M) =
∫
χM dϕmit der Indikatorfunktion

χM .

Proposition 5.4.7. Es seien M1,M2 zwei PDI–Mengen. Dann sind auch

M1 ∩M2,M1 ∪M2,M1 − (M1 ∩M2)

PDI–Mengen.

Beweis. Es ist χM1∩M2 = inf(χM1 , χM2) sowie χM1∪M2 = sup(χM1 , χM2) und

χM1−(M1∩M2) = χM1 − χM1∩M2 .

Proposition 5.4.8. Es seien M1,M2 zwei PDI–Mengen.

1. Ist M1 ∩M2 = ∅, so ist ϕ(M1) + ϕ(M2) = ϕ(M1 ∪M2).
2. Ist M1 ⊆M2, so ist ϕ(M1) 6 ϕ(M2).
3. Generell ist ϕ(M1 ∪M2) = ϕ(M1) + ϕ(M2)− ϕ(M1 ∩M2)

Beweis. Es gilt in 1., daß χM1∪M2 = χM1 + χM2 . In 2. gilt χM1 6 χM2 . In 3. ist
χM1∪M2 = χM1 + χM2 − χM1∩M2 .

Die Aussagen folgen durch Bilden der Integrale.
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Lemma 5.4.2. Es sei M ⊆ Rn eine PDI–Menge mit

M ⊆
m⋃
i=1

Mi

und PDI–Mengen Mi. Weiter sei f : Rn → R eine Treppenfunktion mit f > 0.
Dann ist ∫

M

f dϕ 6
m∑
i=1

∫
Mi

f dϕ.

insbesondere auch

ϕ(M) 6
m∑
i=1

ϕ(Mi)

Beweis. Es ist χM 6
∑m
i=1 χMi . Integration mit

∫
Rn ergibt die zweite Behauptung,

Multiplikation mit f und Integration die erste.

Definition 5.4.9. Es sei M ⊆ Rn eine Menge zu der es ein System von
Intervallen Ii gibt, mit

M ⊆
∞⋃
i=1

Ii

und
∞∑
i=1

ϕ(Ii) < A

Dann heiße M eine abzählbar beschränkte Menge mit ϕs(M) < A.

Anmerkung 5.4.3. Wenn keine Zweideutigkeit möglich ist, schreiben wir auch
ϕ(M) < A ohne anzunehmen, daß ϕ(M) wie bei einer PDI–Menge M definiert
ist.

Lemma 5.4.3. Es sei M1 ⊆ M2 ⊆ M3 ⊆ · · · eine zunehmende Folge von
PDI–Mengen mit

M =
⋃
k>1

Mk.

Dann existiert eine abzählbare Menge von paarweise disjunkten Intervallen
Il ∈ S mit

⋃
l>1 Il = M .

Ist ϕ(Mk) 6 A, so ist auch

∞∑
l=1

ϕ(Il) 6 A.

Also ist M eine abzählbar beschränkte Menge mit ϕs(M) 6 A.
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Beweis. Jedes Mk+1−Mk ist disjunkte Vereinigung eines endlichen Systems von In-
tervallen Jk+1,k. Die Vereinigung aller Jk+1,k mit den Intervallen, die zu M1 gehören
ist die gesuchte Darstellung von M als Vereinigung abzählbar vieler paarweise dis-
junkter Intervalle.

Für die Intervalle gilt I1 ∪ · · · ∪ Il ⊆Mk mit k = k(l) für jedes l > 1.

Also ist
∑l
i=1 ϕ(Ii) 6 ϕ(Mk) 6 A für jedes l > 1 und damit auch

∑∞
i=1 ϕ(Ii) 6

A.

Lemma 5.4.4. Es sei M ⊆ Rn eine abzählbar beschränkte Menge mit ϕs(M) <
A. Weiter sei N ⊆ Rn eine ϕ–Nullmenge.

Dann ist auch M ∪ N abzählbar beschränkt mit ϕs(M ∪ N) < A + ε für
jedes ε > 0.

Beweis. Es sei M ⊆
⋃∞
i=1 Ii mit

∑
i ϕ(Ii) < A. Weiter sei N ⊆

⋃∞
j=1 Jj mit∑

j ϕ(Jj) < ε.
Bilde eine Folge Kk von Intervallen, die aus allen Ii und allen Jj besteht. Weiter

sei Ul =
⋃l
k=1 Kk. Dann ist Ul eine PDI–Menge und die PDI–Menge Ul+1 − Ul ist

Teil entweder eines Intervalls Ii oder eines Intervalls Jj .
Bilde nun nach Lemma 5.4.3 zu Ul ⊆ Ul+1 die Vereinigung aus allen paarweise

disjunkten Intervallen K′p, mit⋃
K′p =

⋃
l

Ul =
⋃
k

Kk ⊇M ∪N

Da entweder K′p ⊆ Iτ(p) oder K′p ⊆ Jτ ′(p) ist

K′1 ∪ · · · ∪K′k ⊆ I1 ∪ · · · ∪ Im ∪ J1 ∪ · · · ∪ Jm′

für m,m′ abhängig von k.
Damit ist

l∑
k=1

ϕ(K′k) <

∞∑
i=1

ϕ(Ii) +

∞∑
j=1

ϕ(Jj) < A+ ε

Also ist auch
∑∞
k=1 ϕ(K′k) < A + ε und damit M ∪ N abzählbar beschänkt mit

ϕs(M ∪N) < A+ ε.

Lemma 5.4.5. Es sei M eine PDI–Menge, die gleichzeitig abzählbar be-
schränkt ist mit ϕs(M) < A als Schranke. Dann ist auch ϕ(M) < A.

Beweis. Es sei Ii die Folge der Intervalle mit
∑
i ϕ(Ii) < A und M ⊆

⋃∞
i=1 Ii. Es

sei M = J1 ∪ · · · ∪ Js die Zerlegung in disjunkte Intervalle. Dann ist Jj abzählbar
beschränkt mit ϕs(Jj) < aj =

∑∞
i=1 ϕ(Ii ∩ Jj) und den Intervallen Jj ∩ Ii als

Überdeckung. Da
⋃s
j=1(Jj ∩ Ii) ⊆ Ii mit disjunkter Vereinigung links, folgt auch

a1 + · · ·+ as < A. Es bleibt also ϕ(Jj) 6 ϕs(Jj) zu zeigen.

Wir haben also die ursprüngliche Aussage, jetzt mit M = J , einem Intervall.

Dort gilt sie aus folgendem Lemma.

Lemma 5.4.6. Es sei J ⊆ Rn ein Intervall aus S. Weiter sei J =
⋃∞
i=1 Ii

eine Überdeckung mit Intervallen Ii ⊆ J und
∑∞
i=1 ϕ(Ii) < A. Dann ist

ϕ(J) < A.
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Beweis. Ersetze Ii durch I ′i ⊇ Ii offen mit ϕ(I ′i) < ϕ(Ii) + η/2i. Dann ist∑∞
i=1 ϕ(I ′i) < A + η für jedes η > 0. Es sei J̄ der Abschluß von J in Rn und

K1 ∪ · · · ∪ Kr die Zerlegung von J̄ − J in disjunkte Intervalle. Ersetze wieder Kj

durch K′j ⊇ Kj mit ϕ(K′j) < ϕ(Kj)+η. Die Zahl r ist kleiner als N(n) nur abhängig
von n in Rn. Die I ′i und K′j überdecken J̄ . Es genügen endlich viele I ′i1 , . . . , I

′
im und

alle K′j . Es ist dann

ϕ(J̄) = ϕ(J) +

r∑
j=1

ϕ(Kj) 6
m∑
ν=1

ϕ(I ′iν ) +

r∑
j=1

ϕ(K′j) <

A+ η +

r∑
j=1

(ϕ(Kj) + η) < A+ (N + 1)η +

r∑
j=1

ϕ(Kj)

also
ϕ(J) < A+ (N + 1)η

also
ϕ(J) 6 A

Beginnt man mit einem A′ = A− ε, folgt die Aussage des Lemmas.

Lemma 5.4.7. Es sei Mi ein System von PDI–Mengen im Rn mit ϕ(Mi) <
A. Weiter sei für eine ϕ–Nullmenge N immer Mi ∪N ⊆Mi+1 ∪N .

Dann ist M =
⋃
iMi ∪N eine abzählbar beschränkte Menge mit ϕs(M) <

A+ ε für jedes ε > 0.

Beweis. Es istM1∪· · ·∪Mk ⊆Mk+1∪N . Also ist die PDI–MengeM ′k = M1∪· · ·∪Mk

abzählbar beschränkt mit ϕs(M
′
k) < A+ ε. Es gilt also nach vorigem Lemma auch

für ϕ(M ′k) als Maß der PDI–Menge M ′k, daß ϕ(M ′k) < A + ε ist. Außerdem ist
M ′k ⊆M ′k+1 und damit ist nach Lemma 5.4.3 auch

M ′ =

∞⋃
k=1

M ′k =

∞⋃
k=1

Mk

abzählbar beschränkt mit ϕs(M
′) < A + ε. Nach Lemma 5.4.4 ist dann auch M =⋃∞

k=1 Mk ∪ N = M ′ ∪ N eine abzählbar beschränkte Menge mit ϕs(M) < A + 2ε,

indem man N auch mit ε beschränkt.

5.4.5 Treppenfunktionen mit beschränkter Integralfolge

Proposition 5.4.9. Es sei (fk)k∈N eine ϕ–monoton wachsende (fk 6 fk+1)
Folge von Treppenfunktionen fk ∈ C0(Rn) mit beschränkter Integralfolge:∫

fk dϕ < A (5.54)

Dann konvergiert (fk) ϕ–punktweise gegen eine Funktion f : Rn → R.
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Beweis. Ersetze zunächst fk durch fk − f1, um fk > 0 für alle k annehmen zu
können. Ist dann f die neue Grenzfunktion, so ist f + f1 die ursprüngliche. Da
mit A′ =

∫
f1 immer A′ 6

∫
fk < A für alle k > 1 gilt, ist auch |

∫
fk|< A′′ mit

A′′ > |A|, |A′|. Also hat mit∫
(fk − f1) =

∫
fk −

∫
f1 < |

∫
fk −

∫
f1|< |

∫
fk|+|

∫
f1|< 2A′′

auch die neue Folge eine beschränkte Integralfolge.
Betrachte nun Wk,m = f−1

k ([2mA,∞]). Es ist Wk,m eine PDI–Menge mit

ϕ(Wk,m) < 1/2m.

(Dies ist ein Spezialfall des weiter unten betrachteten
”
Vergleichslemmas“).

Ist N die Nullmenge außerhalb derer stets fi(x) 6 fi+1(x) und fi(x) > 0 gilt, so
ist Wk,m ∪N ⊆Wk+1,m ∪N .

Man setze

Wm =

∞⋃
k=1

Wk,m.

Es ist dann nach Lemma 5.4.7 auch ϕs(Wm ∪N) < 1/2m + ε. A fortiori ist auch
ϕs(Wm) < 1/2m + ε.

Es sei W =
⋂
m>1 Wm ⊆ Wm. Da Wm abzählbar beschränkt, mit ϕs(Wm) <

1/2m + ε ist W auch eine Nullmenge.

Die MengeW ′ der Punkte x ∈ Rn in denen fk(x) nicht gegen ein f(x) konvergiert

besteht aus den x, für die fk(x) → ∞ oder x ∈ N ist. Ist W ′ 3 x /∈ N , so ist

fk(x) > 2mA für jedes m und alle k > k0(m), also x ∈Wm für jedes m, also x ∈W .

Es ist also W ′ ⊆W ∪N , eine Nullmenge außerhalb derer fk(x) gegen ein f(x) ∈ R
konvergiert.

Anmerkung 5.4.4. Wir nennen eine ϕ–monoton wachsende Folge (fk) aus
C0(Rn) mit beschränkter Integralfolge eine BM–Folge in C0(Rn).

Lemma 5.4.8. Es seien (fk) und gk zwei BM–Folgen in C0(Rn). Dann ist
auch (sup(fk, gk))k eine BM–Folge in C0(Rn).

Beweis. Zunächst ist außerhalb einer Nullmenge N immer fk+1(x) > fk(x) und
gk+1(x) > gk(x). Es ist dann sup(fk+1, gk+1) > sup(fk, gk). Es sei nämlich oBdA
fk(x) > gk(x), so ist fk+1(x) > fk(x), gk(x) und umsomehr sup(fk+1(x), gk+1(x)) >
fk+1(x) > fk(x), gk(x).

Um die Beschränktheit der Integralfolge zu zeigen setzt man f ′k = fk − f0 und
g′k = gk − g0. Es ist dann

sup(fk, gk) = sup(f ′k + f0, g
′
k + g0) 6

6 sup(f ′k, g
′
k) + sup(f0, g0) 6 f ′k + g′k + sup(f0, g0)

Da f ′k und g′k eine beschränkte Integralfolge haben, die Schranken seien A1 und

A2, ist auch die Integralfolge von f ′k + g′k beschränkt durch A1 + A2. Also ist auch∫
sup(fk, gk) dϕ < A1 +A2 +

∫
sup(f0, g0) dϕ.
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Definition 5.4.10. Es sei C1(Rn, ϕ) die Menge der Funktionen f : Rn →
R für die es eine ϕ–monoton wachsende Folge (fk) von Treppenfunktionen
C0(Rn) mit beschränkter Integralfolge gibt, so daß fk ↗ f ϕ-punktweise.

Proposition 5.4.10. Es sei f ∈ C1(Rn, ϕ) und fk → f sowie f ′k → f zwei
ϕ–monoton wachsende Folgen aus C0(Rn) mit beschränkter Integralfolge, wie
sie in der Definition von C1 beschrieben sind.

Dann ist

lim
k→∞

∫
fk dϕ = lim

k→∞

∫
f ′k dϕ =: I(f) (5.55)

Wir nennen
∫
f dϕ := I(f) das Integral von f bezüglich ϕ.

Beweis. Wir setzen gk := sup(fk, f
′
k) und ersetzen fk, f ′k durch fk, gk mit fk 6 gk.

Weiter sei gk := gk − f1 und fk := fk − f1. Wir können also auch gk, fk >ϕ 0
annehmen.

Zu zeigen mit A = limk→∞
∫
fk dϕ und B = limk→∞

∫
gk dϕ, daß A = B ist.

Die Beziehung A 6 B ist von vornherein klar und die Folgen
∫
fk dϕ sowie

∫
gk dϕ

sind monoton wachsend.
Wähle k mit

∫
gl dϕ > B − ε für alle l > k und

∫
fl dϕ > A− ε für alle l > k

Dann ist

B −A 6 2ε+

∫
(gk − fk) dϕ

Weiterhin ist mit l > k∫
(gk − fk) =

∫
(gk − fl) dϕ+

∫
(fl − fk) dϕ > 0 (5.56)

Da A >
∫
fl dϕ >

∫
fk dϕ > A− ε ist∫

(fl − fk) dϕ 6 ε.

Es genügt also zu zeigen, daß
∫

(gk−fl) dϕ kleiner als jedes positive ε′ > 0 wird.
Auch negative Werte sind a priori erlaubt, allerdings kann, da (5.56) immer > 0 ist,
ein Wert < −ε gar nicht auftreten.

Nenne nun U = supp gk mit D = ϕ(U). Es ist dann∫
(gk − fl) =

∫
U

(gk − fl) +

∫
Rn−U

(gk − fl) =

=

∫
U

(gk − fl) +

∫
Rn−U

(−fl) 6
∫
U

(gk − fl) (5.57)

da fl > 0 nach der anfänglichen Annahme. Wir brauchen also nur
∫
U

(gk − fl)
genügend klein zu machen.

Es sei nun
Vl = {x ∈ U | fl(x) > gk(x)− ε′} ⊆ U

und V ′l = Vl ∪ Vl−1 ∪ · · · ∪ V1. Die Folge · · · ⊇ V ′l+1 ⊇ V ′l ⊇ · · · ist eine monotone
Folge von PDI–Mengen, da alle Vl auch PDI–Mengen sind.

Es sei Jj die zugehörige abzählbare Folge disjunkter Intervalle mit
⋃
j Jj =⋃

l V
′
l =

⋃
l Vl. Jedes Jj ist Teilmenge von Vl(j) für ein geeignetes l(j) > 1.
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Weiter sei N ′ die Nullmenge, außerhalb derer sowohl immer fk+1 > fk und
gk+1 > gk gilt, sowie die Grenzwerte limk fk(x) = limk gk(x) = f(x) existieren und
einander gleich sind. Es sei N = N ′∩U . Für später führen wir noch für alle j > i > 1
die Mengen

Nj,i = {x ∈ U | fj(x) < fi(x)}
und

Nj =

j−1⋃
i=1

Ni+1,i

Es sind Nullmengen und PDI–Mengen, die also aus Intervallen I mit ϕ(I) = 0
bestehen.

Mit Ii sei eine Folge von Intervallen Ii ⊆ U bezeichnet, für die

∞∑
i=1

ϕ(Ii) < ε′

und

N ⊆
∞⋃
i=1

Ii

ist.
Für jedes x ∈ U − N ist limk fk(x) = limk gk(x) = f(x), also liegt x in einem

Vl ⊆ V ′l für genügend großes l. Damit ist
⋃
l Vl ⊇ U−N . Es ist damit

⋃
i Ii∪

⋃
j Jj =

U .
Es sei nun K′l ⊆ U eine abzählbare Folge von Intervallen, die aus allen Jj und

Ii besteht. Es sei Wl =
⋃l
s=1 K

′
s und Kl die zu dieser zunehmenden Menge Wl

von PDI–Mengen gehörige disjunkte Folge von Intervallen mit U =
⋃
lWl =

⋃
lKl.

Jedes Kl ist entweder Teil eines Ii oder eines Jj
Wähle nun endlich viele K1, . . . ,Km mit

m∑
k=1

ϕ(Kk) > ϕ(U)− ε′ = D − ε′

und K :=
⋃m
k=1 Kk.

Eine solche Auswahl muß es immer geben, da die PDI–Menge U =
⋃∞
k=1 Kk

ist. Wäre S =
∑∞
k=1 ϕ(Kk) < ϕ(U) so wäre nach Lemma 5.4.5 auch ϕ(U) 6 S,

Widerspruch.
Es seien die K1, . . . ,Km aufgeteilt in

K′1, . . . ,K
′
m′

mit K′k ⊆ Js(k) und
K′′1 , . . . ,K

′′
m′′

mit K′′k ⊆ Ir(k) mit geeigneten r, s abhängig von k.

Es sei Js(k) ⊆ Vl(s(k)) und K′ =
⋃m′
k=1 K

′
k sowie K′′ =

⋃m′′
k=1 K

′′
k .

Wähle l0 > l(s(k)) für alle k = 1, . . . ,m′. Teile nun jedes K′k in die PDI–Mengen

K
(1)
k = K′k ∩ (U −Nl0)

und
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K
(2)
k = K′k ∩Nl0 .

Die K
(2)
k sind Nullmengen aus Intervallen I mit ϕ(I) = 0.

Es sei K(1) =
⋃m′
k=1 K

(1)
k und K(2) =

⋃m′
k=1 K

(2)
k

∫
U

(gk− fl0) =

∫
K(1)

(gk− fl0) +

∫
K(2)

(gk− fl0) +

∫
K′′

(gk− fl0) +

∫
U−K

(gk− fl0)

6 ϕ(K′)ε′ + ϕ(K′′) sup
U

(gk) + ϕ(U −K) sup
U

(gk)

6 Dε′ + ε′ sup
U

(gk) + ε′ sup
U

(gk) (5.58)

denn es ist ∫
K(1)

(gk − fl0) 6 ϕ(K′)ε′ (5.59)

da gk − fl0 6 ε′ für jedes K
(1)
k ⊆ Js(k) denn K

(1)
k ⊆ K′k ⊆ Js(k) und Js(k) ist

in einem Vl(s(k)) mit l = l(s(k)) < l0 also fl(x) > gk(x) − ε′ und da x /∈ Nl0 ist
fl0(x) > fl0−1(x) > · · · > fl(x) > gk(x)− ε′.

Weiter ist ∫
K(2)

(gk − fl0) = 0 (5.60)

da K(2) nur aus endlich vielen Intervallen I mit ϕ(I) = 0 besteht.
Weiter ist ∫

K′′
gk − fl0 6 sup

U
(gk)ϕ(K′′) 6 sup

U
(gk)ε′ (5.61)

da gk − fl0 6 supU (gk) und ϕ(K′′) 6
∑
i ϕ(Ii) < ε′.

Schließlich ist ∫
U−K

gk − fl0 6 sup
U

(gk)ϕ(U −K) 6 sup
U

(gk)ε′ (5.62)

da gk − fl0 6 supU (gk) und ϕ(U −K) 6 ε′, denn es war ja ϕ(K) > ϕ(U)− ε′.
Damit kann

∫
(gk − fl0) durch Wahl von ε′ beliebig klein gemacht werden und

für l > l0 ist dann erst recht∫
gk − fl =

∫
(gk − fl0)−

∫
(fl − fl0) 6

∫
(gk − fl0)

da
∫
fl −

∫
fl0 > 0.

Proposition 5.4.11. Mit f, g ∈ C1(Rn, ϕ) und λ > 0 sind auch λf, f + g ∈
C1(Rn, ϕ) und es ist ∫

λf dϕ = λ

∫
f dϕ (5.63)∫

(f + g) dϕ =

∫
f dϕ+

∫
g dϕ (5.64)

Proposition 5.4.12. Es seien g, h ∈ C1(Rn, ϕ) mit g > h. Dann ist auch∫
g dϕ >

∫
h dϕ
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Beweis. Es sei ui ↗ g und vi ↗ h sowie wi = sup(ui, vi)↗ g, drei BM–Folgen mit
ui, vi, wi ∈ C0.

Dann ist, wegen wi > vi ⇒
∫
wi >

∫
vi für Treppenfunktionen wi, vi:∫

g = lim
i→∞

∫
wi > lim

i→∞

∫
vi =

∫
h

Definition 5.4.11. Nenne C2(Rn, ϕ) die Menge der f : Rn → R, die sich als
f = f1 − f2 mit f1, f2 ∈ C1(Rn, ϕ) schreiben lassen. Sie heißen summierbare
Funktionen (bezüglich ϕ).

Proposition 5.4.13. Der Raum C2(Rn, ϕ) ist der von C1(Rn, ϕ) in F (Rn,R)
erzeugte Unterraum. Sind f, g ∈ C2(Rn, ϕ), so ist auch

f+, f−, |f |, sup(f, g), inf(f, g) ∈ C2(Rn, ϕ) (5.65)

Beweis. Es genügt zu zeigen, daß f+ ∈ C2(Rn, ϕ). Es sei f = f1 − f2 mit f1, f2 ∈
C1(Rn, ϕ) und es seien f1k, f2k ∈ C0(Rn) die zugehörigen Folgen. Dann sind g1k =

sup(f1k, f2k) und g2k = f2k zwei BM–Folgen aus C0(Rn). Nennt man g1, g2 die

zugehörigen Funktionen g1k → g1 und g2k → g2, so ist f+ = g1 − g2.

Proposition 5.4.14. Es sei f ∈ C2(Rn, ϕ) mit f = f1 − f2 = f3 − f4 und
fi ∈ C1(Rn, ϕ). Dann ist∫

f1 dϕ−
∫
f2 dϕ =

∫
f3 dϕ−

∫
f4 dϕ =: I(f) (5.66)

Wir nennen
∫
f dϕ := I(f) das Lebesgue-Integral von f bezüglich ϕ.

Für die Abbildung∫
: C2(Rn, ϕ)→ R f 7→

∫
f dϕ (5.67)

gilt

Proposition 5.4.15. Es gilt für f, g ∈ C2(Rn, ϕ)

1. f 7→
∫
f dϕ ist eine R–lineare Abbildung C2(Rn, ϕ)→ R.

2. f 6 g ⇒
∫
f dϕ 6

∫
g dϕ.

3. |
∫
f dϕ|6

∫
|f | dϕ.

Beweis. 2. Es sei f ∈ C2 und f > 0. Wir zeigen
∫
f dϕ > 0. Es ist f = g−h > 0 mit

g, h ∈ C1. Aus g > h folgt nach obiger Proposition
∫
g dϕ >

∫
h dϕ, also

∫
f dϕ =∫

(g − h) dϕ =
∫
g dϕ−

∫
h dϕ > 0.

3. Es ist mit f = f+ − f− und f+, f− > 0:

|
∫
f |= |

∫
(f+ − f+)|= |

∫
f+ −

∫
f−|6

6 |
∫
f+|+|

∫
f−|=

∫
f+ +

∫
f− =

∫
(f+ + f−) =

∫
|f | (5.68)

Es folgen einige nützliche Lemmata:
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Lemma 5.4.9. Es seien fi 6 gi BM–Folgen von Treppenfunktionen mit fi ↗
f und gi ↗ g für f, g ∈ C1(Rn, ϕ).

Dann ist f 6 g und damit auch
∫
f dϕ 6

∫
g dϕ.

Lemma 5.4.10. Es sei f ∈ C1(Rn, ϕ) und u ∈ C0(Rn). Dann ist auch f+u ∈
C1(Rn, ϕ).

Beweis. Es sei fi ↗ f mit fi ∈ C0 und mit beschränkter Integralfolge. Dann ist

fi + u↗ f + u, auch mit beschränkter Integralfolge.

Lemma 5.4.11. Es sei f ∈ C2(Rn, ϕ). Dann exisiert eine monoton fallende
Folge ui ∈ C1(Rn, ϕ) mit ui ↘ f und

lim
i→∞

∫
ui dϕ =

∫
f dϕ (5.69)

Beweis. Es ist f = f1 − f2 mit fi ∈ C1(Rn, ϕ). Dann existiert eine Folge von
Treppenfunktionen vi ↗ f2 mit beschränkter Integralfolge und

lim
i→∞

∫
vi dϕ =

∫
f2 dϕ.

Es ist ui = f1 − vi.

Lemma 5.4.12 (Vergleichslemma). Es sei f > 0 eine Funktion aus C2(Rn, ϕ)
mit

∫
f dϕ = A > 0. Weiter sei mit δ > 0

U = U(f, δ) = {x ∈ Rn | f(x) > δ}

Dann ist U eine abzählbar beschränkte Menge mit

ϕs(U) 6 A/δ + η

für jedes η > 0.

Beweis. Es sei zunächst f ∈ C0(Rn) eine Treppenfunktion. Dann ist U = U(f, δ)
eine PDI–Menge, für die offensichtlich ϕ(U) 6 A/δ gilt.

Als nächstes sei f ∈ C1(Rn, ϕ) und ui ↗ f eine zugehörige BM–Folge von
Treppenfunktionen. Wir können, indem wir ui durch sup(ui, 0) ersetzen, immer
ui > 0 annehmen.

Es ist U(f, δ) ⊆
⋃
i U(ui, δ

′) ∪ N für jedes δ′ < δ mit einer Nullmenge N au-
ßerhalb derer ui(x) 6 ui+1(x) für alle i gilt. Es ist Ui = U(ui, δ

′) eine PDI–Menge
mit ϕ(Ui) 6 Ai/δ

′ 6 A/δ′, wobei Ai =
∫
ui dϕ sei. Weiter ist U(ui, δ

′) ∪ N ⊆
U(ui+1, δ

′) ∪N für alle i.
Also ist nach Lemma 5.4.7 auch

⋃
i Ui ∪N = U ′ ∪N eine abzählbar beschränkte

Menge mit ϕs(U
′ ∪ N) 6 A/δ′ + γ mit beliebig kleinem γ > 0. Wählt man nun

δ′ genügend nahe an δ, so daß A/δ′ + γ − A/δ < η, so ist U ′ ∪ N eine abzählbar
beschränkte Menge mit ϕs(U

′ ∪N) < A/δ + η. Also ist auch U(f, δ) ⊆ U ′ ∪N eine
solche.

Schließlich sei f ∈ C2(Rn, ϕ) und ui ↘ f eine Folge von Funktionen aus C1

gemäß Lemma 5.4.11. Dann ist U(f, δ) ⊆ (Ui = U(ui, δ)) ∪N mit einer Nullmenge
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N . Es ist dann Ui eine abzählbar beschränkte Menge mit ϕs(Ui) 6 Ai/δ + η′ = Si
für jedes η′ > 0 und für Ai =

∫
ui dϕ. Da Ai ↘ A kann man ein i und ein η′ > 0

wählen mit Ai/δ + η′ −A/δ 6 η/2, also

Si = Ai/δ + η′ 6 A/δ + η/2

Also ist Ui ∪ N eine abzählbar beschränkte Menge mit ϕs(Ui ∪ N) 6 A/δ + η,
indem man N mit η/2 beschränkt.

Damit ist auch für f ∈ C2 der Beweis erbracht.

Lemma 5.4.13. Es sei f ∈ C2(Rn, ϕ) mit f > 0. Ist dann
∫
f dϕ = 0, so ist

f =ϕ 0.

Beweis. Es ist mit der obigen Bezeichung Uk = U(f, 1/k) abzählbar beschränkt mit

ϕs(Uk) < η für jedes η > 0. Also ist Uk eine Nullmenge. Damit ist auch U =
⋃
k Uk

eine Nullmenge. Aber U ist auch die Menge aller x mit f(x) > 0. Also ist f(x) = 0

außerhalb der Nullmenge U .

5.4.6 Der Satz von Beppo Levi

Im folgenden stehe Ci für Ci(Rn, ϕ) mit i = 1, 2.

Lemma 5.4.14. Es sei fi ∈ C1 eine Folge von C1–Funktionen mit fi 6 fi+1

und
∫
fi dϕ 6 A.

Dann existiert eine Funktion f ∈ C1 mit fi ↗ f und

lim
i→∞

∫
fi dϕ =

∫
f dϕ.

Beweis. Es seien uik ↗ fi die aufgrund der Definition von fi ∈ C1 existierenden
monoton wachsenden Folgen von Treppenfunktionen mit beschränkter Integralfolge.
OBdA sei

∫
(fi − uik) < 1/2k.

Setze
vk = sup(u1k, u2k, . . . , ukk).

Dann ist vk+1 > vk und es ist vk 6 fk, also
∫
vk 6

∫
fk 6 A.

Es existiert also ein f ∈ C1 mit vk ↗ f .
Gebe nun ein δ > 0 vor. Wählt man k = k(δ, ε) mit

∫
(f − vk) < εδ und∫

(fk − ukk) < 1/2k < εδ, so ist für alle l > k auch∫
(f − vl) <

∫
(f − vk) < εδ

und ∫
(fl − ull) < 1/2l < 1/2k < εδ

also (beachte |vl − fl|= fl − vl wegen vl 6 fl, sowie ull 6 vl):∫
|f − fl|6

∫
|f − vl|+

∫
|vl − fl|6

∫
(f − vl) +

∫
(fl − ull) < 2εδ (5.70)
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Nach dem Vergleichslemma ist dann Ul(δ) = U(|f − fl|, δ)) eine abzählbar be-
schränkte Menge mit ϕs(Ul(δ)) < 3ε für alle l > k(δ, ε).

Die Menge N(δ) aller x mit |f(x)− fl(x)|> δ für alle l > 1/δ liegt also in jedem
Ul(δ) für l > 1/δ. Also ist N(δ) eine Nullmenge.

Die Nullmenge N =
⋃
p>1 N(1/p) besteht aus allen x ∈ Rn für die ein p > 1

existiert mit |f(x)− fk(x)|> 1/p für alle k > p. Ihr Komplement U besteht aus den
x ∈ Rn, so daß für jedes p > 1 ein k > p existiert mit |f(x)− fk(x)|< 1/p. Die Folge
fk(x) hat also eine Teilfolge die sich in f(x) häuft und da fk(x) 6 fk+1(x) für alle
k und alle x außerhalb einer Nullmenge N ′, ist für x /∈ N ′ ∪N immer fk(x) 6 f(x)
und damit limk→∞ fk(x) = f(x).

Da also außerhalb einer Nullmenge immer fk(x) 6 f(x) ist, folgt aus (5.70):∫
f −

∫
fk =

∫
(f − fk) =

∫
|f − fk|< ε

für k > k(ε).
Also ist auch

lim
k→∞

∫
fk =

∫
f

und damit alles gezeigt.

Theorem 5.4.1 (Beppo Levi). Es sei fi ∈ C2 eine Folge von C2–Funktionen
mit fi 6 fi+1 und

∫
fi dϕ 6 A.

Dann existiert eine Funktion f ∈ C2 mit fi ↗ f und

lim
i→∞

∫
fi dϕ =

∫
f dϕ.

Beweis. Indem man fi durch fi−f1 ersetzt, kann man fi > 0 annehmen. Außerdem
sei A = limi→∞

∫
fi gesetzt.

Es seien nun

u1k ↘ f1,

u2k ↘ f2 − f1,

u3k ↘ f3 − f2,

· · ·
uik ↘ fi − fi−1

· · ·

monoton fallende Folgen von uik ∈ C1 mit∫
(u1k − f1) < 1/2k+1,∫

(uik − (fi − fi−1)) < 1/2i+k.

Weiter sei usk = u1k+u2k+· · ·+usk ∈ C1. Wegen ui,k+1 6 uik ist auch usk+1 6 u
s
k

und wegen uik > 0 auch usk 6 u
s+1
k .

Es gilt
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usk −

∫
fs =

∫
((u1k − f1) + (u2k − (f2 − f1)) + · · ·+ (usk − (fs − fs−1)) <

1/2k+1 + 1/2k+2 + · · ·+ 1/2s+k < 1/2k

Also ∫
usk <

∫
fs + 1/2k 6 A+ 1/2k.

Damit sind die
∫
usk nach oben beschränkt und es gibt nach vorigem Lemma uk ∈ C1

mit usk ↗s uk. Für das Integral gilt dann∫
uk = lim

s→∞

∫
usk 6 A+ 1/2k

Außerdem ist wegn uk > usk > fs auch∫
uk >

∫
fs > A− η

für jedes η > 0, indem man s genügend groß wählt.
Da usk+1 6 u

s
k ist auch 0 6 uk+1 6 uk. Die u1−uk ∈ C1 bilden also eine monoton

wachsende Folge von Funktionen aus C1. Für die Integrale gilt∫
(u1 − uk) 6

∫
|u1 − uk|6

∫
uk + u1 6 2A+ 1/2 + 1/2k

Die Integralfolge der
∫

(u1 − uk) ist also beschränkt. Es gibt daher nach vorigem
Lemma ein v ∈ C1 mit u1 − uk ↗k v. Es sei dann u = u1 − v ∈ C2. Wir werden
zeigen, daß u das im Satz genannte f ist.

Die Folge uk ↘k u ist eine Folge von Funktionen aus C1, die von oben her im
Sinne von Lemma 5.4.11 gegen u konvergiert, und für die limk→∞

∫
uk =

∫
u gilt.

Es ist ∫
u =

∫
(u− uk) +

∫
uk

Da 0 6
∫

(uk − u) < ε für jedes ε > 0 gemacht werden kann, indem man k > k(ε)
wählt und außerdem für jedes η > 0 auch A − η <

∫
uk 6 A + 1/2k nach obigen

Überlegungen gilt, ergibt sich ∫
u = A = lim

i→∞

∫
fi

Aus uk > usk > fs und uk ↘ u folgt außerdem u > fs für alle s > 1.
Mit Hilfe des Vergleichslemmas zeigen wir jetzt, daß limi→∞ fi(x) = u(x) für

alle x außerhalb einer Nullmenge:
Für ε > 0 und δ > 0 ist für alle s > s(ε, δ)∫

(u− fs) < εδ

Für diese ist also nach dem Vergleichslemma U(u−fs, δ) eine abzählbar beschränkte
Menge mit ϕs(U(u− fs, δ)) < 2ε.

Die Menge U(δ) =
⋂∞
s=1 U(u− fs, δ) ⊆ U(u− fs, δ) ist also eine Nullmenge. Sie

besteht aus allen x ∈ Rn, für die fs(x) 6 u(x)− δ für alle s > 1 ist.
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Bilde nun U =
⋃∞
p=1 U(1/p), eine Nullmenge. Sie besteht aus allen x ∈ Rn, für

die es ein p > 1 gibt, so daß fs(x) 6 u(x) − 1/p für alle s > 1 ist. Also enthält U
genau die x ∈ Rn, für die nicht fs(x) ↗ u(x) gilt. (Wie üblich muß man eigentlich
U noch um die Nullmenge N aller x erweitern, für die fi(x) nicht monoton wächst
oder die anderen benutzten Ungleichungen zwischen Funktionen der Form f 6ϕ g
nicht für f(x) 6 g(x) gelten. Dies sind aber nur abzählbar viele, es bleibt also bei
einer Nullmenge.)

5.4.7 Der Satz von Lebesgue

Theorem 5.4.2 (Lebesgue). Es sei fi ∈ C2 eine Folge von Funktionen, für
die es eine Funktion f : Rn → R gibt, mit

f = lim
i→∞

fi

punktweise fast überall. Weiter sei |fi|6 h mit einer Funktion h ∈ C2.
Dann ist auch f ∈ C2 und man hat

lim
i→∞

∫
fi dϕ =

∫
f dϕ (5.71)

Beweis. Da |fi|6 h ist auch 0 6 f+
i , f

−
i 6 |fi|= f+

i + f−i 6 h. Weiterhin ist
limi→∞ f

+
i = f+ und limi→∞ f

−
i = f−. Nimmt man an, daß der Satz für fi > 0

bereits bewiesen ist, so folgt, daß f+, f− ∈ C2 und außerdem

lim
i→∞

∫
f+
i =

∫
f+

lim
i→∞

∫
f−i =

∫
f−

Also ist auch

lim
i→∞

∫
fi = lim

i→∞

∫
f+
i − lim

i→∞

∫
f−i =

∫
f+ −

∫
f− =

∫
(f+ − f−) =

∫
f

Wir können also fi > 0 annehmen. Man definiert nun für m, k > 1

umk = sup(fm, . . . , fm+k−1)

und
vmk = inf(fm, . . . , fm+k−1).

Es ist umk 6 u
m
k+1 und vmk > v

m
k+1. Weiter ist 0 6 umk 6 h und h > vmk > 0. Also sind

die Integralfolgen
∫
umk nach oben und

∫
vmk nach unten beschränkt. Es existieren

deshalb nach dem Satz von Beppo Levi um, vm ∈ C2 mit umk ↗k um und vmk ↘k vm.
Für sie gilt wegen 0 6 umk 6 h und h > vmk > 0:

0 6um 6 h

0 6vm 6 h
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sowie wegen umk > v
m
k auch

um > vm

Nun ist weiter umk > u
m+1
k−1 für k > 1, also

um > um+1.

Ebenso ist vmk 6 v
m+1
k−1 für k > 1 und deshalb

vm 6 vm+1

Da die Integralfolgen
∫
um > 0 und

∫
vm 6

∫
h beschränkt sind, existieren wieder

nach dem Satz von Beppo Levi u, v ∈ C2 mit

um ↘ u

vm ↗ v

Wir werden zeigen, daß u = v = f mit dem f aus der Formulierung des Satzes.
Es sei nämlich ein x ∈ Rn außerhalb einer geeigneten Nullmenge N : Dann existiert
für jedes ε > 0 ein m0(ε), so daß |f(x)− fm(x)|< ε für alle m > m0 ist. Also ist für

Sx = sup(fm0(x), fm0+1(x), . . .)

auch |f(x)− Sx|6 ε. Nun ist aber um0
k (x) 6 Sx für alle k > 1, also wegen umk ↗ um

auch um0(x) 6 Sx Da um+1 6 um ist sogar um(x) 6 Sx für alle m > m0.
Durch eine duale Überlegung ergibt sich mit m > m′0, daß für

Tx = inf(fm′0(x), fm′0+1(x), . . .)

auch |f(x) − Tx|6 ε und außerdem vm(x) > Tx für alle m > m′0 ist. Es ist also für
m > m0,m

′
0 immer

Sx > um(x) > vm(x) > Tx

mit |f(x)−Sx|< ε und |f(x)−Tx|< ε. Es folgt |f(x)−um(x)|6 ε und |f(x)−vm(x)|6
ε für alle m > m0,m

′
0. Also ist

lim
m→∞

um(x) = lim
m→∞

vm(x) = f(x) = lim
i→∞

fi(x).

für alle x ∈ Rn außerhalb einer geeigneten Nullmenge N .
Es bleibt noch zu zeigen, daß limi→∞

∫
fi =

∫
u =

∫
v =

∫
f ist: Man hat ja

(wegen umk > fm und vmk 6 fm) auch um > fm > vm und deshalb auch
∫
um >∫

fm >
∫
vm. Macht man den Grenzübergang m → ∞ ergibt sich aus

∫
um ↘

∫
u

und
∫
vm ↗

∫
v die Behauptung.

5.5 Fundamentalsätze der Funktionalanalysis

Definition 5.5.1. Eine Teilmenge A ⊆ X eines topologischen Raums X heißt
nirgends dicht in X falls sie keine in X offene Teilmenge U ⊆ X enthält.



5.5 Fundamentalsätze der Funktionalanalysis 245

Theorem 5.5.1 (Bairescher Kategoriensatz). Es sei (X, d) ein vollständiger
metrischer Raum. Weiter sei (Ai)i∈N eine Familie in X nirgends dichter Teil-
mengen Ai ⊆ X.

Dann ist auch
A =

⋃
i∈N

Ai

nirgends dicht.

Beweis. Es enthalte A doch ein U = U0 = B(x0, r0). Dann ist U0 6⊆ A1 und es gibt
eine Kugel B(x1, 2r1) ⊆ U −A1 mit r1 < r0/2 und B(x1, 2r1) ∩A1 = ∅. Wir setzen
U1 = B(x1, r1).

Diese Kugel U1 ist nicht in A2 und es gibt eine Kugel B(x2, 2r2) ⊆ U1 mit
B(x2, 2r2) ∩ A2 = ∅ und r2 < r1/2. Für diese ist auch B(x2, 2r2) ∩ A1 = ∅. Wir
setzen U2 = B(x2, r2).

Induktiv konstruiert man so B(xn, 2rn) ⊆ Un−1 mit rn < rn−1/2 < r0/2
n und

B(xn, 2rn) ∩
⋃n
i=1 Ai = ∅, sowie Un = B(xn, rn) mit Un ∩

⋃n
i=1 Ai = ∅.

Man hat die Inklusionen · · ·Ui−1 ⊇ B(xi, 2r0) ⊇ Ui ⊃ B(xi+1, 2ri+1) ⊇
Ui+1 · · · .

Die xn bilden offensichtlich eine Cauchy–Folge und konvergieren gegen ein x ∈ Ū .
Dieses x liegt in jedem Ui. Es ist nämlich x ∈ Ui und Ui ⊆ B6ri(xi) ⊆ B(xi, 2ri) =
B<2ri(xi) ⊆ Ui−1.

Andererseits ist x ∈ Am für ein bestimmtes m nach Annahme U ⊆ A. Also wäre

Am ∩ Um′ 6= ∅ mit m′ > m im Widerspruch zu Um′ ∩
⋃m′
i=1 Ai = ∅.

Theorem 5.5.2 (Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit). Es sei
(X, d) ein vollständiger metrischer Raum und (Y, ‖·‖) ein normierter Raum.
Weiter sei F ⊆ C0(X,Y ) eine Familie stetiger Funktionen. Für diese gelte

sup
f∈F
‖f(x)‖< Cx <∞

für jedes x ∈ X. Dann gibt es einen offenen Ball B(x0, r) ⊆ X mit

sup
x∈B(x0,r)

sup
f∈F
‖f(x)‖< C

mit einem geeigneten C > 0.

Beweis. Setze Bn = Br6n(0) ⊆ Y , ein System abgeschlossener Teilmengen,
und An =

⋃
f∈F f

−1(Bn), ebenfalls abgeschlossen als Schnitt der abgeschlossenen

f−1(Bn). Es ist dann
⋃
n∈NAn = X, denn für jedes x ∈ X ist {f(x) | f ∈ F} ⊆ Bnx

für ein geeignetes nx ∈ N.

Da X nicht nirgends dicht ist, enthält ein An0 ein offenes U = B(x0, r). Dies ist

der gesuchte offene Ball und es kann C = n0 + 1 gewählt werden.

Theorem 5.5.3 (Banach–Steinhaus). Es sei (X, ‖·‖) ein Banach–Raum
und (Y, ‖·‖) ein normierter Raum. Weiter sei F ⊆ L(X,Y ) eine Familie
linearer, stetiger, also beschränkter Funktionen, und es gelte
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sup
f∈F
‖f(x)‖< Cx <∞

für jedes x ∈ X. Dann ist auch

sup
f∈F
‖f‖ < C <∞

Beweis. Es sei U = U(x0, r) ⊆ X der nach dem vorigem Theorem existierende
offene Ball mit supf∈F supx∈U‖f(x)‖< C. Es gilt für h mit ‖h‖< r, daß f(h) =
f(h+ x0 − x0), also

‖f(h)‖6 ‖f(h+ x0)‖+‖f(x0)‖6 C + Cx0 .

Es ist also f(BX(0, r)) ⊆ BY (0, C+Cx0) unabhängig von f . Also ‖f‖6 (C+Cx0)/r

für alle f ∈ F .

Theorem 5.5.4 (Satz von der offenen Abbildung). Es sei f : X → Y
eine stetige Abbildung f ∈ L(X,Y ) zwischen den Banach–Räumen X, Y .
Dann ist äquivalent

a) f ist surjektiv.
b) f ist offen.

Beweis. Sei zunächst f surjektiv. Es sei Bn = Bn(0, n) ein System offener Kugeln
und Zn = f(Bn) Da f surjektiv, ist Y =

⋃
n f(Bn) =

⋃
n Zn. Also enthält nach dem

Kategoriensatz ein Zn eine offene Kugel

V ′ = V ′(y0, r) ⊆ f(Bn) = Zn

Wähle x0 ∈ X mit f(x0) = y0, so ist f(Bn − x0) dicht in V ′ − y0 = V ′′(0, r) = V ′′.
Da Bn−x0 ⊆ Bn′ für ein geeignetes n′ ist auch f(Bn′) dicht in V ′′(0, r). Homothetie
mit 1/r zeigt: Es ist f(B(0, n′/r)) = f(B(0, s)) dicht in V = V (0, 1). Nenne W =
f(B(0, s)) ∩ V , es ist dicht in V nach Konstruktion.

Für ein beliebiges y ∈ V wähle ein y1 ∈W mit ‖y1−y‖< 1/2 und ein x1 ∈ B(0, s)
mit f(x1) = y1.

Wähle dann ein y2 mit ‖y2−y1‖< 1/2 und ‖y2−y‖< 1/4, so daß y2 ∈ y1 +1/2W
ist.

Es gibt dann ein x2 ∈ 1/2B(0, s) mit f(x2) = y2 − y1.
Wähle nun ein y3 mit ‖y3−y2‖< 1/4 und ‖y3−y‖< 1/8, so daß y3 ∈ y2 +1/4W

ist.
Es gibt dann ein x3 ∈ 1/4B(0, s) mit f(x3) = y3 − y2

Das k-te Glied dieser Folge besteht aus yk mit ‖yk−yk−1‖< 1/2k−1 und ‖yk−y‖<
1/2k, so daß yk ∈ yk−1 + 1/2k−1W ist.

Es ist dann xk ∈ 1/2k−1B(0, s) und es ist f(xk) = yk − yk−1.
Die Summe x1 +x2 +x3 + · · · konvergiert dann gegen ein x mit ‖x‖6 s+1/2s+

1/4s+ · · · = 2s. Für dieses x ist

f(x) = f(x1) + f(x2) + f(x3) + · · · = y1 + (y2 − y1) + (y3 − y2) + · · · = y

Also ist f(B62s(0)) ⊇ V und damit auch f(B(0, 4s)) ⊇ V . Wir haben damit
eine offene Kugel um Null in X gefunden, deren Bild die offene Kugel in Y um Null



5.5 Fundamentalsätze der Funktionalanalysis 247

mit Radius 1 enthält. Damit ist aber f als offene Abbildung nachgewiesen, denn es
ist für eine offene Menge U ⊆ X, wenn man für x ∈ U die Zahl λx so wählt, daß
λxB(0, 4s) + x ⊆ U ist:

f(U) =
⋃
x∈U

f(λxB(0, 4s) + x) =
⋃
x∈U

λxV + f(x) ⊆ Y (5.72)

eine offene Menge, da alle λxV + f(x) offen sind.

Sei schließlich umgekehrt f offen, so enthält f(B(0, 1)) eine offene Menge V =

BY (0, r). Also umfaßt f(B(0, t)) die Kugel tV , also mit wachsendem t alle y ∈ Y .

Proposition 5.5.1. Es sei f : X → Y mit f ∈ L(X,Y ) eine stetige Ab-
bildung zwischen Banach–Räumen X, Y . Ist dann f bijektiv, so ist f−1 ∈
L(Y,X), also stetig.

Theorem 5.5.5 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Es sei f : X →
Y eine lineare Abbildung zwischen den Banach–Räumen. Es ist äquivalent

a) f ∈ L(X,Y )
b) Der Graph von f

Γf = {(x, f(x)) | x ∈ X} ⊆ X × Y

ist abgeschlossen im Banachraum X × Y .
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Algebraische Topologie

6.1 Grundlagen

6.1.1 Methode der azyklischen Modelle

Es sei C eine Kategorie und M eine Menge von Objekten von C.

Definition 6.1.1. Es sei G : C → Ab ein kovarianter Funktor in die Kate-
gorie der abelschen Gruppen.

Es gebe eine Familie
{gj ∈ G(Mj)}j∈J

von Objekten Mj aus M und Elementen gj ∈ G(Mj). Weiter sei für jedes
X ∈ Obj C die Menge

Gbas(X) = {G(f)(gj) ∈ G(X) | f ∈ Hom(Mj , X), j ∈ J} ⊆ G(X)

eine freie Basis von G(X). Dann heißt die Familie {gj ∈ G(Mj)}j∈J eine
Basis des Funktors G.

Der Funktor G heißt freier Funktor auf C mit Modellen aus M.

Anmerkung 6.1.1. Ist h : X → Y aus HomC(X,Y ), so bildet G(h) die Menge
Gbas(X) nach Gbas(Y ) ab. Es ist also auch X 7→ Gbas(X) ein Funktor von C
nach Set. Zusammen mit dem Funktor F : Set → Ab, der jeder Menge die
zugehörige freie abelsche Gruppe zuordnet, gilt also G = F ◦Gbas.

Definition 6.1.2. Es sei G : C → CmplxAb ein Funktor in die Kategorie
der abelschen Komplexe. Dann besteht G aus Teilfunktoren Gq.

Sind alle diese Gq freie Funktoren mit Modellen aus M, so heiße G frei
mit Modellen aus M.

Es sei G : C → CmplxAb ein Funktor in die Kategorie der abelschen
Komplexe. Dann sind kanonisch die Funktoren Hq(G) : C→ Ab durch
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Hq(G)(X) = Hq(G(X)) =

ker (dq(X) : Gq(X)→ Gq−1(X)) / im (dq+1(X) : Gq+1(X)→ Gq(X))

definiert.

Definition 6.1.3. Für eine Kategorie C mit Modellen M heiße ein Funktor
G : C→ CmplxAb ayklisch in den positiven Dimensionen, wenn

Hq(G(M)) = 0

für alle q > 0 und alle M aus M ist.

Definition 6.1.4. Ein Funktor G : C → CmplxAb heiße nichtnegativ,
wenn für q < 0 immer Gq = 0, also Gq(X) = 0 ist.

Theorem 6.1.1. Es sei C eine Kategorie mit Modellen M. Weiter seien

G,G′ : C→ CmplxAb

zwei Funktoren in die Kategorie der abelschen Komplexe.
Es sei G ein freier, nichtnegativer Funktor und G′ azyklisch in den positi-

ven Dimensionen. Dann gilt

1. Ist
τ : H0(G)→ H0(G′)

eine natürliche Abbildung abelscher Gruppen, dann existiert eine natürliche
Abbildung von Komplexen φ : G→ G′, so daß

H0(φ) = τ

ist.
2. Sind φ, ψ : G→ G′ zwei natürliche Abbildungen von Komplexen mit

H0(φ) = H0(ψ)

so existiert eine natürliche Kettenhomotopie k : G→ G′, also ein natürliches
System von Abbildungen mit

k(X)i : Gi(X)→ G′i+1(X)

und
φ(X)i − ψ(X)i = k(X)i−1d(X)i + d′(X)i+1k(X)i

wobei d(X)i : Gi(X) → Gi−1(X) und d′(X)i : G′i(X) → G′i−1(X) die mit
(G, d) und (G′, d′) verbundenen natürlichen Differentiale sind.
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Beweis. 1. Wir konstruieren die φi(X) : Gi(X) → G′i(X) mit wachsenden Indizes
i > 0 von unten nach oben: Betrachte das Diagramm

G0(X) //

u

��

G0(X)/ im d(X)1
//

τ(X)

��

0

ker d′(X)0

⊆

��

// ker d′(X)0/ im d′(X)1
// 0

G′0(X)

Es seien g0j ∈ G0(M0j) die Basiserzeugenden für G0. Setzt man dann in obigem
Diagramm X = M0j , so ergibt sich aus der Konstruktion von u0j := u das Bild
g′0j ∈ G′0(Mj) und allgemein aus f : M0j → X das Bild G(f)(g′0j) ∈ G′0(X) von
G(f)(g0j) ∈ G0(X).

Es seien nun für p < i die natürlichen Transformationen φp(X) : Gp(X) →
G′p(X) schon konstruiert, so daß auch φp−1 ◦ dp = d′p ◦ φp für alle p < i gilt.

Ist nun gij ∈ Gi(Mij), mit {gij ∈ Gi(Mij)} den Basiserzeugenden von Gi, so ist

d′i−1φi−1di(gij) = φi−2di−1di(gij) = 0.

Da Hi−1(G′) = 0 existiert ein g′ij ∈ G′i(Mij) mit

d′ig
′
ij = φi−1di(gij)

Setzt man φi(Mij)(gij) = g′ij , so hat man φi auf den Basiserzeugenden konstruiert.
Allgemein ist dann für f : Mij → X immer

φi(X)(Gi(f)(gij)) = G′i(f)(φi(Mij)(gij)) = G′i(f)(g′ij)

und damit φi(X) : Gi(X)→ G′i(X) für jedes X konstruiert.
2. Schreibt man χ = φ−ψ, so induziert χ : H0(G)→ H0(G′) die Nullabbildung

und es genügt für χ eine natürliche Kettenhomotopie

k(X)i : Gi(X)→ G′i+1(X)

mit
χ(X)i = k(X)i−1d(X)i + d′(X)i+1k(X)i (6.1)

für alle i ∈ Z zu konstruieren. Wir setzen zunächst ki = 0 für alle i < 0. Nun bildet
χ0(X) den Kern ker d0(X) = G0(X) wegen H0(χ) = 0 auf im d′1(X) ab. Wir haben
also Abbildungen

χ(X)0 : G0(X)→ im d′1(X) ⊆ G′0(X)

Für X = M0j und g0j ∈ G0(M0j) ist also χ0(g0j) = d′1(g′0j) mit g′0j ∈ G′1(M0j).
Man definiert nun

k0(M0j)(g0j) = g′0j ∈ G′1(M0j).

Allgemein ist dann für f : M0j → X

k0(X)(G0(f)(g0j)) = G′1(f)(g′0j)
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eine auf der Basis von G0(X), also auf {G(f)(g0j)} festgelegte natürliche Abbildung
k0(X) : G0(X)→ G′1(X).

Damit ist jetzt (6.1) für alle i 6 0 konstruiert. Wir nehmen nun an, daß sie
bereits für i < p konstruiert ist.

Es ist dann

d′p(χp − kp−1dp) = χp−1dp − d′pkp−1dp = (χp−1 − d′pkp−1)dp = kp−2dp−1dp = 0

für jedes X aus C. Es liegt also für gpj ∈ Gp(Mpj)

g′pj = (χp − kp−1dp)(gpj) ∈ G′p(Mpj)

in ker d′(Mpj)p.
Da Hp(G

′) = 0 ist also g′pj = d′(Mpj)p+1(g′′pj) mit g′′pj ∈ G′p+1(Mpj). Setzt man
nun

kp(Mpj)(gpj) = g′′pj

so hat man kp auf die gpj ∈ Gp(Mpj) ausgedehnt. Für beliebiges X und alle Abbil-
dungen f : Mpj → X ist dann

kp(X)(Gp(f)(gpj)) = G′p+1(f)(g′′pj)

und damit kp(X) auf der Basis {Gp(f)(gpj)} von Gp(X) eindeutig festgelegt. Es ist

nach Konstruktion klar, daß jetzt auch (6.1) für i = p gilt.
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7.1 Kapitel 2

7.1.1 Übungsaufgabe 2.23

Es sei ν = ν2,2 : P2 → P5 die quadratische Veronese–Abbildung. Weiter sei
C ⊆ P2 eine Kurve vom Grad d. Zeige, daß ν(C) den Grad 2d hat.

Allgemein sei ν = νn,d : Pn → PN die Veronese–Abbildung vom Grad d.
Weiter sei X ⊆ Pn eine Varietät mit Dimension k und Grad e. Dann ist

deg ν(X) = dke (7.1)

Beweis. degX ist die Anzahl der Schnittpunkte von ν(X) mit k generischen Hy-
perebenen im PN : Man hat

ν∗[X] ∩H1 ∩ · · · ∩Hk = ν∗([X] ∩ ν∗H1 ∩ · · · ∩ ν∗H1) (7.2)

Nun ist ν∗Hi = Ki eine Hyperfläche vom Grad d in Pn. Der Schnitt der Varietät X

vom Grad e mit k generischen Hyperflächen vom Grad d ist also ein nulldimensio-

naler Zykel vom Grad edk, wie verlangt.

7.1.2 Übungsaufgabe 2.24

Es sei σ = σr,s : Pr×Ps → P(r+1)(s+1)−1 die Segre–Abbildung undX ⊆ Pr×Ps
eine Untervarietät der Kodimension k. Die Klasse [X] ∈ Ak(Pr × Ps) sei
gegegeben durch

[X] =
∑
i

ciα
k−iβi (7.3)

wobei ci = 0 ist, falls i > s oder k − i > r ist. Die Elemente α,β sind die
Urbilder der Hyperebenenklassen aus A1(Pr), A1(Ps) in A1(Pr × Ps).

a) Es ist ci > 0 für alle i.
b) Was ist der Grad von σ(X) ⊆ P(r+1)(s+1)−1?
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c) Ein linearer Teilraum Λ ⊆ Σr,s = σ(Pr × Ps) liegt entweder in der Faser
von Pr × Ps → Pr oder in der Faser von Pr × Ps → Ps jeweils über einem
abgeschlossenen Punkt.

Beweis. b) Es ist deg σ(X) gleich dem Schnitt von dimX = r + s − k Hyper-
flächen im P(r+1)(s+1)−1 mit σ(X):

σ∗[X] ∩H1 ∩ · · · ∩Hr+s−k = σ∗([X] ∩ σ∗H1 ∩ · · · ∩ σ∗Hr+s−k)

Der Schnitt rechts ist in A(Pr × Ps) = Z[α, β]. Da α+ β die Klasse von σ∗(Hi) ist,
folgt, daß deg σ(X) der Koeffizient von αrβs in folgendem Ausdruck ist:

[X](α+ β)r+s−k =
∑
i,j

ciα
k−iβi

(
r + s− k

j

)
αjβr+s−k−j =

∑
i,j

ci

(
r + s− k

j

)
αk+j−iβr+s−k−j+i = (7.4)

In dieser Summe muß k+ j− i = r sein, da für k+ j− i < r auch r+s−k− j+ i > s
wäre, und der Summand verschwände. Also können wir i = k + j − r setzen und
erhalten

deg σ(X) =

r+s−k∑
j=0

ck+j−r

(
r + s− k

j

)
(7.5)

c) Ein linearer Teilraum von P(r+1)(s+1)−1 also σ(Λ′) = Λ ⊆ Σr,s mit Kodimen-
sion k in Σr,s, also der Dimension r+s−k schneidet sich mit r+s−k–Hyperebenen
in P(r+1)(s+1)−1 zu einem Produkt mit Vielfachheit 1. Es ist also deg σ(Λ′) = 1.

Damit für X = Λ′ in der Gleichung (7.5) der Wert 1 herauskommt, muß j = 0
bzw. j = r + s − k sein, und der Wert ck−r = 1 bzw. cs = 1 und alle anderen Null
sein. Das entspricht [X] = αrβk−r bzw. [X] = αk−sβs.

Ist nun [X] = αrβk−r, so ist [X] · [Er × Ek−r] = 1, wobei Ei für einen linearen
Teilraum der Dimension i stehe. Diese seien generisch gewählt, so daß

[X] · [Er × Ek−r] = X ∩ (Er × Ek−r) = {pt.}

Also muß für die Projektion π1 : Pr × Ps → Pr gelten, daß π1(X) = {pt.} ist, also
X ⊆ π−1

1 ({pt.}) wie behauptet.

Genauso argumentiert man im Fall [X] = αk−sβs und damit ist die Behauptung

gezeigt.

7.1.3 Übungsaufgabe 2.25

Es sei ϕ : P2 → P2 die rationale Abbildung

ϕ : (x0, x1, x2) 7→ (1/x0, 1/x1, 1/x2) = (x1x2, x0x2, x0x1) (7.6)

Es sei Γϕ ⊆ P2 × P2 der Graph von ϕ. Was ist [Γϕ] ∈ A2(P2 × P2)?

Beweis. Es sei A(P2 × P2) = Z[α, β]/(α3, β3). Da dimΓϕ = 2 folgt
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[Γϕ] = c0α
2 + c1αβ + c2β

2

Man bestimmt die Koeffizienten ci durch Schnitte mit Ei × Ej , Produkten von
generischen linearen Teilräumen. Zunächst ist

c0 = [Γϕ][E2 × E0] = #{(p, q) ∈ P2 × {P} | ϕ(p) = q = P} = 1

und
c2 = [Γϕ][E0 × E2] = #{(p, q) ∈ {P} × P2 | q = ϕ(p) = ϕ(P )} = 1

Es bleibt c1 = [Γϕ][E1 × E′1], wobei E1, E
′
1 generische Geraden in P2 sind. Wir

suchen also #{(p, q) ∈ E1 × E′1 | ϕ(p) = q} = #(ϕ(E1) ∩ E′1).
Nun ist ϕ(E1) eine Quadrik in P2, die durch die drei ausgezeichneten Punkte

Q0, Q1, Q2 ∈ P2 geht. Diese sind

Q0 = (1 : 0 : 0), Q1 = (0 : 1 : 0), Q2 = (0 : 0 : 1).

Sind l0, l1, l2 ⊆ P2 die drei ausgezeichneten Geraden

x0(l0) = 0, x1(l1) = 0, x2(l2) = 0

so wird l0 auf Q0, l1 auf Q2 und l2 auf Q2 abgebildet. Die Schnittpunkte li ∩ E1

werden also auf Q0, Q1, Q2 abgebildet. Gleiches gilt für li ∩ E′′1 mit einer anderen
Geraden E′′1 . Die Quadriken ϕ(E1), ϕ(E′′1 ) schneiden sich also in vier Punkten, drei
davon sind Q0, Q1, Q2, der vierte Q′ ist das Bild von P = E1 ∩ E′′1 .

Es ist also ϕ(E1) eine Quadrik in P2, die sich mit einem generischen E′1 in zwei

Punkten schneidet. Damit ist c1 = 2.

7.1.4 Übungsaufgabe 2.26

Es sei σ : P2 × P2 → P8 die Segre–Abbildung. Finde die Klasse des Graphen
Γσ von σ in A(P2 × P2 × P8)!

Beweis. Es sei A(P2×P2×P8) = Z[α, β, γ]/(α3, β3, γ9). Die Dimension von Γσ
ist 4, also die Kodimension 4 + 8− 4 = 8.

Es ist deshalb
[Γσ] =

∑
i+j+k=8
i62,j62,
k68

ci,j,kα
iβjγk (7.7)

Es ist dann (wieder steht Ei für einen generischen Teilraum der Dimension i):

ci,j,k = deg[Γσ][Ei × Ej × Ek] =

= deg σ∗[Ei × Ej ][Ek] = degZ[α,β][Ei × Ej ][σ
∗Ek] =

= degZ[α,β] α
2−iβ2−j(α+ β)8−k = degZ[α,β]

(
8− k
i

)
α2β2−j+8−k−i =

= degZ[α,β]

(
8− k
i

)
α2β2 =

(
8− k
i

)
=

(
8− k
j

)
(7.8)
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7.1.5 Übungsaufgabe 2.27

Es sei s : P2 × P2 → P2∗ die rationale Abbildung, die (p, q) ∈ P2 × P2 die
Gerade pq zuordnet. Finde die Klasse des Graphen Γs in A(P2 × P2 × P2∗)!

Beweis. Es sei A(P2×P2×P2∗) = Z[α, β, γ]/(α3, β3, γ3). Es ist dimΓs = 4, also
Kodimension gleich 6− 4 = 2. Man hat also

[Γs] =
∑

i+j+k=2
i62,j62,k62

ci,j,kα
iβjγk (7.9)

Durch Schnitte mit Ei × Ej × Ek ermitteln wir:

ci,j,k = [Γs][Ei × Ej × Ek] = #(s(Ei × Ej) ∩ Ek) (7.10)

Wir diskutieren die einzelnen Fälle getrennt:
a) Es sei k = 2, i = 0, j = 0: Zwei Punkte P,Q ∈ P2 werden auf eine beliebige

Gerade P,Q in P2∗ abgebiltet. Ergebnis: c0,0,2 = 1.
b) Es sei k = 1, i = 0, j = 1: Ek ist eine Gerade in P2∗, also ein Büschel von

Geraden in P2 mit Büschelpunkt R. Ei = P ein Punkt in P2, Ej ist eine Gerade
in P2. Wie viele Punkte (P,Q) ∈ P × Ej werden auf eine Gerade des Büschels
abgebildet? Genau ein Paar (P,Q) wobei Q der Schnitt von Ej mit PR ist.

Es ist also c0,1,1 = c1,0,1 = 1.
c) Es sei k = 0, i = 2, j = 0: Wie viele (P,Q) ∈ P2 × Q werden auf eine feste

generische Gerade l in P2 abgebildet? Keine, wenn Q nicht auf l liegt, was der
generische Zustand ist. Also c2,0,0 = c0,2,0 = 0.

d) Es sei k = 0, i = 1, j = 1: Wie viele (P,Q) ∈ Ei × Ej mit Ei, Ej generischen
Geraden in P2 werden auf eine generische Gerade l in P2 abgebildet? Genau ein Paar
(P,Q), nämlich P = l ∩ Ei und Q = l ∩ Ej .

Also ist c1,1,0 = 1.

7.1.6 Übungsaufgabe 2.28

Es sei X ⊆ Pn eine Hyperfläche vom Grad d. Die Hyperfläche X sei außer-
halb eines gewöhnlichen Doppelpunktes P ∈ X glatt. (Es sei also TPX, der
Tangentialkegel von X bei P , eine glatte Quadrik).

Es bezeichne X∗ ⊆ Pn∗ die duale Hyperfläche. Was ist der Grad von X∗?
(Antwort: d(d− 1)n−1 − 2).

Beweis. Es sei f(X0, . . . , Xn) = 0 die Gleichung der Hyperfläche X, ein homo-
genes Polynom vom Grad d.

Die rationale Abbildung G : X → Pn∗ ist

G : X → Pn∗ (7.11)

(x0 : . . . : xn) 7→ (Y0 : . . . : Yn) = (
∂f

∂X0
|(x0:···:xn) : . . . :

∂f

∂Xn
|(x0:···:xn)) (7.12)

Die Varietät G(X) = X∗ ⊆ Pn∗ ist auch eine Hyperfläche. Ihr Grad d′ ist die Anzahl
der Punkte beim Schnitt von G(X) mit n− 1 generischen Hyperebenen

Hj = V (aj0Y0 + · · ·+ ajnYn)
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im Pn∗.
Jede Hyperebene Hj ⊆ Pn∗ zieht sich über G∗ zurück zu einer Hyperfläche

Kj = G∗Hj ⊆ Pn vom Grad d− 1:

Kj = G∗Hj = V (aj0
∂f

∂X0
+ · · ·+ ajn

∂f

∂Xn
)

wobei aj0, . . . , a
j
n ∈ k generisch gewählte Konstanten aus dem Grundkörper k sind.

Wir nehmen nun an, daß der singuläre Punkt P von X gleich (1 : 0 : . . . : 0) ist.
Es hat dann f(X0, . . . , Xn) nach einer geeigneten projektiv–linearen Koordinaten-
transformation die Form

Xd−2
0 X2

1 + · · ·+Xd−2
0 X2

n + g(X0, . . . , Xn)

wobei der Grad von g in X1, . . . , Xn größer als 2 ist. Der Tangentialkegel von X bei
P ist also

V (x2
1 + · · ·+ x2

n) ⊆ Spec (k[x1, . . . , xn])

Einschub: Der Tangentialkegel von V (I) ⊆ Spec (A) bei m ⊆ A, maximales Ideal,
ist ja

Spec

(∑
r>0

(mr + I)/(mr+1 + I)

)
Geht man von der Sequenz 0 → I → A → A/I → 0 und den unterliegenden
Filtrierungen mr ∩ I, mr, mr + I/I aus, so folgt aus

0→ grm I → grmA→ grm(A/I)→ 0

daß
(mr + I)/(mr+1 + I) = (mr/mr+1)/(mr ∩ I + mr+1)/mr+1

Nebenbemerkung: Man verwende die Identitäten

(a + b)/b = a/(a ∩ b)

und
(mr ∩ I) + mr+1 = mr ∩ (mr+1 + I)

Es ist also

TmV (I) = V (grm I) = V ({fh = f + mr+1 | f ∈ I ∩mr, f /∈ mr+1}) ⊆ Spec (grmA)

Es steht hier fh für den homogenen Anteil vom kleinsten Grad von f bezüglich der
Filtrierung mr von A.

In unserem Beispiel ist A = k[x1, . . . , xn] und V (m) = P = (0, . . . , 0). Für TPX
ist dann I = f(1, x1, . . . , xn)A und grP I = (x2

1 + · · ·+ x2
n).

Für die Tangentialkegel der Kj = G∗Hj bei P gilt wegen

Kj = V (

n∑
i=0

aji
∂f

∂Xi
)

und
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∂f

∂X0
= (d− 2)Xd−3

0 (X2
1 + · · ·+X2

n) +
∂g

∂X0
(7.13)

∂f

∂Xi
= 2Xd−2

0 Xi +
∂g

∂Xi
(7.14)

daß
TPKj = V (2(aj1x1 + · · ·+ ajnxn)) ⊆ Spec (k[x1, . . . , xn])

(Man setze X0 = 1 und Xi = xi in dem homogenen Polynom
∑n
i=0 a

j
i
∂f
∂Xi

und
behalte nur den in x1, . . . , xn homogenen Anteil niedrigsten Grades, also hier den
linearen Anteil).

Man erkennt, daß bei generischer Wahl der aji die Tangentialkegel TPX und
TPKj sich nur in P treffen, also projektiv disjunkt sind.

Weiterhin ist multP Kj = 1 und nach Voraussetzung multP X = 2. Da die Tan-
gentialkegel projektiv disjunkt sind, ist (Proposition 1.29 von [3264 and all that]):

deg(K1 ∩ · · · ∩Kn−1 ∩X)P = (multP X)

n−1∏
j=1

(multP Kj) = 2

Die Hyperflächen K1, . . . ,Kn−1 schneiden X also in d(d− 1)n−1 Punkten, zu denen
immer P gehört, dort ist die Schnittmultiplizität gleich 2.

Der Punkt P gehört aber nicht zum Definitionsbereich von G, da dort alle ∂f
∂Xi

verschwinden. Daher ist dieser Punkt aus der Zählung auszunehmen und es ergibt
sich schließlich für den Grad von G(X):

d′ = d(d− 1)n−1 − 2

7.1.7 Übungsaufgabe 2.29

Es sei X ⊆ Pn eine Untervarietät der Dimension k und vom Grad d. Weiter
sei P ∈ X der einzige singuläre Punkt von X und es sei m = multP X die
Multiplizität von X in P , also der Grad des Tangentialkegels TPX.

Die Projektion πP : Pn − P → Pn−1 induziere eine birationale Abbildung
πP : X −P → X ′ = πP (X −P ). Was ist der Grad von X ′? (Antwort: d−m).

Beweis. Zunächst überlegen wir uns, daß für k < n − 1 die Abbildung πP :
X − P → Pn−1 im Allgemeinen injektiv ist, also eine Birationalität aufs Bild X ′

induziert.
Es sei

Φ = {(R,S) ∈ X ×X | PRS ist eine Gerade}
Das Bild von Φ in X unter der ersten (oder zweiten) Projektion ist die Menge der
Q ∈ X, für die π−1

P (πP (Q)) aus mehr als einem Punkt besteht.
Die Bedingung

”
PRS ist eine Gerade“ entspricht der Bedingung, daß die Matrixp0 · · · pn

r0 · · · rn
s0 · · · sn


Rang 2 hat, also alle 3× 3–Minoren verschwinden.

Dies entspricht n − 1 unabhängigen Bedingungen für eine 2k–dimensionale Va-
rietät. Damit dimΦ > k ist, muß also 2k − (n− 1) > k gelten, also k > n− 1 sein.
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Somit ist für k < n− 1 das Bild von Φ in X (unter der ersten oder zweiten Projek-
tion) generisch stets eine echte Teilmenge und damit πP : X − P → X ′ generisch
birational.

Die Abbildung πP : Pn − P → Pn−1 induziert eine Abbildung π̃P : B → Pn−1,
wobei B = BlP Pn die Aufblasung von Pn in P ist. Die Strikttransformierte von
X ⊆ Pn sei X̃ und man hat nach Proposition 2.14

[X̃] = (d−m)λk +mγk (7.15)

in A(B) mit den dortigen Bezeichnungen.
Es ist π̃P (X̃) = πP (X − P ) = X ′. Für den Grad von X ′ gilt

degX ′ = deg(π̃P∗(X̃) ∩H1 ∩ · · · ∩Hk) (7.16)

wobei H1, . . . , Hk generische Hyperebenen in Pn−1 sind. Nach der Projektionsformel
gilt

π̃P∗([X̃]) ∩H1 ∩ · · · ∩Hk = π̃P∗
(

[X̃] ∩ π̃∗PH1 ∩ · · · ∩ π̃∗PHk
)

(7.17)

Nun ist aber π̃∗PHj nichts anderes als γn−1 und somit

π̃∗PH1 ∩ · · · ∩ π̃∗PHk = γn−k

Nach Proposition 2.13 ist λkγn−k = λk+n−k−n = λ0, denn k + (n − k) = n > n.

Weiter ist γkγn−k = 0, denn k + (n − k) 6> n + 1. Berücksichtigt man nun (7.15),

(7.16) und (7.17), so ergibt sich insgesamt degX ′ = d−m.

7.1.8 Übungsaufgabe 2.31

Es sei für t 6= 0 die Abbildung At : Pr → Pr gegeben durch

At(x0 : . . . : xr) = (x0 : tx1 : t2x2 : . . . : trxr)

Weiter sei Φ ⊆ A1 × Pr × Pr der Abschluß von

Φ◦ = {(t, p, q) | t 6= 0, At(p) = q}

Bestimme die Faser Φt=0 über t = 0 und leite daraus die Formel für die Klasse
der Diagonalen [∆(Pr)] in Pr × Pr ab!

Beweis. Es sei R = k[t] und S ⊆ S′ = R[x0, . . . , xr, y0, . . . , yr] der Unterring
der in den xi und den yj vom gleichen Grad homogenen Polynome. Weiterhin sei
S◦ = S[1/t] = St.

Ist p = (x0 : . . . : xr) und q = (y0 : . . . : yr), so drückt sich die Bedingung
At(p) = q durch das Verschwinden der 2× 2–Minoren in(

x0 tx1 t
2x2 · · · trxr

y0 y1 y2 · · · yr

)
aus. Dies ergibt die Polynome

yjxit
i − yixjtj = γ′ji
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mit j > i. Dividieren wir durch ti entstehen die

yjxi − tj−iyixj = γji

Es sei I ′ = (γji) ⊆ S das von den γji erzeugte Ideal in S.
Wir zeigen, daß (S/I ′)(xkyl) für k, l = 0, . . . , r immer ein Integritätsring ist.

Damit ist V (I ′) ⊆ proj (S) eine irreduzible Varietät.
Für j > i beginnen wir mit

yjxi − tj−iyixj = γji

dividieren durch xkyl und erhalten

yj
yl

xi
xk
− tj−i yi

yl

xj
xk

=
γji
xkyl

Wir setzen i = k und erhalten mit der Nebenbedingung j > k:

yj
yl
− tj−k yk

yl

xj
xk

= αjkl

Indem man mit γij statt mit γji beginnt erhält man denselben Ausdruck für αjkl
und j < k.

Wir können also alle
yj
yl

mit j 6= k durch
xj
xk

und yk
yl

ausdrücken. Ist k = l, so

sind dies alle
yj
yl

und für k 6= l ist mit j = l

1− tl−k yk
yl

xl
xk

= 0

Man rechnet aus, daß alle Erzeuger (γrs)r>s von I ′ modulo den αjkl in S(xkyl)

verschwinden, also das Ideal I ′(xkyl) von den αjkl erzeugt wird.
Also ist für k = l der Ring

(S/I ′)(xkyl) = R[
xj
xk
,
yj
yl

]/(αjkl) = R[
xj
xk

]

offensichtlich ein Integritätsring.
Ebenso ist für k 6= l der Ring

(S/I ′)(xkyl) = R[
xj
xk
,
yj
yl

]/(αjkl) = R[
xj
xk
,
yk
yl

]/(1− tl−k yk
yl

xl
xk

)

ein Integritätsring. Damit ist V (I ′) als integres Schema, also als Varietät, nachge-
wiesen, denn die D+(xkyl) überdecken proj (S).

Setzen wir I ′′ = I ′S◦, so ist V (I ′′) = Φ◦. Auf D+(xkyl) gilt

I ′′(xkyl) = I ′(xkyl)S
◦
(xkyl)

Da I ′(xkyl) prim in S(xkyl) und t /∈ I ′(xkyl) ist I ′′(xkyl) prim in S◦(xkyl) und man hat

I ′′(xkyl) ∩ S(xkyl) = I ′(xkyl)

Nun ist Φ◦ ∩ D+(xkyl) = V (I ′′(xkyl)) ein integres Schema, da I ′′(xkyl) prim
in S◦(xkyl). Also ist auch Φ◦ selbst eine Varietät, denn die D+(xkyl) überdecken
proj (S◦).
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Das zu Φ◦ gehörige Ideal I◦ = I(Φ◦) ⊆ S◦ ist also ein Primideal und man hat
I◦ ⊇ I ′′ sowie

I◦(xkyl) = I ′′(xkyl)

denn I ′′(xkyl) ist das Primideal von Φ◦ ∩ D+(xkyl) und das gleiche gilt von I◦(xkyl).
Aus diesen Beziehungen können wir aber schon

I◦ = I ′′

schließen. Wir nehmen dafür eine irredundante Primärzerlegung

I ′′ = Q1 ∩ · · · ∩Ql

und schließen aus I◦(xkyl) = I ′′(xkyl), daß jedes Qj mit xkyl /∈ Qj gleich I◦ sein muß.
Damit bleibt außer I◦ im Schnitt nur das irrelevante Ideal (xkyl)kl = S◦+, das aber
wegen S◦+ ⊇ I◦ ⊇ I ′′ vernachlässigt werden kann.

Wie oben erwähnt ist auch V (I ′) ⊆ proj (S) eine irreduzible Varietät und damit
I = I(V (I ′)) ein Primideal in S. Weiterhin ist I(xkyl) = I ′(xkyl)

Setzt man nun wieder eine irredundante Primärzerlegung an

I ′ = Q1 ∩ · · · ∩Ql

und betrachtet die Lokalisierungen I ′(xkyl) = I(xkyl), so kann man ebenso wie oben
erschließen, daß jedes Qj mit xkyl /∈ Qj gleich I ist. Also ist, wie oben gefolgert,
auch I ′ = I.

Für das Primideal J = I(Φ) gilt die Beziehung I ′′∩S = J . Es ist dann J(xkyl) =
I ′(xkyl) und mit einer erneuten Betrachtung einer irredundanten Primärzerlegung

J = Q1 ∩ · · · ∩Ql

erschließt man J = I ′. Die Varietät Φ hat also als Ideal I(Φ) = I ′ = I.

7.1.9 Übungsaufgabe 2.32

Es sei
Ψ = {(p, q, r) ∈ Pn × Pn × Pn | p, q, r kollinear in Pn}

Bemerkung: Die Menge Ψ enthält alle Diagonalen.

a) Zeige: Ψ ist eine abgeschlossene Untervarietät in Pn × Pn × Pn von der
Kodimension n− 1.

b) Finde die Klasse
ψ = [Ψ ] ∈ An−1(Pn × Pn × Pn)

mit der Methode der unbestimmten Koeffizienten.

Beweis. a) Legt man zwei Punkte p, q ∈ Pn beliebig fest, so liegen die möglichen
r ∈ Pn mit p, q, r kollinear auf einer eindimensionalen Geraden durch p, q. Also
ist die Dimension von Ψ gleich n + n + 1 = 2n + 1 und die Kodimension gleich
3n− (2n+ 1) = n− 1.

b) Mit A((Pn)3) = Z[α, β, γ]/(αn+1, βn+1, γn+1) ist
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[Ψ ] =
∑

i+j+k=n−1

ci,j,kα
iβjγk

Es ist ci,j,k = Ψ ∩(Ei×Ej×Ek) mit allgemeinen linearen Teilräumen Ei, Ej , Ek der
Dimensionen i, j, k. Man sucht also kollineare p, q, r mit p ∈ Ei, q ∈ Ej und r ∈ Ek.
Also mit r im Schnitt aller Geraden durch p, q mit Er. Es seien Vi, Vj , Vk ⊆ V die
zugehörigen linearen Unterräume für Pn = P(V ) und dimV = n+ 1.

Es ist dann dimVi = i+ 1, dimVj = j + 1 und dimVk = k + 1 und i+ 1 + j +

1 + k+ 1 = n+ 2. Insbesondere ist dim(Vi + Vj) 6 n+ 1. Man kann also Ei und Ej
so wählen, daß Vi ∩ Vj = (0) und dim(Vi + Vj) = i+ 1 + j + 1 ist. Der Vektorraum

Vi + Vj entspricht den Geraden durch p ∈ Ei und q ∈ Ej . Der allgemeinste Schnitt

mit Ek entspricht dem allgemeinsten Schnitt von Vi + Vj mit Vk. Er hat also die

Dimension dim(Vi + Vj) + dimVk − dimV = i+ 1 + j + 1 + k + 1− (n+ 1) = 1 im

affinen Urbild. Damit entspricht er also affin einem eindimensionalen Teilraum von

V oder projektiv einem einzigen, genau bestimmten Punkt. Also ist ci,j,k = 1 für

alle i+ j + k = n− 1.

7.1.10 Übungsaufgabe 2.33

Es seien (F0, . . . , Fr) und (G0, . . . , Gr) zwei allgemeine (r + 1)–Tupel von
homogenen Polynomen in r + 1 Veränderlichen mit den jeweiligen Graden d
und e.

Sie definieren zwei reguläre Abbildungen f : Pr → Pr und g : Pr → Pr
durch

f(x0 : . . . : xr) = (F0(x) : . . . : Fr(x))

und
g(x0 : . . . : xr) = (G0(x) : . . . : Gr(x)).

Für wieviele Punkte x = (x0 : . . . : xr) ist f(x) = g(x)?

Beweis. Es sei A(Pr × Pr) = Z[α, β]/(αr+1, βr+1). Es ist dann

Γf =

r∑
i=0

diαiβr−i

und

Γg =

r∑
j=0

ejαjβr−j

Der Schnitt ergibt

Γf · Γg =

r∑
i=0

r∑
j=0

diejαi+jβ2r−(i+j)

Ist i+ j < r, so ist 2r− (i+ j) > r und β2r−(i+j) = 0. Ist i+ j > r, so ist αi+j = 0.
Also ist i+ j = r und man hat

Γf · Γg =
∑
i+j=r

diejαrβr

Damit ist die Mächtigkeit von {x ∈ Pr | f(x) = g(x)} gleich

deg(Γf · Γg) =
∑
i+j=r

diej
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7.1.11 Übungsaufgabe 2.34

Betrachte den Ort Φ ⊆ (P2)4 von 4–Tupeln kollinearer Punkte (p, q, r, s) in
P2.

Finde die Klasse ϕ = [Φ] ∈ A2((P2)4) mit der Methode der unbestimmten
Koeffizienten.

Beweis Es sei A((P2)4) = Z[a, b, c, d]/(a3, b3, c3, d3) und

ϕ =
∑

i+j+k+l=2

ci,j,k,la
ibjckdl

Die Kodimension 2 ergibt sich aus der Tatsache, daß wir in Ψ zwei Punkte
(z.B. p,q) beliebig festlegen und die zwei anderen (also r,s) auf der Gerade durch
p, q wandern lassen können. Dies ergibt 2+2+1+1 = 6 als Zahl der Freiheitsgrade.

Wieder ist ci,j,k,l die Mächtigkeit von Ψ ∩ (Ei × Ej × Ek × El) mit generischen
linearen Teilräumen Ei, Ej , Ek, El ⊆ P2 mit den Dimensionen i, j, k ,l. Es genügt
c1,1,0,0 und c2,0,0,0 zu bestimmen, die anderen ergeben sich aus der Symmetrie des
Problems unter S4.

Seien also Ei = E1 und Ej = E′1 zwei generische Geraden und Ek = E0 und
El = E′0 zwei generische Punkte. Man zieht die Gerade durch r = E0 und s = E′0.
Ihre Schnitte mit E1 bzw. E′1 sind p bzw. q und damit eindeutig bestimmt. Es ist
also c1,1,0,0 = 1.

Es bleibt c2,0,0,0 zu bestimmen: Ei = P2 und Ej , Ek, El = q, r, s drei generische
Punkte. Durch diese geht aber im allgemeinen keine Gerade. Also ist c2,0,0,0 = 0.

Insgesamt hat man also

ϕ = ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd.

7.1.12 Übungsaufgabe 2.35

Mit Φ ⊆ (P2)4 wie in der vorigen Übungsaufgabe bestimme die Klasse ϕ =
[Φ] durch Anwendung des Ergebnisses von Übungsaufgabe 2.32 auf den Ort
Ψ ⊆ (P2)3 von Tripeln kollinearer Punkte in P2:

Betrachte im einzelnen den Schnitt der Orte Ψ1,2,3 bzw. Ψ1,2,4 von 4–
Tupeln (p1, p2, p2, p4) mit (p1, p2, p3) bzw. (p1, p2, p4) kollinear.

Beweis. Wieder sei A((P2)4) = Z[a, b, c, d]/(a3, b3, c3, d3). Es ist dann die Kodi-
mension von Ψ1,2,3 und Ψ1,2,4 in (P2)3 gleich n− 1 = 2− 1 = 1. Man hat also nach
Übungsaufgabe 2.32:

[Ψ1,2,3] = a+ b+ c (7.18)

[Ψ1,2,4] = a+ b+ d (7.19)

Das Produkt ist

[Ψ1,2,3] · [Ψ1,2,4] = a2 + 2ab+ b2 + ac+ bc+ cd+ ad+ bd

Dieses Produkt enthält aber auch alle Punkte (p, p, r, s), die in Ψ1,2,3 und in Ψ1,2,4,
aber nicht notwendig in Ψ liegen. Ihre Klasse ist die Klasse der Diagonale δ in
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Z[a, b]/(a3, b3), also gleich a2 + ab + b2. Zieht man diesen Ausdruck oben ab, so
entsteht als Differenz wieder

ϕ = ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd

wie in der vorigen Übungsaufgabe.

7.1.13 Übungsaufgabe 2.36

Es seien A, B und C : P2 → P2 drei allgemeine Automorphismen von P2. Für
wieviele Punkte p ∈ P2 sind p, A(p), B(p) und C(p) kollinear?

Beweis. Es sei

Γ = {(p,Ap,Bp,Cp) ∈ (P2)4 | p ∈ P2}

Offensichtlich ist dimΓ = 2, also codimΓ = 6. Man hat also

γ = [Γ ] =
∑

i+j+k+l=6

ci,j,k,la
ibjckdl

Bis auf Symmetrien sind nur c0,2,2,2 und c1,1,2,2 zu bestimmen. Wie üblich geschieht
das durch Schnitte mit linearen Teilräumen.

Zunächst ist natürlich Γ ∩E0×E2×E′2×E′′2 gleich (p,Ap,Bp,Cp) mit p = E0,
also c0,2,2,2 = 1.

Weiterhin ist Γ ∩ E1 × E′1 × E2 × E′2 gleich der Menge aller Punkte p auf der
Geraden E1, für die Ap auf der Geraden E′1, also p auf der Geraden A−1E′1 liegt.
Damit ist p der eindeutige Punkt auf dem Schnitt E1∩A−1E′1 und auch c1,1,2,2 = 1.

Wir können also schreiben
γ = γ1 + γ2

mit
γ1 = a2b2c2 + a2b2d2 + a2c2d2 + b2c2d2

und
γ2 = abc2d2 + ab2cd2 + ab2c2d+ a2bcd2 + a2bc2d+ a2b2cd

Man erkennt leicht, daß für ϕ = ab + ac + ad + bc + bd + cd aus den vorigen
Übungsaufgaben gilt ϕ · γ1 = 0 und ϕ · γ2 = 6a2b2c2d2, indem in dem zweiten
Ausdruck jeder Term von ϕ seinen eindeutigen Partner in γ2 findet.

Es ist also die Anzahl der kollinearen p,Ap,Bp,Cp im allgemeinen gleich 6.

7.1.14 Aufblasung von P3 in einer Geraden L ⊆ P3

Es sei L ⊆ P3 eine Gerade und X̃ = BlL P3 die Aufblasung von P3 bei L.
Dann ist X̃ der Abschluß Φ der Inzidenzvarietät

Φ◦ = {(p, q) ∈ P3 × L′ | p /∈ L, p ∈ (q, L)}

wobei L′ für eine zu L windschiefe Gerade und (q, L) für die von q und L
aufgespannte Ebene steht.
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Es sei α : Φ → L′ = P1 die Projektion auf den zweiten Faktor. Dann
ist α ein Ebenenbündel mit Faser isomorph zu P2. Man wähle eine Ebene
W ⊆ P3, die L nicht enthält und eine Gerade G ⊆ W . Nenne W̃ die strikt-
Transformierte von W , entsprechend ist G̃ = G. Weiter sei Γ ′0 ⊆ Γ ′1 = L′ = P1

eine aufsteigende Folge linearer Teilräume mit dimΓ ′i = i. Weiter sei Γi+2 =
α−1(Γ ′i ) mit dimΓi = i.

Betrachte die 6 Teilmengen von X̃:

Γ3 = X̃ (7.20)

Γ3 ∩ W̃ = W̃ , Γ2 (7.21)

Γ3 ∩G = G,Γ2 ∩ W̃ (7.22)

Γ2 ∩G = pt. (7.23)

Sie sind die Abschlüsse einer affinen Zellenzerlegung von X̃ in 6 affine Zellen
und von oben nach unten von den Dimensionen 3, 2, 1, 0.
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Übungsaufgaben aus Hartshorne
”
Algebraic

Geometry“

8.1 Kapitel III

8.1.1 Abschnitt 5

Übungsaufgabe 5.5

Es sei X = Prk und i : Y ⊆ X ein abgeschlossenes Unterschema mit dimY =
q. Weiter sei Y ein vollständiger Durchschnitt (idealtheoretisch vollständiger
Durchschnitt, also I(Y ) = (f1, . . . , fs) mit s+ q = r).

Dann gilt

a) für alle n ∈ Z ist die Abbildung

H0(X,OX(n))→ H0(Y,OY (n))

surjektiv. (Die Abbildung stammt aus 0→ IY → OPr → i∗OY → 0).
b) Y ist zusammenhängend.
c) Es ist Hi(Y,OY (n)) = 0 für alle 0 < i < q und n ∈ Z.
d) Es ist pa(Y ) = Hq(Y,OY )

Übungsaufgabe 5.6

Es sei Q = V (xy− zw) die quadrische Fläche im P3
k. Es ist dann Q = P1×P1

und PicQ = PicP1×PicP1 = Z×Z. Jedes Linienbündel auf Q hat also einen
Typ OQ(a, b) mit a, b ∈ Z. Gleiches gilt dann auch wegen der Isomorphismen
für die Cartierdivisoren und ihre Klassen. Jede Klasse hat einen Typ (a, b).

Insbesondere ist OQ(n) = OQ(n, n).
Man hat die exakte Sequenz

0→ OP3(−2)
·f−→ OP3 → i∗OQ → 0

mit f = xy − zw. Aus ihr folgt sofort H1(Q,OQ(n, n)) = 0
Es gilt nun
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a) 1. Es ist H1(Q,OQ(a, b)) = 0 für |a− b|6 1.
2. Es ist H1(Q,OQ(a, b)) = 0 für a, b < 0.
3. Es ist H1(Q,OQ(a, 0) 6= 0 für a 6 −2.

b) 1. Wenn Y eine (a, b) Kurve in Q ist, mit a, b > 0, dann ist Y zusam-
menhängend.

2. Sei k algebraisch abgeschlossen und a, b > 0. Dann existiert eine nicht-
singuläre Kurve Y ⊆ Q, die effektiver Cartierdivisor vom Typ (a, b)
ist.

3. Eine irreduzible nichtsinguläre Kurve Y vom Typ (a, b) auf Q ist genau
dann projektiv normal, wenn |a− b|6 1 ist.
Insbesondere ist z.B. Y vom Typ (1, 3) nichtsingulär in Q und P3 aber
nicht projektiv normal.

c) Es sei Y ein lokal prinzipales Unterschema vom Typ (a, b). Dann ist

pa(Y ) = ab− a− b+ 1

Beweis.
a) 1. Für a = b = n ist H1(Q,OQ(n, n)) = 0 wie oben schon bemerkt.
Es ist exakt

0→ OP (−2)→ OP → OQ → 0 (8.1)

also auch
0→ OP (d− 2)→ OP (d)→ OQ(d)→ 0 (8.2)

und wegen H1(P,OP (d− 2)) = 0 auch

0→ H0(P,OP (d− 2))→ H0(P,OP (d))→ H0(Q,OQ(d, d))→ 0 (8.3)

Daraus bestimmen wir allgemein H0(Q,OQ(d, d)).
Weiter ist exakt

0→ OQ(−1, 0)→ OQ → OP1 → 0 (8.4)

und deshalb

0→ OQ(a− 1, a)→ OQ(a, a)→ OP1(a)→ 0 (8.5)

Tensorieren dieser letzten Sequenz mit −⊗ OQ(0,−1) ergibt

0→ OQ(a− 1, a− 1)→ OQ(a, a− 1)→ OP1(a− 1)→ 0 (8.6)

Da H1(Q,OQ(d, d)) = 0 ist auch exakt

0→ H0(Q,OQ(a− 1, a− 1))→ H0(Q,OQ(a, a− 1))→
→ H0(P1,OP1(a− 1))→ 0 (8.7)

Da wir H0(Q,OQ(a− 1, a− 1)) nach obigem schon kennen, kennen wir auch
H0(Q,OQ(a, a− 1)). Nun benutzen wir die lange exakte Sequenz zu (8.5):
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0→ H0(Q,OQ(a− 1, a))→ H0(Q,OQ(a, a))→ H0(P1,OP1(a))→
→ H1(Q,OQ(a− 1, a))→ H1(Q,OQ(a, a)) = 0 (8.8)

Alle Terme außer H1(Q,OQ(a−1, a)) sind bekannt, der letztere kann also aus
diesen erschlossen werden.

Es ist H1(Q,OQ(a− 1, a)) = 0 wie eine Berechnung mit Maple zeigt.

a) 2. Es ist

0→ OQ(−q, 0)→ OQ →
∏
q

OP1 → 0

also
0→ OQ(−d− q,−d)→ OQ(−d,−d)→

∏
q

OP1(−d)→ 0

Wegen H0(P1,OP1(−d)) = 0 und H1(Q,OQ(−d,−d)) = 0 ist auch
H1(OQ(−d− q,−d)) = 0.

a) 3. Es ist

0→ OQ(−a, 0)→ OQ →
∏
a

OP1 → 0

Es folgt:

k = H0(Q,OQ)→ ka =
∏
a

H0(P1,OP1)→ H1(Q,OQ(−a, 0))→ H1(Q,OQ) = 0

für a > 2 muß H1(Q,OQ(−a, 0)) 6= 0 sein.

b) 1. Betrachte

0→ OQ(−a,−b)→ OQ → OY → 0

Man hat
H0(Q,OQ)→ H0(Y,OY )→ H1(Q,OQ(−a,−b))

Der H1–Term verschwindet und H0(Q,OQ) = k. Also H0(Y,OY ) = k.

b) 2. Betrachte (a, b > 0)

Q
∼→ P1 × P1 → Pa × Pb → Pab+a+b = P

Die zweite Abbildung ist ein Produkt von Veronese-Abbildungen von den
Graden a,b. Die dritte Abbildung ist die Segre–Abbildung. Nennt man φ das
Produkt aller Abbildungen (eine abgeschlossene Immersion), so ist φ∗OP (1) =
OQ(a, b) und es sei φ(Q) = W ⊆ P . Nach dem Satz von Bertini ist ein
generischer Hyperebenen-Schnitt H ∩ W nicht–singulär. Es ist dann Y =
φ−1(H ∩ W ) = V (φ∗(s)) mit s ∈ OP (1)(P ) und φ∗(s) ∈ OQ(a, b)(Q) eine
nichtsinguläre Kurve in Q vom Typ (a, b).
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b) 3. Q ist vollständiger Durchschnitt im P3
k. Also ist H0(P3,OP3(d)) →

H0(Q,OQ(d))→ 0 surjektiv für alle d.
Betrachte jetzt die exakte Sequenz

0→ OQ(−a,−b)→ OQ → OY → 0

mit a, b > 0. Tensorieren mit OQ(d) liefert:

0→ OQ(d− a, d− b)→ OQ(d)→ OY (d)→ 0

Man hat die Sequenz

0→ OQ(d−a, d− b)(Q)→ OQ(d)(Q)→ OY (d)(Y )→ H1(Q,OQ(d−a, d− b))

Also ist H0(Q,OQ(d)) → H0(Y,OY (d)) → 0 genau dann surjektiv wenn
H1(Q,OQ(d − a, d − b)) = 0. Das ist für |a − b|6 1 jedenfalls richtig. Also
ist weiter H0(P3,OP3(d)) → H0(Y,OY (d)) → 0 surjektiv und damit Y pro-
jektiv normal im P3

k.
Umgekehrt sei oBdA a = b+s mit s > 2. Dann ist H1(Q,OQ(d−a, d− b))

für d = b gleich H1(Q,OQ(−s, 0)) 6= 0. Also Surjektivität rechts (äquivalent
zu projektiver Normalität) nur für |a− b|6 1.

c) Man hat die exakte Sequenz

0→ OQ(−a,−b)→ OQ → OY → 0

Aus ihr folgt mit

χ(X,F) =

dimX∑
ν=0

(−1)νHν(X,F)

daß
χ(Y,OY ) = χ(Q,OQ)− χ(Q,OQ(−a,−b))

Aus der Sequenz (P = P3):

0→ OP (−2)→ OP → OQ → 0

folgt
χ(Q,OQ) = χ(P,OP )− χ(P,OP (−2))

sowie nach tensorieren mit OP (d):

χ(Q,OQ(d, d)) = χ(P,OP (d))− χ(P,OP (d− 2))

Man hat die Sequenz (es ist V (OQ(−q, 0)) =
∐
q P1

k)

0→ OQ(−q, 0)→ OQ →
∏
q

OP1 → 0
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Tensorieren mit OQ(−d,−d) liefert

0→ OQ(−q − d,−d)→ OQ(−d,−d)→
∏
q

OP1(−d)→ 0

Es sei −q − d = −a, −d = −b, also q = a − b und d = b (oBdA a > b): Also
ist

χ(Q,OQ(−a,−b)) = χ(Q,OQ(−b,−b))− (a− b)χ(P1,OP1(−b))

Man verwende nun χ(Pr,OPr (d)) =
(
d+r
r

)
für d > 0 und χ(Pr,OPr (d)) =

(−1)r
(−(d+r+1)+r

r

)
für d 6 −r − 1 und 0 sonst.

Dann ergibt sich (−1)(χ(Y,OY )− 1) = pa(Y ) = ab− a− b+ 1 für alle a, b.

8.2 Kapitel IV

8.2.1 Abschnitt 1

Übungsaufgabe 1.1

Es sei X eine Kurve und P ∈ X ein Punkt. Dann existiert eine nichtkonstante
rationale Funktion f ∈ K(X) die überall regulär, außer in P , ist.

Beweis. Setze D = nP . Dann ist l(nP ) − l(K − nP ) = n + 1 − g. Für n >

degK = 2g − 2 ist dimH0(X,OX(nP )) = l(nP ) = n+ 1− g Die globalen Schnitte

H0(X,OX(nP )) entsprechen den rationalen Funktionen f ∈ K(X) mit (f) + nP >
0, also Funktionen mit Pol höchstens bei P . Da dimH0(X,OX(nP )) mit n linear

wächst, gibt es für ein n� 0 eine Funktion f mit (f)+nP > 0 aber (f)+(n−1)P 6>
0. Diese hat einen Pol der genauen Ordnung n bei P .

Übungsaufgabe 1.2

Es sei wieder X eine Kurve und P1, . . . , Pr ∈ X Punkte. Dann gibt es eine
rationale Funktion f ∈ K(X) mit Polen in Pi und überall sonst regulär.

Beweis. Betrachte die Sequenz von Divisoren D = n(P1 + · · ·+Pr). Für n� 0

ist Vi = H0(X,OX(nP1+· · ·+(n−1)Pi+· · ·+nPr)) ein echter Untervektorraum von

V = H0(X,OX(nP1 + · · ·+nPr)). Da der Grundkörper k algebraisch abgeschlossen

ist, ist V nicht die Vereinigung der Vi und es gibt ein (f) + n(P1 + · · ·+Pr) > 0, so

daß (f) nicht zu einem Vi gehört, also (f) an jedem Punkt Pi von der Ordnung n

ist.
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Übungsaufgabe 1.3

Es sei X ein ganzes, separiertes, reguläres, eindimensionales Schema vom end-
lichen Typ über k, das nicht eigentlich über k ist.

Dann ist X affin.
[Hinweis: Bette X in eine eigentliche Kurve X̄ über k ein und benutze

Übungsaufgabe 1.2 um einen Morphismus f : X̄ → P1 zu konstruieren, so daß
f−1(A1) = X ist.]

Beweis. Es seiK = K(X) der Funktionenkörper vonX und t ∈ K, transzendent
über k. Weiter sei B der ganze Abschluß von k[t] in K und B′ der ganze Abschluß
von k[t−1] in K.

Es verkleben B und B′ entlang von Bt = B′1/t über k[t, t−1] zu einer Kurve X0

über Y = P1
k, seinerseits die Verklebung von k[t] und k[t−1] entlang k[t, t−1]. Es ist

X0 endlich über Y und damit eine nichtsinguläre, eigentliche Kurve.
Ist U = Spec (C) ⊆ X mit vx(t) > 0 für alle x ∈ U , so ist t ∈ C =

⋂
p Cp

wobei der Schnitt über alle Primideale p ⊆ C der Höhe 1, also alle maximalen
Ideale läuft. Nun ist B ganz über k[t], also wegen t ∈ C auch ganz über C, und weil
C ganzabgeschlossen in K ist, auch B ⊆ C. Damit haben wir einen Morphismus
Spec (C)→ Spec (B)→ X0.

Der Morphismus Spec (C) → Spec (B) induziert eine Injektion Bp ⊆ Cq, wenn
p = q ∩ B. Damit ist Bp 6 Cq bezüglich der Dominierungsrelation für lokale Ringe
in K. Es ist aber Bp selbst ein (diskreter) Bewertungsring und darum maximal für
diese Relation. Also Bp = Cq.

Damit gilt allgemein: Ist g : X → X0, festgelegt durch B ⊆ C sowie analog
B′ ⊆ C′ für t−1 ∈ C′ und ist g∗ : OX0,g(x) → OX,x, so ist OX,x = OX0,g(x). Also
ist g eine injektive Abbildung, lokal eine offene Immersion, also letztlich eine offene
Einbettung.

Es ist auch g(X) = X0 − {P1, . . . , Pr}. Wählt man eine rationale Funktion

f ∈ K(X0) mit Polen genau in den P1, . . . , Pr, so definiert diese eine endliche

Überlagerung f : X0 → P1
k mit f−1(∞) = P1, . . . , Pr. Es ist also f−1(A1

k) =

X0 − {P1, . . . , Pr} = X, also X affin.

Übungsaufgabe 1.4

Zeige, daß ein separiertes, eindimensionales Schema vom endlichen Typ über
k, daß keine irreduzible Komponente hat, die eigentlich über k ist, affin ist.

[Hinweis: Übungsaufgabe 1.3, zusammen mit III, Ex. 3.1, Ex 3.2, Ex. 4.2]

Wir zeigen zunächst ein Lemma

Lemma 8.2.1. Es sei f : X ′ → X eine universell abgeschlossene, surjektive
Abbildung von S-Schemata und Z/S eine drittes S-Schema. Ist dann p′ : Y ′ =
X ′×SZ → Z eine abgeschlossene Abbildung, so ist auch p : Y = X×SZ → Z
eine abgeschlossene Abbildung.

Ist also X ′ universell abgeschlossen, so auch X.
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Beweis. Es ist die Basiserweiterung f ′ : Y ′ → Y von f , eine abgeschlossene und
surjektive Abbildung.

Ist A ⊆ Y eine abgeschlossene Menge, so ist A = f ′((f ′)−1(A)) = f ′(A′) das

Bild einer solchen unter f ′. Wegen p′ = p ◦ f ′ ist p′(A′) = p(A), also p(A) eine

abgeschlossene Menge in Z.

Nun zum Hauptteil des Beweises
Beweis. Es sei X/k ein Schema wie in den Voraussetzungen genannt. Eine

irreduzible Komponente Z ⊆ X sei durch eine Idealgarbe IZ ⊆ OX gegeben und
man hat eine abgeschlossene Immersion Zred ↪→ Z. Sind Z1, . . . , Zr die so gegebenen
irreduziblen Komponenten von X, so sind die (Zi)red die irreduziblen Komponenten
von Xred. Ist Zred/k eigentlich, so ist auch Z/k eigentlich.

Dies erkennt man wie folgt: Zunächst einmal sind Z wegen Z ↪→ X und Zred ↪→ Z
separierte Schemata über k. Da Zred → Z eine surjektive, universell abgeschlossene
Abbildung ist, folgt nach dem Lemma, daß Z/k universell abgeschlossen ist, wenn
Zred es ist. Also kann Zred nicht eigentlich sein.

Also können wir annehmen, daß alle (Zi)red keine eigentlichen Schemata sind,
also alle irreduziblen Komponenten von Xred jeweils nicht eigentlich. Nun ist X affin
genau dann, wenn Xred es ist.

Weiterhin ist Xred genau dann affin, wenn jede irreduzible Komponente affin ist.
Sei Y ⊆ Xred eine solche und Y ′ → Y die Normalisierung von Y in K(Y ). Es ist
dann Y ′ → Y eine endliche, surjektive Abbildung und Y ist affin, wenn Y ′ affin ist.
Da Y ′ normal, ist es sogar ein Schema im Sinne der Übungsaufgabe 1.3, also ganz,
separiert, regulär, eindimensional vom endlichen Typ über k. Wäre Y ′ auch nicht
eigentlich, würde aus der Übungsaufgabe 1.3 folgen, daß Y ′ affin.

Wäre aber Y ′/k eigentlich, so auch Y/k, denn nach dem Lemma (die Abbildung
Y ′ → Y ist surjektiv und universell abgeschlossen, weil endlich) wäre Y/k universell
abgeschlossen. Also ist Y ′ nicht eigentlich

Übungsaufgabe 1.5

Für einen effektiven Divisor D auf einer Kurve X vom Geschlecht g, zeige,
daß dim|D|6 degD.

Überdies herrscht Gleichheit nur für D = 0 oder g = 0.

Beweis. Es gilt
l(D)− l(K −D) = degD + 1− g

1. Ist g = 0, so ist X = P1
k und K = OX(−2), also deg(K −D) 6 −2 wegen D > 0,

also l(K −D) = 0. Es ist also l(D) = degD + 1, also dim|D|= l(D)− 1 = degD.
2. Weiterhin ist generell l(K − D) 6 l(K) = g, also l(D) 6 degD + 1 − g + g =
degD + 1 und somit dim|D|= l(D)− 1 6 degD.

3. Ist D = 0, so ist l(D)− l(K) = l(D)− g = degD+ 1− g. Also l(D) = degD+ 1.

Übungsaufgabe 1.6

Es sei X eine Kurve vom Geschlecht g. Dann gibt es einen endlichen Morphis-
mus f : X → P1 vom Grad 6 g + 1.
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(Beachte, daß der Grad eines endlichen Morphismus von Kurven f : X →
Y der Grad der Körpererweiterung [K(X) : K(Y )] ist.)

Beweis. Setze D = (g+1)P für einen beliebigen abgeschlossenen Punkt P ∈ X.
Es ist dann

l(D) = degD + 1− g + l(K −D) > g + 1 + 1− g + l(K −D)

Wegen l(K − D) > 0 ist l(D) > 2. Es gibt also eine nichtkonstante Funktion f ∈
K(X) mit (f) + (g+ 1)P > 0, also eine rationale Funktion mit höchstens einem Pol
der Ordnung g+ 1 bei P . Fasst man f als Abbildung f : X → P1

k auf, so ist f−1(∞)
ein Unterschema von X vom Grad d 6 g + 1, also nach allgemeinen Sätzen über
den Grad von Überlagerungsabbildungen von Kurven (oder Dedekindringen), auch
deg f 6 g + 1. (Man hätte auch D = P1 + · · · + Pg+1 mit (g + 1) verschiedenen Pi
nehmen können.)

Übungsaufgabe 1.7

Eine Kurve X heißt hyperelliptisch, wenn g > 2 ist und ein endlicher Mor-
phismus f : X → P1 vom Grad 2 existiert.

a) Wenn X eine Kurve vom Geschlecht g = 2 ist, zeige, daß der kanonische
Divisor ein vollständiges Linearsystem |K| vom Grad 2 und mit Dimension
1 definiert, das frei von Basispunkten ist.
Benutze (II, 7.8.1), um zu schließen, daß X hyperelliptisch ist.

b) Zeige, daß die in (1.1.1) konstruierten Kurven alle einen Morphismus vom
Grad 2 nach P1 gestatten. Also existieren hyperelliptische Kurve mit jedem
Geschlecht g > 2.

Notiz: Wir werden später (Ex. 3.2) sehen, daß nicht-hyperelliptische Kur-
ven existieren.

Beweis. (a) Es ist degK = 2g − 2 = 2 und l(K) − l(0) = degK − 1 sowie
l(K−P )−l(P ) = degK−2 für einen abgeschlossenen Punkt P ∈ X. Nun ist l(0) = 1
(es ist H0(X,OX) = k). Ebenso ist l(P ) = 1, denn ein nichtkonstantes Element f ∈
K(X) mit genau einem Pol der Ordnung 1 bei P würde einen Isomorphismus X ∼= P1

k

induzieren. Also ist das Linearsystem |K| von der Dimension 1 und induziert einen
überall definierten Morphismus f : X → P1

k. Sein Grad ist gleich deg f∗OP1(1) =
degK = 2.

(b) Es sei Q = P1
k×kP1

k, eine algebraische Fläche. Es ist PicQ = PicP1
k×PicP1

k =
Z× Z und es besteht aus

OQ(a, b) = p∗1OP1(a)⊗OQ p
∗
2OP1

k
(b)

Die Schnittpaarung ist für C = OQ(a, b) und D = OQ(a′, b′) gleich

C.D = a b′ + a′ b.

Die Divisoren OQ(a, b) für a, b > 0 sind sehr ampel und effektiv und haben nichtsin-
guläre Kurven Ca,b ⊆ Q als Repräsentanten. (Man bette Q mit p∗1OP1(a)⊗ p∗2OP1(b)
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in PNa ×k PNb ↪→ PMa,b ein, wobei auf die beiden Faktoren zuerst die Veroneseab-
bildungen va und vb angewandt werden, und dann eine Segre-Abbildung folgt).

Es sei nun D eine Kurve in Q vom Typ (g + 1, 2). Wir benutzen die Adjunkti-
onsformel

2g(D)− 2 = D.(KQ +D)

Nun ist
ωQ = p∗1ωP1 ⊗ p

∗
2ωP1 = OQ(−2,−2),

denn ωP1 = OP1(−2).
Also ist

D.(KQ +D) = OQ(g + 1, 2).OQ(g − 1, 0) = 2g − 2

Damit ist g(D) = g. Es bleibt noch ein Divisor auf D zu finden, der einen hyper-
elliptischen Morphismus nach P1 induziert. Wähle E = p∗1OP1(1) = OQ(1, 0). Es
ist

deg(E ⊗OX OD) = D.E = 1 · 2 + 0 · (g + 1) = 2

nach allgemeinen Sätzen über das Schnittprodukt von Divisoren auf Flächen und

mit der Schnittformel von oben.

Übungsaufgabe 1.8

pa einer singulären Kurve.
Es sei X ein integres, projektives Schema mit Dimension 1 über k und X̃

seine Normalisierung.
Dann existiert eine exakte Garbensequenz auf X,

0→ OX → f∗OX̃ →
∑
P∈X

ÕP /OP → 0

wobei ÕP der ganze Abschluß von OP ist. Für jedes P sei δP = len(ÕP /OP ).

a) Zeige, daß pa(X) = pa(X̃) +
∑
P∈X δP . [Hinweis: Nutze (III, Ex. 4.1) und

(III, Ex. 5.3)]
b) Wenn pa(X) = 0, zeige, daß X schon nichtsingulär und in der Tat isomorph

zu P1 ist.
c) * Wenn P ein Knoten (node) oder eine gewöhnliche Spitze (cusp) ist, zeige,

daß δP = 1 ist. [Hinweis: Zeige zunächst, daß δP nur von der analytischen
Isomorphieklasse der Singularität bei P abhängt. Berechne dann δP für
Knoten und Spitze geeigneter ebener kubischer Kurven. In (V, 3.9.3) wird
eine weitere, andere Methode vorgestellt.]

Beweis. (c) Es sei A = OX,x und B = (f∗OX̃)x. Dann ist B der ganze Abschluß
von A in K = Q(A).

Weiter sei Â die mA-adische Komplettierung von A und B̂ = B ⊗A Â die mAB-
adische Komplettierung von B. Es ist B ⊗A K = K, also B/A ⊗A K = 0, also
suppB/A = {mA}, also lenB/A = r <∞.

Dann gilt
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i) Es ist len(B/A) = len(B̂/Â).
ii) B̂ hängt nur von Â ab. Man kann also B̂ aus Â konstruieren, ohne B zu ver-

wenden.

i) ist leicht einzusehen: Man bilde eine Filtrierung von B in A–Moduln, B = N0 ⊇
N1 ⊇ · · · ⊇ Nr−1 ⊇ Nr = A mit Ni/Ni+1 = A/mA = kA = k. Es ist dann
r = len(B/A).
Exaktes Tensorieren mit − ⊗A Â liefert eine entsprechende Filtrierung B̂ ⊇ N̂0 ⊇
· · · ⊇ N̂r = Â mit N̂i/N̂i+1 = k und weist damit r = len B̂/Â nach.
ii) Hier müssen wir in mehreren kleinen Schritten vorgehen.

1. Die maximalen Ideale mi ⊆ B, die mAB umfassen, also alle, entsprechen
1− 1 den maximalen Idealen m̂i = miB̂ von B̂. Dies ist ein allgemeine Tatsache für
adische-Komplettierungen eines noetherschen Rings.

Weiterhin ist

m̂ki /m̂
k+1
i ⊗B̂ B̂m̂i = mki /m

k+1
i ⊗B B̂ = mki /m

k+1
i

Also ist auch
grm̂i B̂m̂i = grmi Bmi

∼= k[t]

Die letzte Gleichung folgt, weil Bmi ein DBR (diskreter Bewertungsring) ist. Er ist
nämlich noethersch, integer, 1-dimensional und in seinem Quotientenkörper K nach
Konstruktion ganzabgeschlossen. Also ist er auch regulär und man hat die letzte
Gleichheit. Umgekehrt folgt aus dieser Gleichheit mit dem ersten Ausdruck, daß
B̂m̂i integer und regulär und eindimensional ist (es ist dimR = dim gr(R) = dim R̂

für adisch-komplettierte noethersche Ringe R). Also ist B̂m̂i auch ein DBR.

2. Da alle B̂m̂i integer, enthält B̂ keine nilpotenten Elemente. (betrachte die Loka-

lisierungen von nil(B̂) an den m̂i).
3. Also hat auch Â ↪→ B̂ keine solchen. (beachte: Die Abbildung Â → B̂, die aus
A ⊆ B durch exaktes −⊗A Â hervorgeht, bewahrt nämlich die Injektivität.)
4. Es seien p1, . . . , ps die minimalen Primideale von Â und q1, . . . , qt diejenigen von
B̂.

Da p1 ∩ · · · ∩ ps = (0) (denn Â hat keine nilpotenten Elemente), ist

Âpi = k(pi) = Q(Â/pi)
def
= Li

mit einem Körper Li. Ebenso ist

B̂qi = k(qi) = Q(B̂/qi)

und q1 ∩ · · · ∩ qt = (0).
5. Da es kein m̂i ⊆ B̂, maximal, gibt, das zwei qi, qj umfasst (denn B̂m̂i ist ja integer),
gilt qi + qj = (1) für 1 6 i < j 6 t.
6. Es ist also nach dem chinesischen Restsatz und nach 4.

B̂ = B̂/q1 × · · · × B̂/qt

7. Die Ringerweiterung B̂ = B ⊗A Â ⊇ Â ist eine ganze Ringerweiterung. Es wird
daher jedes maximale Ideal m̂i ⊂ B̂ mit m̂i ∩ Â = mÂ auf das maximale Ideal von

Â abgebildet.
Ebenso wird jedes qi mit qi∩ Â immer auf ein pi abgebildet und niemals auf das

maximale Ideal mÂ.



8.2 Kapitel IV 277

8. Als Ring enthält B̂pi nach Konstruktion die Primideale q ⊆ B̂, für die q∩ Â ⊆ pi
gilt.

Da B =
∑
j Axj/sj =

∑
j Ax

′
j/s mit xj , x

′
j , sj , s ∈ A und sj , s 6= 0, gibt es

Inklusionen A ⊆ B ⊆ 1/sA. Tensorieren mit −⊗A Â liefert

(∗) Â ⊆ B̂ ⊆ 1/sÂ

Der Nichtnullteiler s ∈ A bleibt Nichtnullteiler in Â (beachte 0 → A
·s−→ A und die

exakte Tensorierung mit −⊗A Â).
Lokalisieren von (∗) an pi liefert

(∗∗) Âpi = Li ⊆ B̂pi ⊆ 1/sÂpi = Li

also Li = kÂ(pi) = B̂pi

9. Also ist B̂pi = Li schon ein Körper und es gibt damit genau ein qi mit der
Eigenschaft qi ∩ Â = pi. Also ist s = t und die Ideale pi von Â und qi von B̂
entsprechen sich 1− 1.
10. Da B̂qi eine Lokalisierung von B̂pi = Li ist, ist sogar schon B̂qi = Li.
11. Wir haben also Abbildungen

Â ↪→ B̂
∼→
∏
i

(
B̂i

def
= B̂/qi

)
↪→
∏
i

(
B̂qi = (B̂/qi)qi)

)
=
∏
i

Li

12. Nennen wir B̄i den ganzen Abschluß von Â in Li, so ist

B̄1 × · · · × B̄s = B̄

gleich dem ganzen Abschluß von Â in L1 × · · · × Ls.
13. Da B̂/qi auch ganz über Â in Li ist B̂/qi ⊆ B̄i ⊆ Li. und es ist Q(B̄i) = Li,
denn Q(B̂/qi) = B̂qi = Li.
14. Ist m̄i ⊆ B̄i ein maximales Ideal, so auch B̂i ⊇ m̂i = m̄i ∩ B̂i, denn B̄i ist ganz
über B̂i.

Wir haben also Morphismen (Inklusionen)

(B̂i)m̂i → (B̄i)m̂i → (B̄i)m̄i

Ganz links und ganz rechts stehen diskrete Bewertungsringe im Körper Li, also hat
man sogar Gleichheit.

15. Da jedes maximale m̂i gleich einem m̄i ∩ B̂i ist, und nach 14.

(B̂i)m̂i = (B̄i)m̂i

gilt, ist B̂i = B̄i für alle i, also B̂ = B̄.
16. Damit ist B̂ als ganzer Abschluß von Â in

∏
i(Li = Q(Â/pi)) nachgewiesen.

Also ist B̂ nur von Â abhängig.

Übungsaufgabe 1.9 *

Riemann-Roch für singuläre Kurven.
Es sei X ein integres projektives Schema mit Dimension 1 über k. Weiter

sei Xreg die Menge der regulären Punkte von X.
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a) Es sei D =
∑
niPi ein Divisor mit Support in Xreg, daß heißt Pi ∈ Xreg

für alle i. Definiere degD =
∑
ni.

Es sei L(D) die zugeordnete invertierbare Garbe auf X. Zeige, daß

χ(L(D)) = degD + 1− pa.

b) Zeige, daß jeder Cartier-Divisor auf X die Differenz zweier sehr ampler
Cartier-Divisoren ist. (Benutze (II, Ex. 7.5)).

c) Schließe daraus, daß jede invertierbare Garbe L isomorph zu L(D) für
einen Divisor D mit Support in Xreg ist.

d) Nimm jetzt zusätzlich an, daß X ein lokal vollständiger Durchschnitt in
einem projektiven Raum ist. Dann ist nach (III, 7.11) die dualisierende
Garbe ω◦X eine invertierbare Garbe auf X. Damit können wir einen kano-
nischen Divisor K als einen Divisor mit Support in Xreg definieren, der zu
der Garbe ω◦X als L(K) = ω◦X gehört.
Damit wird die Formel aus a) zu

l(D)− l(K −D) = degD + 1− pa.

Übungsaufgabe 1.10

Es sei X ein integres projektives Schema der Dimension 1 über k, das ein lokal
vollständiger Durchschnitt ist und pa = 1 erfüllt. Es sei P0 ∈ Xreg ein fest
gewählter Punkt.

Imitiere (1.3.7), um zu zeigen, daß die Abbildung P 7→ L(P − P0) eine
1− 1-Korrespondenz zwischen den Punkten von Xreg und den Elementen der
Gruppe Pic◦X vermittelt. Dies verallgemeinert (II, 6.11.4) und (II, Ex. 6.7).

8.2.2 Abschnitt 2

Übungsaufgabe 2.6

Es sei f : X → Y ein Morphismus von Kurven über k vom Grad n. Für einen
Divisor D =

∑
niPi auf X definieren wir den Divisor f∗D =

∑
nif(Pi) auf

Y .

a) Es sei M ein Linienbündel auf X, dann ist f∗M ein Vektorbündel auf Y
vom Rang n. Seine Determinante det f∗M ist ein Linienbündel auf Y .
Ist D ein Divisor auf X mit assoziiertem Linienbündel L(D), so gilt

det f∗L(D) = det f∗OX ⊗ L(f∗D)

Man benutze für den Beweis die kurze exakte Sequenz

0→ L(−D)→ OX → OD → 0

für einen effektiven Divisor D auf X.
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b) Der Divisor f∗D hängt deshalb nur von der linearen Äquivalenzklasse ab,
man hat also eine Abbildung f∗ : PicX → PicY . Die Komposition ist

f∗f
∗ : PicY → PicY, L 7→ L⊗n

c) Man hat die Beziehung

det f∗ΩX = (det f∗OX)−1 ⊗Ω⊗nY

d) Ist die Abbildung f separabel (induziert eine separable Körpererweiterung
K(X)/K(Y )), und ist R der Verzweigungsdivisor von f und B = f∗R der
Diskriminantendivisor, so ist

(det f∗OX)2 = L(−B)

Beweis. (a) Da Rf i∗− = 0 für i > 0, weil f affin, haben wir eine exakte Sequenz

0→ f∗OX(−D)→ f∗OX → f∗OD → 0.

Ist U = Spec (A) ⊆ Y eine affine offene Teilmenge und x ∈ U , so können wir die
obige Sequenz auf U und dann zurückgezogen über Ap betrachten, wobei wir p = x
setzen. Mit V = f−1(U) = Spec (B) ⊆ X schreiben wir jetzt A für den diskreten
Bewertungsring Ap und B für Bp.

Es ist dann B/A eine Erweiterung von Dedekindringen, wobei B nur endlich
viele Primideale q1, . . . , qr hat. Er ist daher ein Hauptidealring und es ist qi = (πi)
mit πi ∈ B geeignet.

Der effektive Divisor OX(−D), eingeschränkt auf B ist also repräsentiert durch
πm1

1 · · · · · πmrr B mit mi > 0.
Da für eine Modulgarbe M̃ mit einem B-Modul M , die Modulgarbe f∗M̃ gleich

ÃM ist, erhalten wir aus der obigen exakten Sequenz, die folgende Sequenz von
B-Moduln und A-Moduln:

0→ (πm1
1 · · · · · πmrr )B → B → B/(qm1

1 · · · · · qmrr )→ 0

Nun ist det bB = NormB|A bA und det b1b2B = NormB|A(b1) NormB|A(b2)A.
Es genügt also nachzuweisen, daß NormB|A(πi)A = pA mit mA = (p) ist.
Dies sieht man wie folgt: Zunächst ist pB = πe11 · · · · · πerr mit e1 + · · ·+ er = n

nach der bekannten efg-Beziehung. Weiterhin ist NormB|A(p) = pn und somit, wenn
NormB|A(πi) = pνi auch

pn = NormB|A(πe11 ) · · · · ·NormB|A(πerr ) = pν1e1+···+νrer

Es ist aber νi > 0, denn NormB|A(πi) kann keine Einheit in A sein, da sonst mit

πn + a1π
n−1 + · · ·+ an−1π + NormB|A(π) = 0

auch π = πi wegen

(πn−1 + · · ·+ an−1)π = −NormB|A(π)

eine Einheit in B wäre. Also folgt aus n = e1 + · · · + er und n = ν1e1 + · · · + νrer
und νi > 0, daß νi = 1, was zu beweisen war.
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Wir können also folgern

det(πm1
1 · · · · · πmrr )B = pm1+···+mrA⊗ (detB)

Wegen Of∗D = A/pm1+···+mrA über A, also bei p, hat man dann über jedem p
und damit überhaupt die Sequenz

(∗) (det f∗OX)/(det f∗OX(−D)) = Of∗D ⊗ (det f∗OX)

Weiterhin ist
0→ OY (−f∗D)→ OY → Of∗D → 0

Exaktes Tensorieren mit dem Linienbündel det f∗OX liefert die Gleichungen

Of∗D ⊗ (det f∗OX) = (det f∗OX)/((det f∗OX)⊗ OY (−f∗D))

Zusammen mit (∗) ergibt sich die Gleichung

(det f∗OX)/(det f∗OX(−D)) = (det f∗OX)/((det f∗OX)⊗ OY (−f∗D))

also
det f∗OX(−D) = (det f∗OX)⊗ OY (−f∗D))

8.3 Kapitel V

8.3.1 Abschnitt 1

Übungsaufgabe 1.2

Es sei X ⊆ Pnk eine Fläche im Pn und H der zugehörige sehr ample Divisor.
Es sei das Hilbertpolynom P (m) = χ(X,OX(m)) mit OX(1) = OX(H).

Der Satz von Riemann–Roch für Flächen lautet

χ(X,OX(D)) =
1

2
D.(D −K) + 1 + pa(X) (8.9)

mit pa(X) = (−1)2(χ(X,OX)− 1)
Also ist

P (m) = χ(X,OX(m)) =
1

2
(mH).(mH −K) + 1 + pa(X) (8.10)

Schreibt man

P (m) =
1

2
am2 + bm+ c (8.11)

so ist a = H.H (also auch degX = a = H.H) und c = 1 + pa(X). Weiterhin
ist

b = −1

2
H.K = −1

2
H.(H +K) +

1

2
H.H =

1

2
H.H − (π − 1) =

=
1

2
H.H − π + 1 (8.12)
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wo π das Geschlecht einer nichtsingulären Kurve H ′ ∼ H ist und durch die
Adjunktionsformel

2π − 2 = H.(H +K)

berechnet werden kann.
Es sei eine Kurve in X ein beliebiger effektiver Divisor von X. Nun sei C

eine beliebige Kurve in X. Dann ist degC = C.H wobei degC der Grad von
C als abgeschlossenes Unterschema von Pnk ist. Dieser ist gleich der Anzahl
der Schnittpunkte von C mit einem generischen H ′ ∼ H in Pnk . Diese Anzahl
ist aber gerade C.H. (Das generische H ′ wird so gewählt, daß es transversal
zu jedem Primdivisor Y in C =

∑
nY Y ist).

Übungsaufgabe 1.3

Der arithmetische Genus pa(D) eines projektiven Schemas der Dimension 1
ist pa(D) = 1− χ(D,OD).

(a) Für einen effektiven Divisor D auf einer Fläche X ist

2pa(D)− 2 = D.(D +K) (8.13)

Es ist 0 → OX(−D) → OX → OD → 0, also mit Beachtung von χ(D,OD) =
1− pa(D)

χ(D,OD) = χ(X,OX)− χ(X,OX(−D)) =

= pa(X) + 1−
(

1

2
(−D(−D −K)) + 1 + pa(X)

)
=

= −1

2
(D.(D +K)) = 1− pa(D) (8.14)

Also
D.(D +K) = 2 pa(D)− 2 (8.15)

wie verlangt.
(b) Da für D′ ∼ D auch D′.(D′ +K) = D.(D +K) hängt pa(D) nur von

der linearen Äquivalenzklasse von D ab.
(c) Definiere für einen beliebigen Divisor pa(D) durch

2pa(D)− 2 = D.(D +K) (8.16)

Dann gilt
pa(−D) = D2 − pa(D) + 2 (8.17)

Es ist ja

pa(−D) =
1

2
(−D.(−D +K)) + 1 =

=

(
−1

2
(D.(D +K))− 1

)
+ 2 +D2 = −pa(D) + 2 +D2 (8.18)
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Weiterhin ist

pa(C +D) = pa(C) + pa(D) + C.D − 1 (8.19)

Es ist ja

2pa(C +D)− 2 = (C +D).(C +D +K) =

= (C.C +K) + (D.D +K) + (C.D) + (D.C) =

= 2pa(C)− 2 + 2pa(D)− 2 + 2(C.D) (8.20)

Addieren von 2 und Division durch 2 ergibt die Behauptung.

Übungsaufgabe 1.4

(a) Es sei X eine Fläche X ⊆ P3
K vom Grad d. Die Fläche X enthalte eine

Gerade C = P1
k. Dann gilt

C2 = 2− d (8.21)

Es ist g(C) = 0 also nach der Adjunktionsformel 2 · 0− 2 = C.(C +K), also
C.C = −2 − C.K. Nun ist ωX|k = OX(d − 3 − 1) = OX(d − 4) = (d − 4)H
wobei H der sehr ample Divisor der Einbettung X ⊆ P3

k.
Also ist C.K = (d− 4)(C.H). Nach Aufgabe V, 1.2 ist C.H = degC = 1.

Also C.K = d− 4 also C.C = −2− C.K = 2− d.
(b) Es sei char k = 0. Dann existiert für jedes d > 1 eine nichtsinguläre

Fläche X ⊆ P3
k vom Grad degX = d, die die Gerade x = y = 0 enthält.

Es seien x, y, z, w die Koordinaten in P3
k. Dann ist

X = V (xd − yd + zd − wd) (8.22)

eine nichtsinguläre Fläche vom Grad d, die die Gerade L = V (x − y, z − w)
enthält. Durch einen Automorphismus aus AutP3

k = PGL(3, k) wird L auf
x = y = 0 abgebildet.

Übungsaufgabe 1.5

(a) Es sei X ⊆ P3
k eine Fläche vom Grad d. Dann ist ωX|k = OX(d− 3− 1) =

OX(d − 4). Also K = (d − 4)H, wobei K der kanonische Divisor und H der
sehr ample Divisor der Einbettung X ⊆ P3

k ist.
Es ist also

K2 = (d− 4)2H.H = (d− 4)2 degX = d(d− 4)2 (8.23)

Die Gleichung degX = H.H wurde in Ex. V 1.2 bewiesen.
(b) Es sei X = C × C ′ mit zwei nichtsingulären Kurven C,C ′ vom Ge-

schlecht g, g′. Dann ist

K2 = 2(2g − 2)(2g′ − 2) = 8(g − 1)(g′ − 1) (8.24)
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Es gilt mit p1 : X → C und p2 : X → C ′

ωX|k = p∗1ΩC|k ⊗ p∗2ΩC′|k (8.25)

Wir haben also als Divisor KX = (KC × C ′) + (C ×KC′). Wir schreiben
die KC ,KC′ als Differenzen effektiver, sehr ampler Divisoren D2, D1 auf C
und D4, D3 auf C ′:

KC = D2 −D1 (8.26)

KC′ = D4 −D3 (8.27)

Also
KX = ((D2 −D1)× C ′) + (C × (D4 −D3))

Nun ist (Di × C).(Dj × C) = 0 und (C × Di).(C × Dj) = 0. Weiterhin ist
(Di × C ′).(C ×Dj) = (degDi)(degDj) = didj . Also ist

KX .KX =

= ((D2−D1)×C ′) + (C× (D4−D3)).((D2−D1)×C ′) + (C× (D4−D3)) =

= (d2 − d1)(d4 − d3) + (d4 − d3)(d2 − d1) =

= (2g − 2)(2g′ − 2) + (2g′ − 2)(2g − 2) = 8(g − 1)(g′ − 1) (8.28)

Es bleibt noch (D1×C ′).(D2×C ′) = 0 für D1, D2 sehr ampel auf C zu zeigen.
Analog gilt dann auch (C ×D1).(C ×D2) = 0 für D1, D2 sehr ampel auf C ′.
Insbesondere ist auch (D×C ′).(D×C ′) = 0 für D (sehr ampler) Divisor auf
C.

Wähle also einen Divisor D′1 ∼ D1, mit suppD′1 ∩ suppD2 = ∅. Dies
ist nach dem (erweiterten) Satz von Bertini möglich: Sei i : C → Pnk die zu
D1 gehörige abgeschlossene Einbettung. Dann gibt es (viele) Hyperebenen
H ⊆ Pnk mit H ∩ C = D′1 und mit H ∩D2 = ∅. Der Schnitt H ∩ C definiert
den Divisor D′1 ∼ D1.

Es ist dann

(D1 × C ′).(D2 × C ′) = (D′1 × C ′).(D2 × C ′) = 0.
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9.1 Ganze algebraische Zahlen

9.1.1 Ganze Abschlüsse

Proposition 9.1.1. Es sei A ein Hauptidealring, K = Q(A) der Quotien-
tenkörper und E/K eine endliche separable Erweiterung mit [E : K] = n.
Weiter sei B der ganze Abschluß von A in E.

Dann existieren z1, . . . , zn ∈ B, linear unabhängig über K, mit

B = Az1 + · · ·+Azn

Beweis. Es ist E = S−1B mit S = A − 0. Also gibt es b1, . . . , bn ∈ B linear
unabhängig über K mit L = Kb1 + · · · + Kbn. Es seien c1, . . . , cn ∈ E die dualen
Elemente mit TrE|K(bicj) = δij .

Dann ist für jedes x ∈ E

x =

n∑
i=1

Tr(bix)ci

Also ist B ⊆ Ac1 + · · · + Acn = C ∼= An und auch An ∼= Ab1 + · · · + Abn ⊆ B.

Also ist B als Untermodul eines freien A-Moduls vom Rang n und einen solchen

enthaltend selbst von der Form Az1 + · · ·+Azn mit Elementen zi ∈ C ∩B, die über

K linear unabhängig sind.

9.1.2 Galoiserweiterungen

Im folgenden studieren wir die Situation: Es sei A ein Integritätsring, ganz
abgeschlossen in K = Q(A) und L/K eine Galoiserweiterung. Weiter sei B
der ganze Abschluß von A in L und es sei die Galoisgruppe G = GL/K .

Proposition 9.1.2. Es seien mit den Bezeichnungen von oben q1, q2 ⊆ B
zwei Primideale von B über einem Primideal p ⊆ A.

Dann existiert ein σ ∈ G mit qσ1 = q2.
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Definition 9.1.1. Es sei mit den Bezeichnungen von oben q ⊆ B ein Prim-
ideal über p ⊆ A.

Dann ist die Menge Gq ⊆ G aller σ ∈ G mit

qσ = q

eine Untergruppe von G, die Zerlegungsgruppe von q.

Proposition 9.1.3. Es sei A ein Integritätsring, ganz abgeschlossen in K =
Q(A) und L/K eine Galoiserweiterung. Weiter sei B der ganze Abschluß von
A in L. Es sei q ⊆ B ein Primideal über einem maximalen Ideal p ⊆ A.

Dann ist
(B/q)/(A/p)

eine normale Körpererweiterung mit Galoisgruppe Ḡ und es gibt eine Surjek-
tion

Gq � G.

9.2 Vervollständigungen

Es sei (A, p) ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkörper K = Q(A)
und Bewertung vp = vA. Weiter sei L = K[x]/f(x) eine endliche, separable
Erweiterung mit [L : K] = n und B der ganze Abschluß von A in L.

Der Ring B ist ein Dedekindring mit endlich vielen maximalen Primidealen
q1, . . . , qr, also ein Hauptidealring und es ist

B = Aξ1 + · · ·+Aξn

mit ξ1, . . . , ξn ∈ B, linear unabhängig über K.
Als Abschluß von A in L ist B der Schnitt aller Bewertungsringe R ⊆ L,

die A in K dominieren. Also dominiert R auch ein Bqi , das selbst ein DBR
ist, so daß R = Bqi folgt. Jede Bewertung w von L, die vA fortsetzt, ist also
gleich einem w = wi = wqi .

Es sei nun
f(x) = P1(x) · · · · · Ps(x) ∈ K̄[x]

die Zerlegung von f(x) in K̄[x] in irreduzible Komponenten.
Es ist also

(∗) L⊗K K̄ = K̄[x]/(P1(x) · · ·Ps(x)) =

s∏
i=1

K̄[x]/(Pi(x)) =

s∏
i=1

L̄i

Jedes L̄i hat eine eindeutige Bewertung, die vĀ fortsetzt. Also gibt es auch
nur einen zugehörigen Bewertungsring B̄i. Dieser ist der ganze Abschluß von
Ā in L̄i.
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Andererseits gibt es jetzt s Einbettungen νi : L → L̄i, die s verschiedene
Bewertungen auf L induzieren. Diese müssen irgendwelche verschiedene wqi

sein, so daß r > s ist.
Andererseits induziert jedes wqj eine Komplettierung L̄j von L über K̄

und eine Einbettung νj : L→ L̄j ⊆ K̄algclos. Diese muss aber bereits eine der
νi von (∗) sein, so daß letztlich r = s und jedes L̄i die Komplettierung von L
an einem wqi ist.

Es ist also L̄i = Q((Bqi , qi)̂ ) wobei

B̄i = (Bqi , qi)̂

die Komplettierung von Bqi an seinem maximalen Ideal ist.
Da 0→ K → K̄ injektiv ist, ist auch die flache Tensorierung −⊗K L

0→ L→ L⊗K K̄ = L̄ =

r∏
i=1

L̄i

injektiv.
Es gibt eine kanonische Abbildung φ : B⊗A Ā→ L̄. Jeder Faktor von φ(z)

in L̄ für ein z ∈ B ⊗A Ā ist ganz über Ā, da B ganz über A ist.
Also ist BĀ := φ(B ⊗A Ā) ⊆ B̄1 × · · · × B̄r
Andererseits gilt folgendes: Ist (η1, . . . , ηr) ∈ B̄1 × · · · × B̄r, so gibt es

b1, . . . , br ∈ Br mit wi(ηi − bi) beliebig groß (also mit kleiner zugehöriger
Norm). Wegen dem chinesischen Restsatz gibt es auch ein b ∈ B mit b−bi ≡ 0
mod qNi . Ein solches b ∈ B approximiert also (η1, . . . , ηr) beliebig gut.

Es ist also umsomehr φ(B ⊗A Ā) = BĀ dicht in der abgeschlossenen
Teilmenge B̄1 × · · · × B̄r von L̄. Wir wollen noch zeigen

BĀ = B̄1 × · · · × B̄r
wozu es genügt nachzuweisen, daß BĀ abgeschlossen in L̄ ist.

Es ist aber BĀ = Āφ(ξ1) + · · · Āφ(ξn) mit φ(ξ1), . . . , φ(ξn) ∈ L̄ linear
unabhängig über K̄. Eine Cauchy-Folge in BĀ induziert also Cauchy-Folgen
in den Koeffizienten ci ∈ Ā von c1φ(ξ1) + · · · + cnφ(ξn), denn auf K̄n = L̄
sind alle Normen äquivalent.

Da Ā vollständig ist, ist es auch BĀ und somit ist diese Menge auch
abgeschlossen in L̄.

9.2.1 Unverzweigte Erweiterungen

9.2.2 Zahm verzweigte Erweiterungen

9.3 Differente und Diskriminante

9.3.1 Komplementärmoduln

Es sei immer A ein Dedekindring mit Quotientenkörper K = Q(A) und E/K
eine endliche separable Erweiterung von K, sowie B der Abschluß von A in
L.
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Definition 9.3.1. Es sei L ⊆ E eine additive Untergruppe. Dann sei

L′ = {x ∈ E | TrE|K(xy) ∈ A für alle y ∈ L}

Man nennt L′ den Komplementärmodul zu L.

Lemma 9.3.1. Ist L ein A-Modul, so ist auch L′ ein A-Modul.

Lemma 9.3.2. Es sei L1 ⊆ L2. Dann ist L′2 ⊆ L′1.

Proposition 9.3.1. Es seien x1, . . . , xn ∈ E linear unabhängig über K und
y1, . . . , yn ∈ E die dualen Elemente mit

Tr(xiyj) = δij

Weiter sei
L = Ax1 + · · ·+Axn

Dann ist
L′ = Ay1 + · · ·+Ayn

Insbesondere ist L′′ = L.

Proposition 9.3.2. Es sei E = K(α) mit f(α) = 0 für ein monisches Poly-
nom vom Grad n. Weiter sei

f(x) = (x− α)
(
bn−1 + · · ·+ b1x

n−2 + b0x
n−1
)

Dann ist die duale Basis zu 1, α, . . . , αn−1 durch

bn−1

f ′(α)
, . . . ,

b0
f ′(α)

gegeben.
Anders ausgedrückt: Es ist

TrE|K

(
f(x)

x− α
αr

f ′(α)

)
= xr (9.1)

also
n∑
i=1

f(x)

x− αi
αri

f ′(αi)
= xr (9.2)

wenn αi die Konjugierten von α in Ē sind.

Proposition 9.3.3. Es sei b ⊆ E ein gebrochenes Ideal über B. Dann ist auch
der Komplementärmodul b′ ein gebrochenes Ideal über B und es ist speziell
B ⊆ B′.
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Beweis. Es gibt Elemente b1, . . . , bn ∈ B, linear unabhängig über K, so daß

Kb1 + · · ·+Kbn = E

und
Ab1 + · · ·+Abn ⊆ B

ist. Ist I ⊆ B ein gebrochenes Ideal mit b′ ∈ bI ⊆ B, also b′B ⊆ bI ⊆ B, so ist
I ⊇ b′/bB, also

L = Ax1 + · · ·+Axn ⊆ I
mit xi = b′/bbi. Also ist

L′ = Ay1 + · · ·+Ayn ⊇ I ′

und deshalb für ein b′′ ∈ B mit b′′yi ∈ B auch b′′I ′ ⊆ b′′L′ ⊆ B. Damit ist I ′ ein

gebrochenes Ideal.

9.3.2 Differente und Verzweigung

Es sei A ein Dedekindring und B der ganze Abschluß von A in L mit einer
separablen, endlichen Erweiterung L/K des Quotientenkörpers K = Q(A)

Wie oben bemerkt, ist der Komplementärmodul B′ ein gebrochenes Ideal
B′ ⊇ B. Also ist (B′)−1 ⊆ B ein ganzes Ideal. Wir geben ihm einen besonderen
Namen:

Definition 9.3.2. In den obigen Bezeichungen sei

DB|A = (B′)−1

die Differente von B über A.

Proposition 9.3.4. Die Differente ist der Annulator des Kählermoduls ΩB|A:

DB|A = AnnΩB|A

Proposition 9.3.5. Es sei B/A wie oben, mit B = A[α] und f(α) = 0 mit
einem monischen Polynom f(x) ∈ A[x] vom Grad n. Es sei (A, (π)) ein dis-
kreter Bewertungsring und q ⊆ B ein Primideal über p = (π) mit

πB = qeqe22 · · · · · qerr

in der Primzerlegung von pB.
Es gilt

DB|A = f ′(α)B (9.3)

und
ΩB|A = A[x]/(f(x), f ′(x))dx = B/f ′(α)Bdα (9.4)

Für den Verzweigungsindex e gilt mit p = char(A/p) die Beziehung:

vq(DB|A) = e− 1 für p - e (9.5)

vq(DB|A) > e für p | e (9.6)
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Beweis. Es sei

f(x) = xn + wn−1x
n−1 + · · ·w0 = (x− α)(bn−1x

n−1 + · · ·+ b0)

mit wi ∈ B = A[α].
Das duale System zu 1, α, . . . , αn−1 ist nach obiger Proposition gleich bi/f

′(α)
mit bn−1 = 1 und bi−1 − αbi = wi. Induktiv ist jedes bi ∈ B = A[α].

Wegen DB|AB
′ = B ist deshalb DB|A = f ′(α).

Es sei mit P (x) = P1(x) und q = q1:

f(x) = P (x)eQ(x) = P1(x)e1P2(x)e2 · · · · · Pr(x)er mod πA[x]

Dann ist q = (p, P1(α)) und qi = (p, Pi(α)). Also ist

f ′(x) = eP (x)e−1P ′(x) + P (x)eQ′(x) mod πA[x]

Da vq(P (α)) = 1, folgen die Behauptungen über den Verzweigungsindex durch Ein-

setzen von x = α und aus e = 0 für p | e.

9.3.3 Diskriminante


