ALGEBRAISCHE ZAHLENTHEORIE
Algebraische Grundlagen

Proposition 0.1. In einem Ring A gilt:
1. EsseipCA, primundp2a,-----a,. Dannistp 2 a; fiireini.
2. EsseiaCp,U---Up, undp; prim. Dann ista Cp; fiireini.
3. Esseia;+a;=(1)fiirl<i# j<n.Dann ist
0—a;---- a, 2 A—Ala; x---xAla, =0
exakt und deshalb aucha, - ---- a,=a;N---Na,.
Proposition 0.2. Es sei A ein Ring und M ein A-Modul. Dann ist dquivalent
a) Jede aufsteigende Untermodulkette M, C M, C --- M wird stationdir.
b) Jeder Untermodul N C M ist endlich erzeugter A-Modul.

¢) Jede nichtleere Menge # von Untermoduln M 2 N € _/ enthdlt ein maximales
Element.

Definition 0.1. Erfiillt ein A-Modul M die vorigen dquivalenten Bedingungen, so
heifst er noethersch. Ist A als A-Modul noethersch, so heifst A noetherscher Ring.
Proposition 0.3. In einer Sequenz von A-Moduln 0 - N’ — N — N” — 0 ist
dquivalent

a) N ist noethersch.
b) N’, N” sind noethersch.

Beweis. Es ist fiir eine Kette (N;) immer exakt
0— (N1 NN)/(N; AN') = Nipy /N; = (Nigy + N')/(N; + N') = 0

Theorem 0.1. Es ist dquivalent

a) A ist noethersch.
b) Alx] ist noethersch.

Beweis. a) nach b): Fiir ein Ideal I € A[x] nehme das A-Ideal a, das von allen a f inA
gebildet wird, fiir die es ein f =a,x™ +Z;':01 a;x/ €I gibt. Das Ideal a hat endlich
viele Erzeuger ay, ..., ay . Die f, erzeugen I bis auf Polynome g mit degg < n fiir
ein n, > 0. Diese werden aufgrund einer analogen Uberlegung auch von endlich
vielen gy,..., g, erzeugt. Also I =(f,, g,)-
Lemma0.1. Es sei A ein noetherscher Ring. Dann liegen tiber jedem Ideal a C A nur
endlich viele minimale Primideale.
Beweis. Es sei a das maximale Ideal, das die Bedingung nicht erfiillt. Dann kann a
nicht selbst prim sein. Es gibt also f g € amit f, g ¢ a. Uber (a, f)=a, und(a,g)=a,
liegen jeweils endlich viele minimale Primideale.
Umgekehrt ist 2 a 2 a;a, so ist 2 a; oder q 2 a,. Ist ¢ minimal iiber a, so ist es
umsomehr minimal tiber dem a;, das es enthélt. Also sind endlich vielen minimalen
Primideale iiber den a; eine Obermenge der minimalen Primideale {iber a.
Ganze Ringerweiterungen

Definition 0.2. Es sei B/A eine Ringerweiterung. Ein Element x € B heifst ganz tiber
A, wenn es eine Gleichung

" +ax" '+ ta,=0
mita; € A erfiillt.
Ein Ring B/ A heifst ganz iiber A, wenn alle x € B ganz iiber A sind.
Lemma 0.2. Essei M = Am, +---+ Am,, ein endlich erzeugter A-Modul und

x-MCaM

dann existiert ein f(x)=x"+a, x""' +---+a, mita; € a, sodafs f(x)-M =0 ist,
also f(x)€Ann(M).
Beweis. Ist xm; = Zj a;jmj, also P =(6;;x —a; ;) eine Matrix mit P(my, ..., my) =
0, also nach Multiplikation von links mit P,q auch det(P)m; =0, also det(P) = f(x)

Ou

x"+a;x" ' +---+a, ist Annulator von M und q; € a.

Proposition 0.4. Es ist fiir ein x € B/ A dquivalent

a) Alx] ist endlich erzeugter A-Modul.

b) x ist ganz tiber A.

Beweis. Folgt aus dem vorigen Lemma, da 1 € A[x]. O

Lemma 0.3. Istx,y € B ganziiber A, so ist A[x, y] ein endlich erzeugter A-Modul.

Beweis. A[x] ist ein endlich erzeugter A-Modul und weil y auch ganz tiber A[x] ist,
auch A[x, y] ein endlich erzeugter A[x]-Modul. Insgesamt also A[x, y] ein endlich
erzeugter A-Modul. O
Damit sind fiir x, y € B, ganz tiber Aauch x +y, x—y, xy € B alle ganz liber A und
AC B, die Menge der x € B, ganz iiber A ist ein Unterring von B, der algebraische
Abschlufs von A in B.

Proposition 0.5. Ist B/A ganz, so ist fiir ein C /A auch B®, C/C ganz, insbesondere
fiir C =S7'A auch S~ B/S™' A ganz und noch spezieller B, | A,, ganz fiir einp C A,
prim.

Weiterhin ist fiirb € B unda=bNA auch (B/b)/(A/a) ganz.

Proposition 0.6. Ist C/B/A ein Turm von Ringerweiterungen so ist dquivalent:

a) C/Aganz.
b) C/B ganz und B/A ganz.

Proposition 0.7. Es istS—1A, der ganze Abschluf von S A in S™' B gleich S7'(A).
Beweis. Ist b ganz iiber 4, so ist jedes b/s ganz iiber S~' A. Umgekehrt, sei (a/s,)" +
a,/s(a/s)" ' +-+-+a,/s, =0. Man kann dann durch Erweitern der Briiche ein
s finden, so da (a/s)" +aj/s(a/s)" " +---+al/s" =0 gilt. Also s"(a" + aja" " +
---+a;)= 0 mit einem geeigneten s, also (sa)" + sa{(sa)”’1 +---+s"a;, =0und
damit sa ganz iiber A.

Lemma 0.4. Ist B/A ganz und a C A ein Ideal sowie x = aB, so ist x" +a, x" ' +
«-+a,=0mita; €a.
Beweis. Ist x = Z;:l a;bj, so ist mit B’ = A[b,,...,b,] auch xB’ € aB’ und B’

endlich erzeugter A-Modul. O

Korollar 0.1. Ista C A ein echtes Ideal, so ist1 ¢ aB.

Proposition 0.8. Ist B/A eine ganze Erweiterung von Integritdtsringen, so ist dqui-
valent

a) B istein Korper.

b) A istein Korper.

Beweis. Betrachte f = b"+a, b" ' +---+a,_ b+a, =0.Ist AKérper, soista’a, =1
und damit b~! € A[b, a’]. Umgekehrt ist B Kérperund ba =1, soistwegen a” ! f =
0auch b € A.

Definition 0.3. Ist A ein Integritdtsring und A gleich seinem ganzen Abschlufs in
K = K(A), so heifst A auch normal.

Proposition 0.9. Ein Ring A mit eindeutiger Primfaktorzerlegung (UFD) ist normal.

Beweis. Essei x =a/bund x" +a;x" ' +---+a, =0,also a" +a;a"'b +---+
a,_1ab"'+a,b" =0.Ist p ein Primteiler von b, so auch einer von a. Widerspruch
zur angenommenen Teilerfremdheit von a, b. O

Theorem 0.2. Ist B/A gangz, so gilt

(1) Uber jedemyp C A, prim, liegt ein q C B, prim mit qN A=p. (,Lying-over").

(2) Istq, € q, C B, beide prim mitq; NA=p, so istq, = q. (,Incomparability").

(3) Istp; Sp, €A, beide prim und q, € B, prim, mitq, N A=p,, so gibt es ein
42 2 q; mitq, NA=p,. (,Going-Up“).

Korollar 0.2. Ist B 2 A gangz, so ist dim B = dim A und die induzierte Abbildung
Spec(B) — Spec(A) ist surjektiv und abgeschlossen, das Bild von V (b) ist V(bN A).
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